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OZET

Bu c¢alisma dort kisimdan olusmaktadir. Birinci boliimde diferansiyel denklemlerin temel
tanimlarina yer verilmistir. Ikinci boliimde eliptik integrallere deginilmistir. Ucgiincii
boliimde Jacobi eliptik fonksiyonlari, lineer olmayan dalga denklemlerinin tam periyodik
¢oziimlerini elde etmek amaciyla Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodu uygulanmustir.
Dordiincii boliimde ise kismui diferansiyel denklemle tanimli lineer olmayan gecisli daralan
titresimli iletim yollarmin, ¢6ziimii i¢in yeni Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodu
kullanilmigtir. Bu ¢alismada yeni Jacobi eliptik fonksiyonlar1 agilimlari metodu kullanilarak
lineer olmayan dalga denklemlerine ait yeni periyodik ¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen
¢oziimler sok dalga ¢oziimler veya tekil dalga ¢oziimler simir sartlarindadir. Ayrica bu
caligmada yeni Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodunun kullanim alanlarindan 6rnekler
sunulmustur. Calismada kullanilan metotlar matematik ve fizik alanlarinda lineer olmayan

kismi diferansiyel denklemlerinin, uygulanabilir agik ve basit metotlardir.

Anahtar Kelimeler: Jacobi eliptik fonksiyonlari, Dalga denklemleri, KdV denklemi.
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ABSTRACT

This thesis consist of four chapters. The first chapter touches on fundemental definition of
differantional equation. In the second chapter elliptic integrals is referred. In the third
chapter new Jacobi elliptic functions are applied in Jacobi elliptic function expansion method
to construct the exact periodic solutions of nonlinear wave equations It is shown that more
new periodic solutions can be obtained by this method and more shock wave solutions or
solitary wave solutions can be gained at their limit condition. In the last chapter a new Jacobi
elliptic function expansion method is used to find the exact solutions of the following
nonlinear PDE describing pulse narrowing nonlinear transmission lines. Additionally, the
given methods in this thesis are straightforward and concise, can be applicable on nonlinear

Partial differantial equation in mathematical physics.

Keywords: Jacobi elliptic functions, Wave equations,KdV equation.
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1.GIRIS

Bu c¢alismada uygulamali matematikte Onemli yere sahip Jacobi -eliptik
fonksiyonlarn  yeni bir tiriinii kullanarak dalga denklemlerinin ¢oziimii
incelenmistir. Matematiksel fizikte lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler
fiziksel bilimlerde ana konuyu olusturur. Literatiirde su ana kadar bu konuyla ilgili
yapilan calismalardan yararlanilarak caligmalar arasindaki iliskiler arastirilmuastir.
Bulunan ¢oziimler ayrica bilgisayar programlar: (Mable, Mathematica) vasitasiyla

grafiksel ¢oztimlerle desteklenmistir.
1.1. Temel Tammmlar Ve Teoremler

Tanim 1.1.1

x ve y bagimsiz degiskenler z bagimli degisken olmak iizere bir kismi tiirevli
denklem,
F(x, Vs Z, Z, Zoys Zixxer Zxys Zyys ) =0,

seklinde tanimlanir [1].

Tanmim 1.1.2
u = u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyon, P ise u ve u’ nun her mertebeden kismi

tiirevlerini iceren bir polinom olmak tizere lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel

denklem
du ou 0%u 0%*u B
Yot ax o axz ) T
seklindedir [2].
Tanim 1.1.3

Laplace operatdrii
02 0% 02 02 9% 92
=— V= V=t +—,
0x? dx? 0dy? 0x?  dy? 0z?

seklinde tanimlanir.

\Y

Hiperbolik tipten bir denklem olan



02U )
Froa c“VU = 0,
denklemine hiperbolik tiirden dalga denklemi denir.
Bu denklemde c pozitif bir reel sabit ve t zaman degiskenini gostermektedir. Buna
gore 1,2,3- boyutlu dalga denklemleri;
Ut — Uy =0,
Up — ¢*(Uyy + Uyy) =0,
Upe — ¢?(Uyy + Uyy +Uzz) =0
seklinde olup bu denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve
quantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.
Dalga denkleminin ¢oziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin

dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme

dalgalarini ifade eder [3].

Tanim 1.1.4

denklemine mKdV denklemi denir.

Teorem 1.1.5
y® =6y, y,y", .., y®D) (1.1)
diferansiyel denklemini ve P(a, by, by, ..., b,) noktasini ele alalim.

of of of
) ayﬁ ayr: ey ay(n_l)

fonksiyonlar1 siirekli olsun. Bu durumda P noktasinin bir komsulugunda (1.1)
denklemini ve

9(@) = by, g'(@) = by, ...,g" "V (x) = by,

kosulunu saglayan y = g(x) bir tek ¢oziimii vardir[4].



2.ELiPTiIK INTEGRALLER VE JACOBI ELIiPTIiK
FONKSiYONLARI

2.1.ELiPTIK INTEGRALLER
2.1.1. Simgeleme

Eliptik integraller iki degiskenli fonksiyon olup bu degiskenler 8 modiiler ac1 ve
k eliptik carpan olarak adlandirilir.
Ayrica @ genlik olmak iizere ¢alisma boyunca
x = sin® = snu
1 — ksin?@ = dnu
gosterimleri kullanilacaktir [5].

Eliptik integrallerin Legendre formlar1 asagidaki gibi siralanir.

2.1.2. Birinci Tiir Tam Olmayan Eliptik Integraller

Bu tiir integraller

) o (2.1)
U=F(k,®)=foﬁ 0<k<1

seklinde tanimlanir [5].

2.1.3. ikinci Tiir Tam Olmayan Eliptik Integral

Bir elipsin yay uzunlugunun hesabinda kullanilan bu integraller

)
E(k, @) =j\/1—kzsin29 do 0<k<1 (2.2)
0

seklinde tanimlanir [5].

2.1.4. Ugiincii Tiir Tam Olmayan Integraller
n #0 olmak iizere bu integraller
?
do

n(k,n, @) = f 0<k<1 (2.3)
J (1 —n?sin?0)V1 — k?sin? 6

seklinde tanimlanir [5].



2.1.5. Eliptik Integrallerin Jacobi Formlar1

Eliptik integrallerin Legendre formlarinda 9 = sinf doniisiimii yapilmasi halinde

[ dy (2.4)
F;(k, x) J. \/(1 =901 = k299

Ey(k,x) = ] 11__—"129122 dy (2.5)
0
; dd (2.6)
k’ b =
i ] (1 +n92)/(1 —92)(1 — k292)

0

elde edilen integraller eliptik integrallerin Jacobi formlarini gésterir [5].

2.1.6. Landen Doniisiimleri

Landen dontisiimleri

sin?@,
k+cos2(,

tg® = veya ksinf = sin(20; — @) 27)

seklinde tanimlanir. Bu doniisiimleri kullanarak

2vk
T 14k
olmak tizere
(o} B4
j do _ 2 f do4 (2.8)
o V1 —k?sin*@ 1+k0 1 —k?sin? @,

oldugu gosterilebilir. (2.8) esitligi

2
F(k,@) = 1Tk F(k,©,) (2.9)

seklinde de yazilabilir.



Ayrica k<k; <1 oldugu goriilebilir.. Landen doniisiimiiniin ardisik
uygulanmasiyla k < k; < -+ < 1 seklinde modiilii k,, olan bir dizi elde edilir ve

lim k,, = 1 oldugu ispatlanabilir.

n—->0oo

Boylece

_ [fakatok ksl . 210
F(k,9) = fm LGl o)

sonucu cikar.

Buradan k; =§ k, = i—f ve @ = lim @, (2.11)
1 n—oo

dir.

2.2. Jacobi Eliptik Fonksiyonlar:

Karmagik degiskenli ¢ift periyodik eliptik fonksiyonlar mekanik ve
elektronigin cesitli dallarinda sorunlarin dogrudan ¢oziimlerinde kullanilir. Lineer
olmayan dalga denklemlerinin yeni periyodik ¢6ziimlerinin bulunmasinda bu tiir
fonksiyonlardan yararlanilmistir. Bu nedenle bu boliimde eliptik fonksiyonlarla ilgili
bilgiler verilecektir. Daha ayrintili bilgiler Neville (1951), Milne — Thompson
(1956), Jahnke ve Emde (1960), Whittaker ve Watson (1962), Erdelyi (1963),
Abramowitz ve Stegun (1972) gibi modern analiz kitaplarinda bulunabilir[6].

Ters fonksiyon 6zelligi tasiyan eliptik fonksiyonlar, Jacobi eliptik integrali

ters cevirerek elde edilir.

Eger |k| < 1 ayrica |w| < 1 ise, I. tiir eliptik integral agagidaki sekildedir.
w 1
u= [ [(1-t)A-k*?] dt

Analitik siireklilikle w’ nin tiim degerleri hesaplanabilir. Bu integral, t = sing ve

w = sing (¢, modiil agis1) oldugunda;
(@, k) = u = [P1(1 - k2sin?)] > do



dir. Burada ¢ = amp(u) ‘ye amplitid ve k’ya modiil adi verilir ve 0 < k <1
arasinda degisir. Eger k = 0 ise bu integral u = sin”'w veya w = sinu ifadesine
esit olur. Eger k+#0 ise w=snu veya snu = sing =sn(u,k) dir. snu

fonksiyonuna Jacobi eliptik siniis fonksiyonu adi verilir [6].

Reel periyodu 4K ve sanal periyodu 2jK’ olan bu ¢ift periyodik fonksiyon
sn(u+ 4K) = sn(u) ve sn(u+ 2jK'") =sn(u)
fonksiyonlar, Sekil 2.2.1 de goriildiigii gibi kutuplar (jK', 2K + jK') hari¢ diizlemin

her noktasina analitiktirler [6].

Sl {0 <Re us 4K}
“l0<Im u<2K
Jy
sn=10 sn=1 sn=10 sn=-1 sn=10
2jK' '
+
=5 I K'+jK"  1/k 2K’ + jK'  Sn =t sn=-1/k sn=—ow
JK'
4o sn = —ow sn = +oo
+ +
sn=10 sn=1 sn=10 sn=-1 sn=10
0 K 2K 3K 4K x

Sekil 2.2.1. Jacobi Eliptik sn fonksiyonunun karmagik ve u diizleminin kafes noktalarindaki degeri

Ayrica ¢ift periyodik 6zelliklerinden dolayi,her kafesteki iki sifir(0) ve iki kutup (X)

gercgel ve sanal eksenler boyunca sonsuz defa tekrar eder.

sné = sn(&,m),cné = cn(é, m) ve dné = dn(&, m) sirasiyla Jacobi eliptik siniis
fonksiyonu, Jacobi eliptik kosiniis fonksiyonu ve iigiinciisii de Jacobi eliptik
fonksiyon olarak adlandirilir.

Jacobi eliptik fonksiyonlarmin gosterimleri ve 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir

[7].



(1) sné =sn(é,m), cné = cn(é,m), dné = dn(é, m)
(2) nsfzi, ncfzn—;, ndfzn%f

__f _ snf — m
(3) scé sdé = nt cdé = oy
(4) cs :E’ ds§ = df dc§ = E

(5) sn?é +cn?é =1, dn?é + m?sn?é =1, m?(cn?é — 1) =dn?¢ -1

(6) ns?¢& —cs?E =1, ns?& —ds?¢ =m?, ds?¢§ —cs?éE=1-—m?,

(7) nc?¢§ —sc?é =1, dc?é — (1 —m?)sc?¢ =1, dc?é(1 — m?)nc?é = m?

(8) cd?¢ + (1 — m?)sd?¢ =1, nd?é§—m?sd?& = 1,m?cd?é + (1 —m?)nd?¢ =1
(9) (sn&)’ = cn&édné , (cné) = —snédné , (dné)' = —m?snécné

(10) (nsé)’ = —csédsé , (cs&)' = —nsédné |, (ds&)' = —nsécsé

(11) (scé&)' = nc&dcé ,(nc&)' = scédcé , (dcé)' = (1-m?)ncéscé

(12) (sd&)' = ndécdé , (cd&)' = (m? — 1)sdénd&, (nd¢)’ = m?cdésdé§

Jacobi eliptik fonksiyonlarin m modiili m - 0 ve m — 1 i¢in asagidaki
trigonometrik fonksiyonlara dontisiir:
m — 0 i¢in sné — siné ,cné - cosé, scé - tané, csé = coté ,ncé - secé
m — 1 i¢in sné — tanhé ,cné — seché, scé - sinhé, csé = csché,

ncé - coshé

Lineer olmayan problemleri anlamada 6nemli rolleri oldugu igin lineer
olmayan denklemlerinin tam ¢oziimlerinin olusturulmasi ¢ok emek sarf ettirir. Son
zamanlarda homojenlik balans metodu [8-10], hiperbolik tanjant agilim metodu [11-
13], trial fonksiyon metodu [14-15],lineer olmayan doniisiim metodu [16-17] ve sin-
cos [18] gibi metotlar onerildi. Birgok tam ¢oziimler elde edilmistir ama bu metotlar
sadece sok ve tek dalga ¢oziimler elde edebilmis olup lineer olmayan dalga
denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerini elde edememistir. Porubov [19-21] bazi lineer
olmayan dalga denklemlerine bazi tam periyodik c¢o6ziimler bulmasina ragmen
Weierstrass  eliptik  fonksiyonu kullanmis ve  karmasik sonuglar ortaya
cgikarmistir. S.K. Liu, Z.T. Fu, S.D. Liu[22] Jacobi eliptik fonksiyon agilim
metodunu Onermis ve bu metodu bazi lineer olmayan dalga denklemlerine

uygulamistir. Baz1 sok dalga ¢oziimleri ve tekil dalga ¢éziimleri iceren bu metotla

7



sonlu Jacobi sin fonksiyon ac¢ilimina dayanan birgok periyodik c¢oziimler elde
edilmistir. Daha sonraki calismalar gostermistir ki farkli Jacobi eliptik fonksiyon
acilimlar1 uygulandiginda bazi lineer olmayan dalga denklemlerinin ¢oziimiinde yeni
periyodik ¢oziimler elde edilebilir. Bu c¢alismada, yeni Jacobi eliptik fonksiyon

acilimlar1 ve yeni periyodik ¢ozlimler hakkindaki ayrintilar incelenecektir.



3. JACOBI ELIiPTIiK FONKSIYON ACILIM METODU

3.1. JACOBI ELIPTiK FONKSIYON ACILIM METODU [23]

Asagida verilen lineer olmayan bir dalga denklemini gbz 6niine alindiginda;

N(u du ou 0%u 0%u ) —0 3.1)

"at’ox’ at2 ' ax2’
Bu denklemin
u=u(€), &=kx-—-ct), (3.2)
seklinde dalga c¢oziimleri aragtirilacaktir. Burada sirasiyla k ve ¢ dalga sayisi ve

dalga hizidir.

g _ ., dE_
o =k (3.3)

[22] de u(Z), Jacobi eliptik sin fonksiyonunun yani sn& nin sonlu bir serisi olarak
ifade edilmektedir. Yani keyfi

u®) = Yo sn g 3.4)
alinir ve bunun en yiiksek derecesi

0(u(®) =n (3.5)
dir.

Dikkat edelim ki; cné ve dné sirasiyla Jacobi eliptik kosiniis fonksiyonu ve

tictincti tip Jacobi eliptik fonksiyon olmak iizere

du _ on

= T-ojaj sn/~1 € cnE dng (3.6)

dir. m (0 <m < 1) modiilii ile

cn?§=1-—sn?¢, dn?f=1— m?sn?g (3.7)
dir.

a _ a - _ a — 2

= sn& = cné&dné, = cné = —snédné, = dn& = —m~“sn&dn&cng (3.8)

cné =,/1—sn?¢, dn=.,1-—m?sn?¢ (3.9)

oldugundan Z—Z en bliyiik derecesi olarak
du
0(5)=n+1 (3.10)
ve
du d?u d3u
O(ud—z)—2n+1 O(d—zz)—n+2, o(d—zg)_n+3 (3.11)



alinir.
Boylece (3.1) deki en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimi ve en yliksek
mertebeden tiirev terimini balans etmek i¢in (3.4) de n segilebilir.

m — 1 iken sné — tanhé oldugundan (3.4) asagidaki gibi dejenere olur.
u(®) = Yo a; tanh/ &, (3.12)

Boylece Jacobi eliptik fonksiyon metoduyla sok dalga veya tekil dalga ¢oziimler de
elde edilebilir. Se¢ilmis n i¢in bazi lineer olmayan dalga denklemlerine periyodik
¢ozlimler ve tekil ¢oOziimler bulunabilir. Gergekten bazi lineer olmayan dalga
denklemleri icin farkli Jacobi eliptik fonksiyonlara bagli ayn1 periyodik
coziimler(tekil dalga ¢Oziimler igeren) bulabiliriz. [22] deki ayrintili sonuglar
gostermistir ki aymi ¢oziim farkli Jacobi eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade
edilebilir. Fakat baz1 diger lineer olmayan dalga denklemleri icin farkli Jacobi eliptik
fonksiyonlara bagl farkli periyodik ¢oziimler ve tekil dalga ¢oziimler elde edilir.
Asagida mKdv denklemi ve lineer olmayan Klein-Gordon denklemleri i¢in ayrintili
sonuglar incelenmistir.

3.2. Acilm Metodlari

3.2.1. mKdV denklemi

20u
ox

(3.2) denklemi (3.13) denkleminde yazilirsa

ou Bu
E+au +ﬁ§—0 (313)

d3u

du 2 du
—C—+au’—
ags

¢ ¢
elde edilir.

+pk2EE = 0 (3.14)

3.2.2. Jacobi Eliptik Siniis Fonksiyon A¢ilimi
(3.13) te en yiiksek mertebeli tiirev terimi ve lineer olmayan terimi balans etmek i¢in

(3.5), (3.10) ve (3.11) gbz Oniine alinarak

n=1 (3.15)
elde edilir.
Boylece sné cinsinden (3.13)’lin keyfi bir ¢6ziimii

u =ay+ a;sné. (3.16)

10



elde edilir. (3.16) , (3.14) de yerine yazilarak;
[—c + aad — B(1 + m?)k?]a,cnédné + 2aaga?snédné
+(aa? + 6fm?k?)a, sn? & cnédné =0 (3.17)

elde edilir ve buradan
0 =0, a,=F [-Lmk, c=—F(1+m?k? (3.18)

sonugclari ¢ikar.
Boylece (3.13) denkleminin periyodik ¢6ziimii,
c>0,a>0, <0 veya ¢<0, a<0, >0

sartlar1 altinda
_ m /_% " /L /_; —
u=-+ . mksné = + ey s D) (x — ct), (3.19)

dir. Boylece (3.13) iin uyumlu sok dalga ¢6ziimii ise;

- T /_% A 3C _ Lo
u=+ aktanhf—+J: tanh 2 (x — ct), (3.20)

dir.

3.2.3. Jacobi Eliptik Kosiniis Ac¢ilimi

Jacobi eliptik sinlis fonksiyon agilimindan baska lineer olmayan dalga
denklemlerinin periyodik ¢dziimlerini olusturmak i¢in diger Jacobi eliptik fonksiyon
acilimlar1 da uygulanabilir. Keyfi ¢6ziim Jacobi eliptik cosiniis fonksiyonu agilim
cinsinden;

u(®) = Xi-o b cn’/ . (3.21)
seklinde yazilabilir. (3.13) de yiiksek mertebeli tiirev terimi ve lineer olmayan terimi

ve lineer olmayan terimi balans etmek i¢in cné cinsinden (3.13)’in keyfi ¢oziimiinii

u = by + bycné (3.22)
(3.22) denklemini (3.14) te yerine koyarak

T |_ 6¢c c _
u= +\/ @D manﬁ(Zmz—l) (x —ct), (3.23)

denklemini elde ederiz.
Bu (3.13)’ilin diger bir periyodik ¢6ziimiidiir. m — 1 iken cné — sech

oldugundan (3.23) asagidaki gibi diizenlenir.
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u= i\/% sech\/% (x —ct) (3.24)

Bu ¢6zlim (3.13)’lin tekil ¢oztiimiidiir.

3.2.4. Uciincii Tip Jacobi Eliptik Fonksiyonu Acilimi

Ucgiincii tip Jacobi eliptik fonksiyon agilim cinsinden keyfi ¢oziim

u®) = Xji=0¢; dn/ €. (3.25)
seklinde yazilabilir.

(3.13) de yiiksek mertebeli tiirev terimi ve linecer olmayan terimi balans etmek
icin dné cinsinden (3.13) in keyfi ¢6ziimiinii

U =cy+ cdné. (3.26)
elde edilir. (3.26) denklemini (3.14) denkleminde yerine koyarak

u=F J sc_ N J M. A4 (3.27)

a(2-m2) B(2-m?2)
elde edilir. Bu (3.13) in diger bir periyodik ¢6ziimiidir. m — 1, dné — seché olup
boylece (3.27), (3.13) in tekil ¢oziimii olan (3.24) gibi dejenere olur.
3.2.5. Jacobi Eliptik csé Fonksiyon Agilimi

Jacobi eliptik cs& fonksiyon agilimi cinsinden keyfi bir ¢éziim csé = g olmak
uzere
u(®) = 2= d; cs/ €. (3.28)

seklinde yazilabilir. (3.13) de en yiiksek mertebeli tiirev terimi ve lineer olmayan

terimi balans etmek i¢in cs¢ cinsinden (3.13) iin keyfi ¢oziimi

u=dy+dcsé. (3.29)
elde edilir. (3.29) denklemini (3.14) denkleminde yerine koyarak

— 6C c
u= +\/— wa—m) €S \/,B(Z—mz) (x —ct), (3.30)

elde edilir ederiz. Bu (3.13)’iin diger bir periyodik ¢oziimiidiir.
m — 1 iken c¢sé = csché oldugundan (3.30), (3.13)’lin diger tekil ¢6ziimii olan

u=+ ’—%csch\/% (x —ct) (3.31)

gibi dejenere olur.
3.2.6. Lineer Olmayan Klein- Gordon Denklemi

Asagida lineer olmayan Klein - Gordon denklemi incelenmistir.

12



Ou_ 20 gy pud=0 (3.32)

ez 05,2

(3.2)denklemi (3.32) denkleminde yerine yazildiginda

k?(c? — )— +au—pud=0 (3.33)
saglanir. (3.33) denkleminin sné cinsinden uyumlu keyfi ¢6ztiimii (3.16) denklemidir
ve tam periyodik ¢oziimii ise

a>0, >0, c?>c2 veya a<0, B<O0, c?2< ¢}

sartlar1 saglanmak tizere

2m2a
[)’(1+m2) (cz—co)(1+m2)

(x —ct) (3.34)
olarak elde edilir. (3.33) denkleminin sok dalga ¢6ziimii

— i, 2 2 A
u=+ / Btanh /2(62_63) (x —ct) (3.35)

dir. (3.33) denkleminin cné cinsinden keyfi ¢éziimii (3.22) denklemidir ve tam

periyodik ¢ozliimil ise

- 2m2a a
=t sam— " E—dam1 (x —ct) (3.36)

seklindedir. Buna gore (3.33) denkleminin uyumlu tekil dalga ¢6ziimii

— 2
u= +\/%sech /(C%COZ) (x —ct) (3.37)

dir. dné cinsinden (3.33) denklemine ait keyfi ¢cozim (3.26) denklemidir ve tam

periyodik ¢oziim

_— 2a a
“ +\/ Ba—ms " \/ e & (3.38)

ve uyumlu oldugu tekil dalga ¢6ziim ise (3.37) denklemidir.

(3.33) denkleminin c¢s¢ cinsinden keyfi ¢oziimii (3.29) ve tam periyodik ¢oziimii

ise;

—_ 2a a
“T +\/ pa-m J e &) (339)

dir. (3.39), (3.33) denkleminin tekil dalga ¢6ziimii olan

T /_Z_a % (x—
u=+ 5 csch - (x —ct) (3.40)

gibi dejenere olur.
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4. (KDD) TANIMLI LINEER OLMAYAN GECISLi DARALAN
TITRESIMLI ILETIM YOLLARININ, COZUMU IiCIiN YENI
JACOBI ELIPTiK FONKSiYON ACILIM METODU

4.1. Kismm Diferansiyel Denklemle Tanimh Lineer Olmayan Gecisli
Daralan Titresimli Iletim Yollarinin, Coziimii I¢cin Yeni Jacobi
Eliptik Fonksiyon Ac¢ilim Metodu

Son zamanlarda, kismi diferansiyel denklemle tanimli lineer olmayan gegisli daralan
titresimli iletim yollarinin, ¢dzlimlerin bulunmasi igin birgok metot gosterildi.
Bunlardan bazilar1 tanh-sech, genellestirilmis tanh agilim metodu, sine-cosine
metodu, homojen balans metodu [24-25], Jacobi eliptik fonksiyon metodu [26-29],

F-agilim metodu, {slii fonksiyon agilim metodu, trigonometrik fonksiyon serileri

metodu, (%) acilim metodu, modifiye edilmis basit denklem metodu, modifiye

edilmis haritalama medotu, birinci tip integral metodu, kath, tsli fonksiyon
algoritmast metodu, dontisimlii kesirli denklem metodu, Frobenius ayristirma
teknigi, lokal kesirli varyasyonlu tekrarlama metodu [30], lokal kesirli seri agilim
metodu [31] dur.

Bu boliimde, 3. Boliimle baglantili olarak bir kismi diferansiyel denklemle tanimli
lineer olmayan gegisli daralan titresimli iletim yollarmin [31], ¢6ziimii i¢in yeni

Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodunun kullanilmasina deginilmistir [32].

0%V (x,t) 1 0%V(x,t) by 0%V3(x,t) 5?2 64V(x,t)_0

B (4.1)
at2 LC, 0x2 2 ot2 12LC, Ox*

L,Cy, 6,b; sabitlerdir. V(x,t) titresimin voltajim belirler. (4.1) denkleminin
tiirevlerinin fiziksel sekilleri, ayrintili bir sekilde Kirchhoff kanunlarinda kullanilir.

Bu c¢alismada Kirchhoff kanunlarina basit bir sekilde deginilmistir.

V(x,t) =

3(v? - v{) sech? [\/3(172 —v2) ((x — vt))]

b, 2 o 5 4.2)



4.2. Jacobi Eliptik Fonksiyon Ac¢ilim Metodu Tanim

V =V(x,t) bilinmeyen fonksiyon P ise V ve en yiiksek mertebeden tiirevleri ve

linecer olmayan terimleri igeren V/’nin kismi tiirevlerinin polinomu olmak tizere

PV, Vi, Vi, Vi, Vg, ) = 0 (4.2.1)

lineer olmayan kismi bir diferansiyel denklem g6z oniine alalim.

Simdi Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodunun esas adimlarini verelim [33].
1.Adim: Titresimin yayilim hizi v olmak {izere

Vix,t) =V(¢), E=x—ut (4.2.2)
hareket formunda olan titresimin V (x, t) voltaji verilsin.

"=d/déH veHise V(&) ve V'(&),V" (&), ... tirevlerinin polinomu olmak iizere
(4.2.1) denklemini, asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgemek
icin V(x,t) voltajini inceleyelim.

HW,V, V", ..)=0 (4.2.3)
2.Adim: (4.2.3) denkleminin ¢6ziimiinii asagidaki sekildeki gibi kabul edelim.

V) — +i 2® |7 (_2© . (1-7@
“0t Lzl 0\ 2e) itz

Buradaki z(§),
(/)" = a + bz2(§) + cz*(%), (4.2.5)

Jacobi eliptik denklemini saglamaktadir. Ayrica buradaki

(4.2.4)

a,b,c, 90,9, fi (i=12,..N) sabitleri gy # 0 veya fy # 0 olacak sekilde
daha sonradan belirlenecek olan sabitlerdir.

3.Adim: (4.2.3) denklemindeki en yiiksek mertebeden tiirevleri ve lineer olmayan
terimleri balans ederek (4.2.4) denklemindeki N pozitif tamsayisini belirleyelim.
4, Adim: (4.2.4) denklemini (4.2.5) denklemi ile beraber (4.2.3) denkleminde yerine
koyarak ve z!(§) (i = 0,1,2,...) nin biitiin katsayilarmi diizenleyerek bdylece bu
katsayilari sifira esitleyerek cebirsel denklem sistemini elde edelim.

5.,Adim: Maple veya Mathematica programini kullanarak v, a,b,c, go, i fi

degerlerini bulmak i¢in 4. Adimdaki cebirsel denklemi ¢ozelim.
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6. Adim : (4.2.5) denkleminin iyi bilinen bir ¢ok ¢6ziim ailesi asagidaki gibidir [32].
NO a b c z(&)
1 1 —(1+m?) m? sné
2 1—m? 2m? —1 —m? cné
3 m? —(1+m? 1 nsé = (sné)?
4 —m? 2m? —1 1—m? nc€ = (cné)™t
nsé
5 1 1—2m? 1 £
— - - - sn
4 2 4 +
+ cné or T cnt
ncé
1—m? 1+ m? 1—m?
° 4 2 4 + scé or cnd
- 1+ sné
7 m?—1 2 —m? -1 dné
8 -1 2 —m? m? —1 nd& = (dné)™!
sné
9 1 2 —m? 1-m? ==
m m scé ont
—m2(1 sn
10 1 2m? —1 sdé = sné
—m?) dné
cné
11 1—m? 2 —m? 1 =—
m m csé oy
dné
12 -m?(1 — m? 2m? —1 1 dsé = —
m*(1—m*) m sé oy
—(1 — m?2)2 2 _
13 1 =m% L+m —1 mcné + dné
4 2 4
14 1 1+m? (1 — m?)? sné
4 2 4 cné + dné

Tablo 4.2: (4.2.5) denkleminin iyi bilinen bir ¢ok ¢6ziim ailesi.

Bu tabloda sné = sn(&,m),cné = cn(é, m), dné = dn(&, m),nsé = ns(&,m),
csé = cs(é,m),dsé = ds(&,m),scé = sc(é,m),sdé =sd({,m) 0<m<1

oldugunda Jacobi eliptik fonksiyonunun modiiliidiir. Bu fonksiyonlar m—1 iken

asagidaki gibi dejenere olur.
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sn'é = cnédné, cn’é = snédné&,dn’'é = —m?snécné, cd’ = —(1 — m?)sdéndg¢,
ns'é = —csédsé,dc’'é = (1 —m?)ncéscé,cn’é = scédcé,nd'§ = m?cdésdé,
sc'é = dcéncé,cs'é = —nsédsé,ds'é = —csénsé, sd'é = ndécdé

7.Adim: 6.adimdaki ¢6ziim (4.2.4) denkleminde yerine konulursa (4.2.1)

denkleminin tam ¢oziimii elde edilir.

4.3. Jacobi Eliptik Fonksiyon Acim Metodu Kullanarak (4.1) Denkleminin
Tam Coziimii [33]

Bu bolimde, 4.2. bolimiindeki Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodunu (4.1)
denkleminin tam ¢o6ziimiini elde etmek i¢in uygulayacagiz. Bu amagla, (4.1)
denklemini iki kere integral alarak asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel

denkleme indirgemek i¢in (4.2.2) doniistimiinii kullanalim.

V"(&) + kV(E) +kV2(§) =0 (4.3.1)
Burada

12(v? — vd) 6b,v?
k, = _52—1]5, k, = 62_v§ (4.3.2)
dir.

V' ile V? terimleri arasinda balans yapildiginda N = 2 bulunur ve bundan dolay:

(4.2.4) denklemi asagidaki sekle indirgenir.
_ 2(9) 1-22(§) 2§) \? 273
V&) =90+ 91 (1+z2(5)) +h (1+z2(5)) T 92 (1+22(5)) /2 ( 1+22(8) ) (4.3.3)

Burada g¢,91, 92 fi,vefo, g, #0veyaf, #0  olacak sekilde belirlenen

sabitlerdir.

(4.3.3) denklemini (4.2.5) denklemi ile birlikte (4.3.1) denkleminde yerine koyarak
ve z®O(&) (i =0,1,...,8) nin biitiin katsayilarni toplar ve bunlar sifira esitlersek
asagidaki cebirsel denklemleri elde ederiz.

z8: [Pk, + gék, + 4cfy + 2cg, — fika + goks — 2f190k, = 0

z7; bg, — bf, + 18cf, — 6¢cgy — fok1 + gi1ky + 2f1 2k, — 2f19:1k2 — 21290k, +
29091k, =0
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Z6: fzzkz + 4g§k2 + g%kz + 8bf1 —_ 8Cf1 + 4bgz —_ 16ng —_ 2f1k1 + 4‘g0k1 +
g2k1 — 4f190k, — 2f192ks — 2f,91k; + 29092k, = 0

Zs: Zagl - zafz + 23bf2 - Sbgl - 28Cf2 - 4‘Cg1 _kal + 3g1k1 - 2f1f2k2
= 2f191k2 — 2f290k2 + 69091ks — 2f292k2 + 29192k, = 0

z*: 693k, — 2f7ky — 2f2k, + 297k, + g5k, + 12af; + 6ag, — 12¢f; — 16bg,
+ 6ng + 6gok1 + 2g2k1 + 4‘gogzk2 - 0

Zs: 28af2 = 4agl - 23bf2 — 5bg1 + 2Cf2 + 2C91 +f2k1 + Sglkl - 2f1f2k2 +
2f191k2 + 2f290ks + 6g0g1k2 + 2292k, + 29192k, =0

Zz: fzzkz + 4g3k2 + glzkz + 8af1 - 8bf1 - 16ag2 + 4ng + Zflkl + 4gok1
+ g2k1 +4f190k2 + 2f192k2 + 2f291k; + 29092k, =0

z: bf, —6ag, —18af, + bg, + foks + g1k1 + 2f1 2k, + 2f191k, + 2290k, +
29091k, =0

2% fZk, + gk, — 4af, + 2ag, + fiky + goky + 2figok, = 0 (4.3.4)

Yukaridaki (4.3.4) cebirsel denklemleri Mapple veya Matematica programlariyla

cozerek asagidaki ¢oziimleri elde ederiz.

2(6c—b+Vb2+12c? 24(b-2c)
a=c b=b go=2E22 g =0, g, = 20
2 2
_ _ _ —4(b%+12c%2+bVb2+12¢2
fl - O‘ f2 - O) kl - + b+\/b2+12C2 ) (4-3.5)

(4.3.3) ve (4.3.5) denklemlerinden (4.3.1) denkleminin tam ¢6ziimiinii asagidaki gibi

elde ederiz.

__ 2(6c—b+Vb2+12c? 24(b-2¢) z(§)
Vi§) = ko + ko [1+zz(f)

a = ¢ oldugundan, (4.2) boliimdeki tablodan iki farkli durum elde edilebilir.

(b # 2c) (4.3.6)
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1. Durum

Eger
1-2m?
2

, C= % ve z(&) = ns&é + csé veya z(&) = sn&/(1 £ cné)

olursa asagidaki Jacobi Eliptik ¢6ziimii elde edilir.

1
a==,b=
4

_2@+m®)+/(1-2m?)2+3  24m? nsé+csé 1%
V) = k, [1+(ns$ics€)2] (4.3.7)
veya,
2(1+m?)+/(1-2m?)2+3 6m?
V(§) = 204D k(z M _ k—n:Slef (4.3.8)
olur

Eger m — 1 ise k; = +4 olmak iizere
) b = __; c = l
2 4

ve

z(&) = coth(&) £+ cosech(é) veya z(§) =

elde edilir. Bu takdirde (4.3.7) ve (4.3.8) sirasiyla asagidaki hiperbolik ¢6ziimlere

tanh(§)
1+sech(§)

indirgenir.
_6 2_4 coth(&)+cosech(§) 2
Vl(f) ks, 1+(coth(f)+cosech(f))2] (439)
_ _ 24 coth(&)—cosech(§) 2
VZ(E) Tk kz 1+(coth(&)— cosech(E))z] (4'3'10)
veya
6
V3(©) = Zsech?(§) (4.3.11)
2 6
V4(f) = E—k—ztanhz(f) (4.3.12)
2. Durum
Eger
_ (a-m? mz) b= (1+m?) c= (1-m?) ve

2 4

z(&) = anz + scé veya z(§) = cné/(1 £ sné)

olursa sirasiyla asagidaki Jacobi eliptik ¢oziimler elde ederiz.
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_ 2-4m?x2vmt-m2+1 24m? ncé+scé 1%
V(E) - ks + ko [1+(nc€isc€)2] (4.3.13)
veya
- 2 _ 2
V(E) _ 2—4m?4+2Vvm*-m2+1 n 6m anf (4.3.14)

ko Ky
Eger m — 1 ise k; = ¥4 olmak iizere

a=0, b=1, c=0 ve

z(&) = cosh(§) + sinh(&) veya z(&) = sech(&)/(1 £ tanh(¢))

dir. Bu durumda (4.3.13) ve (4.3.14) sirasiyla asagidaki hiperbolik ¢6ziimlere

indirgenir.

_ 24 cosh(§&)+sinh(§) 2
V1(E) Tk, 1+(cosh(§)+sinh(€))2] (4.3.15)
_ -4, 24 cosh(§)—sinh(§) 12
V2(8) = ko + ka 1+(cosh(f)—sinh(€))2] 4319
veya
6
Va(§) = 2 sech?(§) (4310
-4 6
V,(8) = ot k—zsech2 €3) (4.3.18)

1. Uyarn: 1. ve 2. durumlardan k; = —4 oldugunda asagidaki ¢6ziime sahip

oldugumuzu gostermis oluruz.

Vi(x, t) = k%sechz (x—vt) = %sech2 [\/Z—Z (x — vt)] (4.3.19)

(4.3.2) denkleminin yardimiyla asagidaki sonucu ¢ikaririz.

2_,2 ,3(172—1;2) _
Va(x,£) = 20 secn? || S0 (4.3.20)

Bu [31] den elde edilen iyi bilinen (4.1.2) denklemine denk olacaktir.

2. Uyan : (4.3.1) denklemi direkt metodu kullanarak asagidaki gibi ¢oziilebilir.
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(4.3.1) denklemini V'(§) ile ¢arparak ve integrasyon sabitini sifir alip integral alarak
a=—-k; ve p=-2k,/3 olmak iizere

V'2(§) = V2(§) + BV3(§) (4.3.21)

elde ederiz. (4.3.2) denklemi yardimiyla ¢oziimii bulmak kolay olur.

_ 3k 2 (1 [C
V(§) = — 22 sech (2,/ klf) (4.3.22)
¢Ozlimiinii elde etmek kolaydir.

(4.3.2) denklemi yardimiyla asagidaki sonucu elde ederiz [68].

2 3(W2-v8) /s
V(x,0) = 2 gech? ~ (&) (4.3.23)
1

2 Vo )

Bu [31] den elde edilen iyi bilinen (4.1.2) denklemine denk olacaktir.

4.4. Elde Edilen Bazi Sonuclarin Fiziksel Aciklamasi

Bu béliimde, (4.3.9), (4.3.12), (4.3.15), (4.3.17) denklemlerinin tam ¢oziimleri bazi
grafiklerle gosterildi ve (4.1.1) denkleminin mekanizmasin1 goérsellestirebilmek igin
bilinmeyen degerlere iligkili, uygun degerler alinarak insa edildi. Bu ¢o6ziimler
yanlamasina dalgali, tekil yanlamasina dalgali soliton ¢oziimleri, ¢an seklinde soliton

¢Ozilimleri, tekil can seklinde soliton ¢oziimleri ve hiperbolik ¢oziimleridir.

21



K K

(@ k, = 6,v = 2 oldugunda (b) k, = 1,v = 1 oldugunda
(4.3.9) denkleminin grafigi (4.3.12) denkleminin grafigi

() k, = 4,v = 2 oldugunda (d) k, = 6,v = = oldugunda
(4.3.15) denkleminin grafigi ST, <
(4.3.17) denkleminin grafigi
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5. SONUC

Bu c¢alismada, farkli Jacobi eliptik fonksiyonlara dayandirilan Jacobi eliptik
fonksiyon a¢ilim metodu uygulanarak lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin ¢oziimii incelendi. Bu metot 3. Bolimde bazi lineer dalga
denklemlerine uygulandi. Farkli Jacobi eliptik fonksiyonlar iizerine kurulan Jacobi
eliptik fonksiyon acilimi ile elde edilen periyodik dalga ¢ozlimlerin farkli olabilecegi,
boylece bir¢cok yeni periyodik, sok dalga veya tekil dalga ¢oziimler elde edilebilecegi
gosterildi. 4. Boliimde ise yine lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemle
tanimli, lineer olmayan gegisli daralan titresimli iletim yollarinin (4.1.1) ¢dziimii i¢in
yeni Jacobi eliptik fonksiyon agilim metodunun kullanimi gosterildi. Yapilan
¢oziimlerde balans metodu uygulandi. Bu calismada kullanilan yeni Jacobi eliptik
fonksiyon acilim metodu bazi dalga denklemlerinin ¢oziimlerini elde etmek igin
etkilidir ve matematiksel fizikte diger lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
tam ¢Ozimiinii bulmak i¢in uygulanabilir. Ayrica bu metot yardimiyla bulunan

¢oztimlerin matematiksel fizikte 6nemli rol oynadigi sekillerle gosterildi.
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