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OZET

Bu tezde normlu uzaylarda tanimlanmis reel degerli fonksiyonellerin sartsiz ve sarth
ekstremum problemlerinin (maksimum ve minimum degerlerinin bulunmasi problemlerinin)
¢oziim metotlart ele almip incelendi. Uygulamalarda sik sik rastlanan asagidaki

fonksiyonellerle bagl ekstremum problemlerinin ¢6ziim metotlari incelendi:

b b
FOY = [ Gy ddx FO) = [ (03,5 y™)dx

b ror l
F(y1,y2.-,9n) = fa fOGCYL Y2 Y V1 Y2, V) dx F(u)=ﬂ f (X, y,u,@,a—ujdxdy
S ox oy
Bu fonksiyonellerdeki f{(...) fonksiyonlar verilmis fonksiyonlardir. Ama y(x)... ve u(x,y)
fonksiyonlar1 uygun fonksiyonellerin argiimentleridir.

Bu tezde bu tipli fonksiyoneller i¢in sartli ve sartsiz ekstremum problemleri ele alindi ve bu
ekstremum problemleri i¢in Euler denklemlerinin bulunmasi gosterildi. Her bir hal igin

ornekler gosterildi ve incelendi.

Anahtar Kelimeler:Varyasyon Hesabi, Euler Denklemi, Ekstremum Problemi,
Fonksiyonel,
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ABSTRACT

In this thesis, normed spaces defined in the valuable real unconditional and conditional
functional problems of extreme (maximum and minimum values of no problems) were
analyzed taken up solution methods. Specifically discussed Euler and Lagrange methods.
Applications were evaluated in the following functional solution methods of frequently
encountered problems with extreme connected:

b b
FOY = [ Gy ddx FO) = [ (3.5 y™)dx

b r I !
FOn Yz n) = [ FCOYL Yaree o Vs V1 V5o ) dt F(“FH“(K%U%%dedy
G

This functional at f ( ...) functions are given functions . Buty ( X) ... and u ( X, y) function are
the appropriate functional argument .

The thesis also mathematics direct method termed the methods were also discussed . These
methods are resolved over the solution of the equation in operator -shaped variation about
solving problems. Euler discussed here especially Poisson and Ostrogradski equations. The

implementation of these methods are displayed in the appropriate examples.

Keywords: Calculus of Variations , Euler equation, affine manifolds , Functional
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1.GIRIS

Matematik analizin en 6nemli konularindan biri bir serbest degiskene bagli ve iki ve
daha c¢ok serbest degiskene bagli fonksiyonlarin maksimum ve minimum
degerlerinin bulunmasiyla ilgili konulardir. Matematik analizde bu tip problemlere
ekstremum problemleri denir. Dikkat edelim ki, matematik analizde ele alinan
ekstremum problemleri, sonlu sayida serbest degiskene bagli fonksiyonlarin
maksimum ve minimum degerlerinin bulunmasiyla ilgili ekstremum problemleridir.
Ancak matematikte genelde sonsuz sayida degiskene bagli fonksiyonlarin da
ekstremum problemleri ele alinip incelenir. Boyle ekstremum problemleri varyasyon

hesabinda ve matematiksel programlama teorisinde ele alinir[1-4].

Fizigin ve geometrinin bir¢ok problemlerinin ¢dziimiinde; elemanlar1 fonksiyonlar
olan kiimede tanimlanmis, degerleri reel sayilar olan fonksiyonlarin (doniistimlerin)
maksimum ve minimum degerlerinin bulunmasiyla ilgili olan ekstremum
problemleriyle karsilagilir. Elemanlar1 fonksiyonlar olan kiimede tanimlanmus,

degerleri sayilar olan fonksiyonlara matematikte fonksiyonel denir.

Mesela, y=f(x) esitligi ile yazilan ve OXy diizleminin A (X,,Y,)Ve Bi(x,Y;)
noktalarini birlestiren y = y(x) egrisine kars1 bu egrinin uzunlugunu kars1 koyalim.
y =Y(X), X, <X<x_ egrisinin uzunlugunu uygun olarak /(y)ile gosterelim. A, ve
B, noktalarini birlestiren egrinin uzunlugu bu noktalar1 birlestiren egriye bagl bir

fonksiyoneldir. Ozel halde y=y(x) fonksiyonu [x,,%] arahginda siirekli

diferansiyellenen fonksiyon oldugundan bu egrinin uzunlugu

6(y)=?1,1+[y'(x)}2dx

formiilii ile hesaplanir. Bu hal i¢in ¢(y) fonksiyoneli gosterdigimiz formiille

tanimlanmus olur[1].

Burada ele aldigmiz y=y(x), X,<x<x egrisini Oxekseni etrafinda

dondiirdiigiimiizde elde edilen yiizeyin, yani simetri ekseni Ox ekseni olan yiizeyin

alani



S(y)= 27z;f y4f1+[y' (x)]zdx

formiilii ile hesaplanir. Bu S(y)fonksiyoneli de x,<x<x arahgmnda siirekli
diferansiyellenen y = y(x) fonksiyonlar kiimesinde tanimlanmus fonksiyonel oldugu

agiktir.

Simdi burada OXy diizleminin bir D bélgesinde tanimlanmis x ve y degiskenlerine

bagli ve grafigi bir yiizey olan z=2z(x,y) fonksiyonlarmm bir M kiimesini ele
alalim. Bu M kiimesinden alinmig her bir z = z(x, y) fonksiyonuna onun grafiginin
S(z) alamm kars1 koydugumuzda, M kiimesinde tanimlanmis S(z) fonksiyonelini
tammlamis oluruz. Burada z=2z(x,y) fonksiyonu D bélgesinde siirekli

diferansiyellenen fonksiyon oldugunda S(z) fonksiyoneli asagidaki formiille

hesaplanir:

g5

Matematikte fonksiyonellerin ekstremum problemlerinin ¢dziim metotlarinin ele

alinip incelendigi dala varyasyon hesabi denir.

Boylece, varyasyon hesabinda fonksiyonellerin en biiyiik ve en kiigiik degerlerinin

bulunmasi problemleri ele alinip incelenir ve ¢oziim metotlart gelistirilir.

Burada hatirlatalim ki, mekanigin ve fizigin hemen hemen tiim prensipleri uygun bir

fonksiyonelin ekstremum deger almasin iddia eder.

Mesela, optikte 15181n homojen olmayan ortamlarda yayilmasi Fermat prensibi ile
incelenir. Fermat prensibinde, 1s181n bir noktadan diger bir noktaya gidisindeki yola
en az zaman sarf edildigi sOylenir. Burada Fermat prensibinin bir varyasyon prensibi

oldugu gortiliir.

Varyasyon hesabimin problemlerinin ¢6ziimiinde matematigin bir¢cok dallar1 ile

birlikte uygulamali fonksiyonel analizin birgok tanim ve teoremlerinden biiyiik



Ol¢iide istifade edilir. Bu yiizden bu tezde once fonksiyonel analizin uygulamaya

yonelik bazi tanim ve teoremlerinin kisaca 6n bilgileri verildi.

Bu tezde oOzel olarak uygulamada sik sik rastlanan asagidaki sekildeki

fonksiyonellerle ilgili ekstremum problemlerinin ¢6ziim metotlar1 incelendi:

X

L(y) = F(xy(x).y'(x))dx

Xo

X

1Y) =1 (Yo Vv Yo) = [ F (Y2 (%), Y2 (%) Y (X), Y (X) 0 Y (X)),

X

X

I(y)= _[ F (x, R ACIR A y(" (x))dx,

X

H (x yz x y 8_ %dedy

Bu fonksiyonellerdeki F  fonksiyonlar1 verilmis fonksiyonlardir. Ancak,

Y(X), Y1 (X)s-s Yo (X),z(x, y) fonksiyonlar1 uygun fonksiyonellerin argiimentleridir.

Bu tezde ele alinan bu tipli fonksiyonellerin ekstremum problemlerinin ¢éziimii i¢in
Euler denklemlerinin alinmasi gosterildi. Ayrica ayr1 ayri denklemlerde Euler

denklemlerinin ¢6zliimii gdsterildi.



2.LiN]£ER VE NORMLU UZAYLARDA FONKSIiYONEL
BAGLANTILAR VE VARYASYON HESABININ KONUSU

2.1. Lineer Uzaylar

2.1.1. Lineer Uzayin Tanimi

X, Y, Z, ... elemanlarinin, E kiimesinde bu elemanlarin toplami ve elemanlarin skaler
say1 ile carpimi tanimlanirsa ve bu islemler asagidaki sartlar1 saglarsa, E kiimesine
Lineer Uzay denir [5]:

Dx+y=y+x xyekE

2) (X+y)+z = x+(y+2), VX,y,Z €E

3) Oyle 0 €E eleman var ki, VX €E i¢in 0+X = X

4) A(ux) = (Ap)x V' A, usayilart ve X €E elemant i¢in

5) 1.x =%, 0.x=0 WX e E (sonuncu esitlikte soldaki 0 — skaler say1, ama sagdaki O ise
E kiimesinin elemanidir)

6) A(x+y)=Ax+Ay VA sayis1 ve V'X,y eE
7) (A+)X=AX+ px VA, usayilari ve V' xeE
1-7 sartlarin1 saglayan bos olmayan E kiimesine bazen vektor uzay da denir.

Skaler sayilar olarak reel veya kompleks sayilar alinir. Reel sayilar alindiginda lineer
uzay reel lineer uzay [6], kompleks sayilar alindiginda ise lineer uzay kompleks
lineer uzay [5] olarak adlandirilir.

(-1)x eleman1 —x gibi gosterilir ve X elemaninin ters elemani olarak adlandirilir.
Boylece, lineer uzayda elemanlarin farki y - X gibi tanimlanur.

2.1.2. Lineer Uzaylara Ornekler

Ornek 1. m-boyutlu reel koordinath siitun X = (&, )rln Ly =(n, )rln L 2=(¢, )T e

vektorlerin kiimesini R™ ile gosterilsin. R™ kiimesinde x ve y vektorlerinin X+y
toplamini ve X vektoriiniin reel A sayisi ile carpimini asagidaki gibi tanimlayalim:

x+y =)+ =Cc+ndls  Ax=A&) = (&)

Bu islemler 1-7 aksiyomlarini saglar. Boylece, R™ kiimesi reel lineer uzaydir. R™
uzayinda tiim koordinatlart sifir olan m boyutlu siitun vektor sifir elemani olarak
alinir.

Ornek 2. [a,b] araliginda tanimlanmis siirekli reel degerli tim Xx(t), y(t), z(t), ...
fonksiyonlarm kiimesini C[a,b] gibi gosterelim.



Burada x+y= X(t) + y(t) iki stirekli fonksiyonun toplami gibi siirekli
fonksiyondur. Ax = AxX(t) ¢arpimi da x(t) siirekli oldugundan keyfi skaler A sayisi igin
siirekli fonksiyondur, yani X + Y € C[a,b]’ AX € C[a,b] olur.

C[a,b] kiimesindeki toplam ve skaler say1 ile carpma islemleri 1-7 aksiyomlarini

saglar. Boylece, C[a,b] reel lineer uzaydir.

Ornek 3. [ab] araliginda tammlanmis k kez siirekli diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin  kimesini  C’ ~ gibi isaret edelim. x(t),y(t)eCg  ~ isin

K . - k o k
X(t)+ y(t)e C[a’b] ve her bir reel 1 sayisi igin ﬁx(t)e C[a’b] oldugundan C[a,b]
kiimesi de reel lineer uzaydir.
2.1.3. Lineer Uzaylarda Elemanlarin Lineer Bagimhihigi ve Lineer Bagimsizhigi.
Sonlu ve Sonsuz Boyutlu Lineer Uzaylar

E lineer uzay, x,X,,...,X, bu uzaydan alimmis elemanlar olsun. a ,a,,...,a, skaler
sayllar olmak Tlzere aXx +a,X,+..+a,X, seklindeki toplama x;,Xx,,...,X,
elemanlarinin lineer kombinasyonu[3] denir.

n

Tiimi sifir olmayan, yani Z‘ak ‘ >0 sartini saglayan, Ooyle a1, oo, ..., on Skaler
K=1

n
sayilar1 varsa ki, Zak X, =0, 0zaman xi, Xz, ..., Xa elemanlarina lineer bagimli
K=1
elemanlar[5] denir.

n
Zak X, =0 esitligi yalniz ve yalniz ca= o= = ...= an=0
k=1
sartinda saglandiginda X1, X2, X3, ..., Xn elemanlarina lineer bagimsiz elemanlar[6]
denir.

Ornek 1. R™ uzayinda

0
. 0

e =, |, eZ:O,...,en=:0 (1)
0 0 !

elemanlari lineer bagimsiz elemanlardir.



Lineer uzayda m tane lineer bagimsiz vektor varsa ve her bir m+1 sayida vektor bu
uzayda lineer bagimli olursa, o zaman bu lineer uzay m-boyutludur denir.

R™ uzayinin m boyutlu oldugu kolaylikla gosterilir. m-boyutlu lineer E uzayinda
keyfi m sayida lineer bagimsiz elemanlar sistemine bu uzayda baz[5] denir.

R™ uzayinda (1) vektorler sistemi bazdir.

Eger her bir dogal n sayisi i¢in lineer E uzayinda n sayida lineer bagimsiz eleman
bulunursa, o zaman bu uzay sonsuz boyutludur denir.

C[a,b] uzay1 sonsuz boyutlu uzaydir. Gergektende, bu uzaydan alinmis

Lt t2, ., t" . (a<t<b)

fonksiyonlar dizisinin keyfi n sayida alinmis ilk 1, t, t2, ..., t" elemanlar lineer

bagimsizdir. 1, t, .., t" lineer bagiml olsaydi, tiimii sifira esit olmayan dyle ao, o,
..., o sayilart bulunurdu ki, her bir t € [a,b] igin

a,+at+..+at"=0

esitligi saglanirdi. Bu ise olamaz, clinkii aksi halde n dereceli polinomun sonsuz
sayida kokii olmus olurdu. n-dereceli polinomun en ¢ok n sayida kokii vardir.

C[lglb], K > 1 uzayi da sonsuz boyutludur.

2.1.4. Lineer ve Afin Manifoldlar:
E kiimesi lineer E uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger her bir X,y € E ve her bir 4
ve u skaler sayilari igin AX + py € E olursa, o zaman E kiimesi E uzayinda lineer

manifolddur denir.

C[g,b], K >1 uzaymin C[a,b] uzayinda lineer manifold oldugu aciktir.

Lc E kiimesi lineer E uzayinda bir lineer manifold olsun ve Xogl, ama xoeE. O
zaman Xo+L= {Xo+u. uelL} kiimesine E uzayinda lineer afin manifoldu denir.

E sonlu boyutlu oldugunda L lineer manifoldunun boyutuna xo+L lineer afin
manifoldunun boyutu[5] denir.

Uc boyutlu uzayda orijinden gecmeyen her bir diizlem ve dogru bu uzayda lineer afin
manifoldudur.



2.1.5. Lineer Uzaylarda Doniisiimlerin Baz1 Cesitleri ve Varyasyon Hesabinin
Konusu

Ex ve Ey lineer uzaylar ve G ise Ex uzayindan Ey uzayma bir doniisiim olsun.
D(G) < E, bu déniisiimiin tanim kiimesi, R(G) < E, ise bu doniisiimiin degerler
kiimesi olsun.

Eger burada Ex sonlu boyutlu lineer uzay ama Ey abstrakt lineer uzay oldugunda G
doniistimiine abstrakt fonksiyon denir. Eger Ex-lineer uzay ama Ey-sayisal dogru veya
kompleks diizlem olursa, o zaman G doniisiimiine fonksiyonel denir. Eger Ex ve Ey

abstrakt uzaylar (mesela lineer uzaylar) olursa, o zaman G doniisiimiine operator[6]
denir.

Varyasyon hesabinda bir sinif reel fonksiyonellerin (degerleri reel sayilar olan
doniisiimlerin) en biiylik ve en kiigiik degerlerinin bulunmasi problemleri, yani, bir
sinif fonksiyonellerin ekstremum problemleriyle ilgili problemler ele alinacaktir.
Baska bir deyimle formal olarak varyasyon hesabi, sonsuz boyutlu uzaylarda
diferansiyel hesabidir.

2.1.6. Lineer Uzaylarda Fonksiyonellere Ornekler
Ornek 1. Lineer uzaylarda lineer fonksiyoneller

f(x) fonksiyonelinin lineer E uzayinin timiinde tanimlanmis oldugunu varsayalim.
Keyfi X,y eE elemanlar1 ve keyfi skaler  ve f sayilar igin f(ax+py)= of(X)+/f(y)
saglandiginda f(x) fonksiyoneline E uzayinda tanimlanmis lineer fonksiyonel denir.

Mesela, her bir keyfi alinmis, degismez saglanan y(t) S C[a,b] icin

()= [ () y(o)et

fonksiyonelinin C[’a,b] uzayinda lineer fonksiyonel oldugu agiktir. C[a,b] uzayinda

tanimlanmis F(y)= y(to), @ < to < b fonksiyonelinin de lineerligi
Flay, + By, )= ay,(to )+ By, (to ) = aF (y, )+ BF(Y, )

esitliginden aliir. Xo(t) fonksiyonu a <t <b araliginda siirekli fonksiyon olsun. O
Zaman,

F(y)= Polytt, yecuy

esitligiyle tanimlanmis F(y) fonksiyonelinin C[a,b] uzayinda lineer fonksiyonel

oldugu agiktir.



Sonlu m-boyutlu E lineer uzayinda tanimlanan lineer fonksiyonelin genel seklini
yazalim. e1, €2, ..., €m elemanlar1 sistemi E uzayinin herhangi bir bazi olsun. E
uzayinda tanimlanmis lineer f(X) fonksiyonelinin e, €2, ..., ém baz elemanlarindaki

degerlerini uygun olarak f(e)=c, f(e,)=c,,.., f (e,)=c, ile gosterelim. xeE

elemanmnin e ,e,,...,e,, baz elemanlarina acilim,

x=¢£e +&6,6, +...+ &8,

olsun. O zaman,

f(x)=f (Zm:;eijzzm:gﬁ f(e)=c& +CE +...4+C8, -

Buradan goriiyoruz ki, sonlu m-boyutlu lineer uzayda lineer fonksiyonelin xeE
vektoriindeki degeri bu vektoriin E-deki her hangi bazdaki koordinatlarinin lineer
fonksiyonudur, yani;

f(X)=C & +C&y + .t Cri&yy -
Ornek 2. Lineer uzaylarda bilineer ve quadratik (kare) fonksiyoneller

Pratik calismalarda sik sik birka¢ argiimente bagli lineer fonksiyonellerle de
karsilasilir. Buna gore de bilineer, trilineer vs. k-lineer fonksiyoneller[6] de
tanimlanir. k-lineer fonksiyonellere seminileer fonksiyonel de denir. Simdi biz
burada mesela bilineer fonksiyonelin tanimin1 verelim.

X ve y argiimentleri E lineer uzayinda degisen iki degiskenli f (x, y) fonksiyonelinde
y’yi degismez sagladigimizda bu fonksiyonel x’e gore lineer fonksiyonel ve x'i
degismez sagladigimizda ise y’ye gore lineer fonksiyonel oldugunda f(x,y)
fonksiyoneline bilineer fonksiyonel[4] denir. Bilineer f(x,y) fonksiyonelinde y
argiimentini x argiimentiyle degistirdigimizde elde edilen f (x,x) fonksiyoneline
quadratik (kare) fonksiyonel[4] denir. Mesela,

)= a0yt

ifadesi a(t) fonksiyonu, [a,b] araliginda tanimlanmis siirekli onceden verilmis
fonksiyon oldugunda X,y € C[a,b] degiskenlerinin bir bilineer fonksiyonelidir. Ama

bu fonksiyonelde y degiskenini x degiskeniyle degistirmekle elde edilmis

F(x)= f(x,x):jla(t)xz(t)dt

fonksiyoneli C, ,; uzaymnda bir quadratik fonksiyoneldir.



a(t), b(t), c(t) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda tanimli siirekli verilmis fonksiyonlar
oldugunda,

£ (%) = [ (a(t)x2(t)+ b(t)x(t)x'(t) + c(t)x(t))dt

D ey T

ifadesi C[la’b] uzayinda bir quadratik fonksiyonel tanimlar. Asagidaki

(x,y)=| | K(s y(t)dsdt

D ey T
D ey T

ifadesinde K(s,t), a< s,t <b fonksiyonu siirekli verilmis fonksiyon oldugunda
X,y € C[a,b] degiskenlerinin bilineer fonksiyonelidir.

Sonlu m-boyutlu lineer E uzayinda bilineer fonksiyonelin genel sekli kolaylikla
bulunabilir. Gergektende, f(x,y) argiimentleri x,y degiskenleri lineer m-boyutlu E
uzayinda degisen verilmis bir bilineer fonksiyonel olsun. e1, €2, ..., em elemanlar

sistemi E uzayinda baz olsun. m? sayida i ( j=12,.. ) sayilarin1 asagidaki

esitliklerle tanimlayalim:
flee)=e;  i,j=1m.

O zaman x,y eE vektorlerinin

X:Zéei , y:ZUiei
i1 i1

acilimlarini kullanarak buluruz

f(x’y): f Zéiei’zﬂjej zzzglf(ewej)rlj
i=1 j=1 i=1 j=1
sz il = Zfau’ﬁ )
i=1 j=1 i,j=1

Boylece, her bir bilineer fonksiyonel sonlu m-boyutlu lineer uzayda ey, e, .., ém
bazinda X ve y vektorlerinin koordinatlarinin bilineer formudur.

Ozel halde (1) formiiliiniin yardimiyla kare (quadratik) fonksiyoneli i¢in m-boyutlu
lineer E uzayinda asagidaki sekilde genel ifade yazilir



F(X): f (X’ X):iiéaijé = ié:iaij i

i=1 j=1 i,j=1

Boylece, quadratik fonksiyonelin sonlu m-boyutlu lineer uzayda genel sekli X
vektoriiniin -~ koordinatlarin ~ quadratik ~ formudur.  F(X)=f(x,x)  quadratik
fonksiyonelinin degeri Xx#0 VWXeE i¢in f(X)>0 sartin1 saglarsa bu quadratik
fonksiyonel pozitif belirlidir denir.

2.1.7. Lineer Uzaylarda Kabarik (Convex) Kiimeler ve Kabarik (Convex)
Fonksiyoneller

Lineer E uzayindan X1, X2 € E noktalarin1 alalm. E uzayindaki x=(1-t)x1+txz, t<[0,1]
noktalar1 kiimesine X1 Ve X2 noktalarini birlestiren parga veya aralik denir.

Tammm 1. W kiimesi E uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger her bir xi, x2 € W
noktalarini birlestiren par¢ada W kiimesine dahil olursa, o zaman W kiimesine
kabarik (convex) kiime[5] denir.

Lineer E uzayinda her bir lineer manifold kabarik kiimedir. WcE kabarik kiime
oldugunda her bir Xo €E i¢in,

X +W ={X, +U, ueW}

kiimesi de kabarik kiime olur. Ozel halde lineer uzayda her bir lineer afin
manifoldlar1 da kabarik kiimedir.

Tamm 2. P(x) fonksiyoneli lineer E uzayinda tanimlanmis reel fonksiyonel olsun.
Eger keyfi x1, X2 €E ve keyfi t€[0,1] i¢in,

P(1-t)x, +t%,) < (1—-t)P(x, ) +tP(x,) (1)
esitsizligi saglanirsa, o zaman P(X) fonksiyoneline kabarik fonksiyonel[2] denir.

Kabarik fonksiyonellerle kabarik kiimeler insa edilebilir. Mesela, P(x) fonksiyoneli
lineer E uzaymnda tanimlanmis kabarik fonksiyonel olsun. Xo €E noktasini ve reel C
sayisint alalim. O zaman asagidaki,

Q={xeE:P(x—x,)<c}
kiimesi kabarik kiimedir. Ger¢ektende,

P(X1 — X ) <c ve P(X2 — X ) < C sartin1 saglayan X1 Ve X2 € E elemanlar1 alirsak

Q kiimesinin tanimina esasen X1, X2 €Q oldugu alinir. Her bir t €[0,1] igin,
P((1-t)x, +1, =X ) =P((1-t) (%, =%, ) +t(X, —%,)) <

<(L-t)P(x, — % )+tP(x, =%, )< (1—t)c+tc=c
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olur. Buradan Q kiimesi X1 Ve x2 noktalari ile birlikte bu noktalar1 birlestiren pargay1
da sagladig1 goriiliir, yani Q kiimesi kabarik kiimedir.

2.2. Normlu Uzaylar

Bu kisimda bazi lineer uzaylarda elemanlarin normu tanimlanacak. Elemanlarin
normunun tanimlanmasi elemanlar arasindaki uzakligin tanimlanmasina ve bdylece,
lineer uzayda metrik tanimlanmasina imkan sagliyor. Uzayda metrigin tanimlanmasi
uzayda dizilerin yakinsaklifi, fonksiyonellerin ve operatorlerin = siirekliligi,
diferansiyellenmesi gibi problemlerin incelenmesine yol agar.

2.2.1. Normlu Uzayin Tanimi
Tanim 1. Normlu uzay Oyle lineer E uzayma denir ki, bu uzayin her bir XeE
elemanina kars1 bir reel negatif olmayan HXH sayist kars1 getirilir, bu sayiya X

elemaninin normu denir[1] ve elemanin normu asagidaki sartlar: saglar:

1) HXH >0 ve HXH =0 yalmz ve yalniz x=0 oldugunda;
2) | =121
3) Ix+ vl <[x|+1y]

tim X,y € E ve tiim skaler A sayilar1 igin.

Buradan goriiyoruz ki, norm tiim E uzayinda tanimlanmis 1)-3) sartlarin1 saglayan
kabarik fonksiyoneldir.

3) sartina normun tiggen esitsizligi adi verilir. Bu esitsizligin yardimiyla asagidaki
ters licgen esitsizligi de ispatlanir.

X =i < %=yl - ®

Normlu uzayda iki X,yeE elemanlar1 arasindaki uzaklik asagidaki formiille
tanimlanir:

p(x.y)=[x-y]. 2)

Normun 1)-3) ozelliklerinden (2) formiilii ile tamimlanmigs P (X,y) mesafesinin

asagidaki mesafe aksiyomlarini sagladigi gosterilir:

1) p(x,y)=0, p (x,y)=0 yalniz ve yalniz x=y oldugunda;
2) p (xy)=p (¥:X);

3) p(x2)= p (Xy)*+ p (y.2).

11



Ucgen esitsizliginden ve normun 2)-homojenlik aksiyomundan asagidaki esitsizligin
her bir t[0,1] i¢in ve her bir X,y €E i¢in,

[(L=t)x+ty] < @=t)]x| +t]y]
sagladigi goriiliir. Buradan ise HXH normunun lineer E uzayinda kabarik (convex)
fonksiyonel oldugu alinir.

Normlu E uzayinda Xo €E verilmis bir nokta r>0 pozitif bir say1 olmakla,

Si(¥%)={xeE:|x—x|<r}

kiimesine merkezi Xo noktasinda yarigapi r olan agik yuvar denir. Sr(Xo) yuvarma Xo
noktasinin r komsulugu[2] da denir.

Kapali yuvar asagidaki esitlikle tanimlanir

Sr(x)={xeE:|x—x| <r}.

Asagidaki esitlikle tanimlanan

o, (%) =X E:[x—x| =r}

kiimesine merkezi xo noktasinda yarigapi r olan kiire[2] denir.

St(%)=5,(%) o, (%)

oldugu aciktir.

Normun kabarik fonksiyonel olmasindan Sr(xo) ve §r(XO) kiimelerinin kabarik

kiimeler oldugu elde edilir.

Tanmm 2. M kiimesi normlu E uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger M kiimesi i¢in
Oyle bir R>0 sayist bulunursa ki, her bir XeM i¢in HXH <R esitsizligi saglanir, o

zaman M kiimesine sinirli kiime[1] denir.

2.2.2. Normlu Uzaylara Ornekler
Ornek 1. E™ Euclide uzay1.

E m-boyutlu bir lineer uzay olsun. Bu uzayin ei, €, ..., ém bazimi alalim. xeE
elemaninin €1, €z, ..., ém bazindaki a¢ilimini yazalim:

Xx=<&e +S&,6, +..+S&e, -

X €E elemaninin normunu,

12



1
n Y2
x|, = [Z\é\zj @)

i=1

formiilii ile tanimlayalim. (3) esitligi ile tanimlanan bu norma x elemaninin Euclide
normu veya “sferik” (kiiresel) normu[1] da denir. Bu normun norm aksiyomlarini
sagladig1 kolaylikla gosterilir. m-boyutlu lineer E uzayinda elemanin normu (3)
formiilii ile tanimlandiktan sonra elde edilen normlu uzaya Euclide uzay1 denir ve E™
gibi[2] gosterilir. Bu uzayda X ve y elemanlar1 arasindaki uzaklik

N |-~

p(x,¥)=[x=yl, :[i}‘fi _,Mz]

formiilii ile hesaplanir. Bu formiildeki 71, 72, ..., 7m Sayilar1 y vektoriiniin ey, €2, ...,em
bazindaki koordinatlaridir.

Ornek 2. Siirekli fonksiyonlarin Lineer C[a,b] uzayinda XEC[a,b] elemaninin

normunu,

., = max|x(t)

formiilii ile tanimlayalim.

Bu normun, normun 1) ve 2) aksiyomlarmi sagladigi ag¢iktir. Normun 3)
aksiyomunun da saglandig asagidaki esitsizliklerden anlagilir

| X()+ y(©)] = x(@)|+| y(t)] < max| x(t)|+ max| y(t)|=

a<t<b

=[x]+]y].
buradan da,

-+ vl = maxix(t) + y(0)] < + ]

esitsizligi elde edilir. Bu normlu uzayda C[a,b] gibi isaret edilir.

Ornek 3. C[l;]b], Kk > 1 uzayi, Lineer C[l;lb], k > 1 uzayinda elemanin normunu ya

| %

Gl max{rl[rﬁ)]( \X(t) \,max x’(t)‘,,_,, max X(k)}

ya da,

13



k .
HXHck[a,b] - Zmax[a,b] ‘X(I)(t)‘
i-0

olarak tanimlayalim. Burada X(i)(t) gosterisi x(t) fonksiyonunun t degiskenine gore

i-nci mertebeden tiirevidir.
Bu normlarin da norm aksiyomlarini sagladig1 kolaylikla gosterilir.

2.2.3. Normlu Uzaylarda Sinirh ve Siirekli Fonksiyoneller

E bir normlu uzay F(x) tamim kiimesi D(F)cE ve degerler kiimesi sayisal
R(F)={A:A=F(y), y eD(F)}kiimesi olan bir fonksiyonel olsun.

Tanmmm 1. F(x) fonksiyoneli tanim kiimesindeki her bir smirli kiimeyi degerler
kiimesinde sinirli kiimeye donistiirdiigiinde bu fonksiyonele sinirli fonksiyonel[2]
denir.

Tamm 2. Eger keyfi £ >0 sayisina kars1 dyle 6 >0 sayis1 bulmak miimkiin olursa ki,
HX - XOH <0 sartim1 saglayan her bir xeD(F) igin ‘F(X)— N <& esitsizligi
saglanirsa, 0 zaman A sayisina F(x) fonksiyonelinin x — X, sartindaki limiti
denir[3] ve

lim F(X) = A gibi yazilir.

X—>
xeD(F)

Tamim 3. F(x) fonksiyonelinin tanim kiimesi D(F) olsun. Xo noktasiyla birlikte bu
noktanin bir S(Xo) komsulugunu da sagladigini varsayalim. Eger keyfi £>0 sayisina

X — XOH <0 sartim saglayan

kars1 0yle bir >0 sayist bulmak miimkiin olursa ki,

her bir x €S(xo) noktasi igin ‘F(X)— F(XO)‘ < & esitsizligi saglanirsa, o zaman F(X)

fonksiyoneli xo noktasinda siireklidir[3] denir.

F(x) fonksiyonelinin xo noktasindaki siirekliliginin istteki tanimla esdeger

(equvalent) olan asagidaki tanimi da verilir. Eger Xo eD(F) noktasina yakinsak olan

her bir x, eD(F) dizisi igin, yani lim|x, —X,[=0 sartini saglayan vx,eD(F) igin
n—co0

Iim| F(Xn)— F(X0)| =0 sart1 saglanirsa o zaman F(x) fonksiyoneli xo noktasinda
n—oo

sureklidir denir.

Ornek 1. E™ uzayinda m-degiskenli siirekli F(&,&,,...&,) fonksiyonunun E™

Euclide uzayinda siirekli fonksiyonel oldugu agiktir.
Ornek 2. C[a b] uzayinda verilmis lineer

F(X)= x(to), a<to<b

14



Fonksiyonelinin  her bir X, EC[a,b] noktasinda siirekli oldugu asagidaki

esitsizliklerden alinir:

[ F ()= F ()] = X{to) = % (t)] < max | x(t) = %, ()] =] x =%, [

a<t<b

Burada keyfi £>0 aldigimizda 5=¢ gibi segersek HX — XOH < 0 oldugunda,

F)=Fio) < x—x] <e
esitsizligini aliriz.

Bu fonksiyonelin C[a,b] uzayinda sinirli olmasi,

[FO[ = x(to)| < maxix(t)] = ]

[a.b]

esitsizliginden alinir. [a, b] araliginda siirekli olan her bir fonksiyon sinirlidir.

Ornek 3. Cf, ] uzaynda,

F(x)= [ Ab)x(t)dt

a

esitligi ile tanimlanan lineer F(X) fonksiyonelinin siirekli ve sinirli fonksiyonel
oldugunu gosterelim. Burada A(t) fonksiyonu [a,b] araliginda tanimlanmis 6nceden
verilmis siirekli bir fonksiyondur.

A(t) fonksiyonu kapali [a,b] araliginda siirekli oldugundan Weierstrass teoremine
gore bu fonksiyon [a,b] araliginda sinirhidir. Yani 6yle M>0 sayis1 bulmak olur ki,

keyfi t €[a,b] i¢in ‘A(t)‘ <M esitsizligi saglanr.

F(x) fonksiyonelinin her bir x, eC,,, noktasinda siirekli fonksiyon oldugunu

ispatlayalim. Bu 6zellik asagidaki esitsizlikten alinir

b b
F(x)=F )| < [IA@)x(0) - xo )]t < M [ maxix(t)— xst)| dt =
a a
=M -(b-a)x—x].
Eger keyfi £ >0 aldigimizda O = & secersek HX — X H < 0 oldugunda
g Yy g M - (b _ a) ¢ 0 g s
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[F()~F ()| < M-(b-a)x—|<e
esitsizligi alinmis olur. Boylece, Xo noktasi C[a,b] uzayindan keyfi alindigindan F (x)
fonksiyoneli siirekli fonksiyoneldir.

F(x) fonksiyonelinin sinirli fonksiyonel oldugu,
[F()[=M(b-a)-|x]
esitsizliginden goriiliir.

Ornek 4. Lineer uzayda tanimlanmis norm siirekli fonksiyoneldir. Normun siirekli

olmasi ‘HX'H — HX"H

< HX' — X"H esitsizliginden bulunur.

2.2.4. Lineer Ve Bilineer Siirekli Fonksiyonellerin Baz1 Ozellikleri

Teorem 1. x=0 noktasinda siirekli olan lineer F(X) fonksiyoneli her bir HXHS r

yuvarinda sinirlidir.

Ispat. F(x) fonksiyoneli x=0 noktasinda siirekli oldugundan keyfi alinmis ¢ >0

sayisina kars1 6yle 5 >0 sayis1 bulunur ki, |X||<& sarti saglandiginda ‘ F(X)‘ <e

esitsizligi saglanir. Simdi HXH < I sartini saglayan X elemanini alalim. Burada r sayisi

keyfi alinmig pozitif sayidir. Bu x elemant i¢in

X

0 )
F(— Xj :—F(X) esitligi dogrudur. Bunu iistteki sonuncu esitsizlikte dikkate
r r

alirsak buluruz.

<0 esitsizligi saglandigindan

o
—X
r

<& esitsizligi  saglanir. F(X) fonksiyoneli lineer oldugundan

Bu ise F(x) fonksiyonelinin HXHS I' yuvarinda smirli oldugunu gosterir. Teorem
ispatlandi.

Teorem 2. F(x) lineer fonksiyoneli birim HXH <1 yuvarinda sinirli oldugunda, yani
bu lineer fonksiyonel i¢in 6yle ¢>0 sabiti var ki, HXH <1 sartim saglayan her bir x

elemant icin ‘F(X)‘ < C esitsizligi saglanirsa, o zaman her bir X €E igin,

FO[<cld (4)

16



esitsizligi saglanir ve bu fonksiyonel E uzayinin her bir noktasinda stireklidir.

X
Ispat. Keyfi x E, x#0 eleman1 i¢in — elemanmin birim yuvarda oldugu agiktir. Bu

||
yiizden F(H_qu < C olur. Bu sonucu esitsizlikte F(x) fonksiyonelinin lineer

oldugu dikkate alindiginda (4) esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.
Teoremin ikinci kismi agagidaki esitsizlikten alinir:

|F(x)—F(xo)|=|F(x—x0)|SC||x—xO||.

Teorem 1 ve 2 den x=0 noktasinda siirekli olan lineer fonksiyonelin E uzaymin her
bir noktasinda siirekli oldugu goriiliir. Buradan lineer normlu E uzaymnin her hangi
bir Xo€E noktasinda siirekli olan lineer fonksiyonel bu uzaym her bir noktasinda
stireklidir.

E sonsuz boyutlu normlu uzay f(x,y) ise E uzayinda tanimlanmis bilineer siirekli
fonksiyonel olsun.

Keyfi ¢ >0 sayis1 verildiginde oyle 6>0 sayisi bulunabiliyorsa,
Hy — yOH <0 sart1 saglandiginda ‘ f (X, y)— f (XO ,yo)\ < ¢ esitsizligi saglanirsa, o

zaman f(x,y) bilineer fonksiyoneli Xo,yo € E noktasinda siireklidir denir.

f(x,y) bilineer fonksiyonelinin x=0, y=0 noktasinda siirekli oldugunu varsayalim. O
zaman Oyle ¢ >0 sabiti bulunur ki,

[FOay)<clxy] ©)

esitsizligi her bir X, y €E i¢in saglanir. Gergektende, f(x,y) fonksiyoneli x=0 ve y=0
i¢in siirekli oldugunda, mesela =1 aldigimizda 6yle >0 sayis1 bulunur Ki HXH <ove

Hy” <0 oldugunda ‘ f (X, y)\ <1 esitsizligi saglanir. x=0, y=0 olan her bir x,y €E igin

y
5 7
M

f[ai s J <1
X vl

esitsizligi saglanir. f(x,y) bilineer oldugundan bu sonuncu esitsizlikten

< 0 oldugundan,

il
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1
o)< SlxIyl=elx] 1yl

esitsizligini buluruz.

(5) esitsizliginde y elemanini x elemani ile degistirdigimizde quadratik F(x)= f(x,X)
fonksiyoneli x=0 noktasinda siirekli oldugunda her bir X €E i¢in,

F()|<clx
esitsizliginin saglandig1 bulunur.

Ornek 1. Asagidaki,

)= [ [y()+ 25 0l

0

fonksiyonelinin C[%,l] uzayinda siirekli fonksiyonel oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in keyfi Y, € C[% 1] fonksiyonunu alalim. Hatirlatalim ki,

max]y (1) 35 1)

Iy = ol =max| mxy )y, (1)
; 0<t<1

Keyfi ¢ >0 sayisi1 alalim, gosterelim ki, dyle 6 >0 sayis1 var ki \y(t)— Yo (t)‘ <0 ve

\y’(t)— Yo ('[)‘ <0 oldugunda “ (y(t))— I (yo (t))‘ <& esitsizligi  saglanir.
Asagidaki degerlendirmeyi yapalim

1y ()= 1(yo (1) =

[(50)+26) - vot) - 233 0t

[0~ vt + 2] [y ) yatole
< JIv)- vt + 2|y ©)- o0

<max |y(t)— yo(t)|+2max

y'(t)- ys(t)].
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0= % gibi secersek, 0 zaman \y(t)— Yo (t)‘ < % ve \y'(t)— Yo (t)‘ < g sartlarini
saglayan her bir y(t) € C[%),l] fonksiyonu igin “ (y(t))— I (yo (t))‘ < & esitsizliginin
saglandigini goriiriiz.

&
Boylece, keyfi & >0 sayisina kars1 oyle & >0 sayist var ki, mesela 0 =—,

Hy(t)—yo(t)H<5 oldugunda ‘I[y]—l[yo]ke olur.  Fonksiyonelin
stirekliliginin tanimina esasen verilmis fonksiyonelin Yo(t) noktasinda siirekli

oldugunu gostermis oluruz. Burada Yo(t) fonksiyonu C[%]l] uzayindan keyfi

alindigindan bu fonksiyonel tiim C[%, 1] uzayinda siirekli olur.

Ornek 2. Asagidaki
1
()= [t1+ y* (D)t
0

fonksiyonelinin C[O,l] uzayinda siirekli fonksiyonel oldugunu gosterin. Bunu
gostermek i¢in keyfi Y, (t)ec[o,l] ve h('[)eC[O‘l] fonksiyonlari alalim.

y, (t)=y,(t)+ ah(t) olsun. Burada o sayisi kiigiik parametredir. Y, (t)e C[O,l]
oldugu agiktir. Buradan asagidaki esitligi buluruz:

0, 0)= 10060 ah(0)= [+ () e o

615 Y20+ 200N + P D)t

Sonuncu esitlikten a¢—0 sartinda limit alsak buluruz:
1

lim 1]y, (t)]= [£1+ ¥ (1) dt =1y, (t)).

0

Bu ise I(y) fonksiyonelinin Y, EC[O,l] noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

yo(t) fonksiyonu C[o,l] uzayindan keyfi alindiginda bu fonksiyonelin C[o,l]

uzayinda siirekli oldugu alinir.
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2.3. Normlu Uzaylarda Diferansiyellenebilir Fonksiyoneller

2.3.1. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar

Burada once biz diferansiyellenebilir fonksiyonun matematik analizdeki tanimini
hatirlatalim.

F(X) = F(.fl N ,...,fn) n degiskenli fonksiyonun &, ,&,,...<&,, argiimentlerinin
her birine gore siirekli kismi tiirevleri oldugunda bu fonksiyonun X = (g“l Coyeikn )
noktasindan X +h=(& +h, &, +h,,....& +h,) noktasma gegtigimizde aldig
AF = F(X + h)— F(X) artis asagidaki sekilde gosterilebilir:

AF :gaF(gl’gﬂ §I l'aé;.—i_ i |7§|+1' 'g )h|

G OF(&y b )
Z o0&, i

+

“ {aF(él,éi, & 1,5.+9.h.,5.+1,-..5n)_aF(asl,...én)}h_

i=1 agi agi
4 i—"”F(fl’-“?n)hi +r(xh), &)
i=1 i

burada 0< 6, <1,i=1,2,..,n sartin1 saglayan reel sayilardir ve

r(x’h):i|:a|:(§i’ ’él 1§|a-;0|h|’§|+1’“'§n) aF(gal:f én):|hl )

(1) formiliindeki Za':(‘fl’ 5”)i
o 0g

diferansiyeli denir ve dF gibi isaret olunur. Boylece,

n
oF (&S, ...
oF =3 Flae by
= i
F(x) fonksiyonunun diferansiyelinin ifadesinden goriiyoruz ki, F(x) fonksiyonunun

tam diferansiyeli dF, h yer degisme vektoriiniin hs, h, ..., hn koordinatlarinin lineer
fonksiyonudur[1].

ifadesine F(x) fonksiyonunun tam

©)
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—— kismi tiirevleri siirekli fonksiyonlar oldugunda (2) formiilii ile tanimlanmig

i
r(x,h) ifadesinin mutlak degerini h vektériiniin normu ‘h” (Zh J
karsilastirdigimizda \r(x,h)\ ifadesinin || ifadesine nazaran daha yiksek

Ir(x.h)]
mertebeden sonsuz kiigiilen oldugu goriiliir, yani lim

>0 |hl
ifadeyle keyfi & >0 aldigimizda 6yle 6 >0 sayis1 bulmak olur ki,

=0 olur. Bagka bir

saglayan tiim h yer degisme vektorleri igin,

Ir(x,h)]

Ul
esitsizligi saglanir.
Ozel halde F(x) fonksiyonunun x noktasinin kiigiik bir komsulugunda
0°F
0605
olduklarinda r(x, h) ifadesini asagidaki sekilde gosterebiliriz:
0 O°F (& + 6N, &, +6h,,..5 +6h,
= 6; g

burada 0 <6 <1.

<e veya \T(X,h)‘ < EHhH

1,]=12,...n ikinci mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli

2

Eger (4) formiiliinde istirak eden kismi tiirevleri X = (51 R ) noktasinin
i75]

2

bir kiigiik komsulugunda ¢ >0 sabiti ile sinirlt olursa, yani <cC,i,j=1.2,..,n

0%i0¢|

esitsizlikleri X noktasinin yakin komsulugunda saglandiginda,
Ir(x,h)| < c.n?|h|?

degerlendirilmesi bulunur.

Boylece, bu halde ‘I‘(X,h)‘ ifadesini Hh” ile karsilastirdigimizda ‘I’(X,h)‘ ifadesinin

Hh” dan kiictikliik derecesinin ikiden kii¢lik olmadigini gdsteriyor. Buna gore de (1)

formiiliinde birinci toplamm mutlak degeri h vektdriinin normunun kiigiik
degerlerinde genellikle daha biiyiik iistiinliik olusturur. Bu yiizden de birinci toplama
F(x) fonksiyonunun artiginin esas lineer kismi denir.

Bu oOzelliklere dayanarak n-boyutlu E" Euclide uzayinda diferansiyellenebilir
fonksiyonlar tanimlanir. F(x) fonksiyonunun E" Euclide uzayinin bir S alt kiimesinde
tamimlanmis oldugunu varsayalim. X, € S noktasindan X, + heS noktasina
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gectigimizde F(x) fonksiyonunun AF = F(XO + h)— F(Xo) artis1 asagidaki
sekilde,

AF (X)) = L(Xy,h)+r(x,h) ()

gosterilebilirse ve burada L(xo,h) ifadesi h degisme vektoriiniin lineer fonksiyonu,
r(xo,h) ifadesi ise tistte anlatildigi anlamda h vektorii ile mukayesede daha yiiksek
mertebeden sonsuz kiiglilen oldugunda F(x) fonksiyonuna Xo noktasinda
diferansiyellenebilirdir denir.

Dikkate alalim ki, (4) formiilii ile tanimlanan r(x,h) ifadesini

n

Z 851 'hj +

ij=1

+ i azF(égl—i'éhll'“gn+6hn)_182|:(§1!'“6€n) hh.
008 2l 0508, o

ij=
seklinde yazabiliriz.
0°F
0&0¢;

komsulugunda siirekli fonksiyonlar oldugunda r(x,h)-in ifadesinin ikinci toplami

Eger I,]=12,...n kismi tiirevleri x = (51,...,@‘“) noktasinin bir kiiciik

2
mutlak degerce ||h|| sayisina nazaran daha yiiksek mertebeden sonsuz kiigiilen olur.

r(x,n)-in ifadesinin birinci toplami h vektoriiniin koordinatlariin quadratik (kare)
formu olup F(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden diferansiyelidir:

COF(& )
,—Z ozoe, ©)

E" uzayinda tanimlanmis F(x) fonksiyonunun diferansiyeline verilen buradaki tanim
normlu uzaylarda tanimlanmig fonksiyonellerin diferansiyeli i¢in de benzer sekilde
verilebilir.

2.3.2. Diferansiyellenebilir Fonksiyoneller

F(x) fonksiyoneli normlu E uzayinda tanimlanmis olsun Xo €E noktasindan xo+h eE
noktasina gectigimizde F(X) fonksiyonelinin aldigi AF(Xo)=F(Xo+h)-F(xo) artisinin,

AF(xo0)= L(Xo,h) + r(xo,h) (7)

seklinde gosterilebildigini varsayalim[2]. Bu gosteriliste L(xo,h) ifadesi h
degiskeninin lineer siirekli fonksiyoneli, r(xo,h) ifadesi ise onun mutlak degerini h
vektoriiniin normu ile mukayese ettigimizde daha yiiksek mertebeden sonsuz kiiciilen
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olsun. Yani r(xo,h) ifadesi igin keyfi >0 sayis1 aldigimizda 6yle 6>0 sayis1 bulunur
Ki, ||h|| <& sartin1 saglayan her bir heE vektori igin ‘F(XO ,h)‘ < EHhH esitsizligi
saglanir. Bu halde F(x) fonksiyoneli xo noktasinda diferansiyellenebilirdir[4] denir.

Burada gosterilen sartlar1 saglayan lineer siirekli L(Xo,h) fonksiyoneli tektir.
Gergektende, eger listte gosterilen sartlari saglayan iki tane L1(Xo,h) ve La(Xo,h) lineer
stirekli fonksiyonelleri olsaydi, o zaman

AF (%) =Ly (X9 ,h)+ 1, (%9, h),

ve

AF(x5) = Ly (%5, )+ 1, (%5 ,h)

acilimlar1 dogru olurdu. Bu esitlikleri taraf tarafa ¢ikarirsak buluruz:

Ly (%0,h)— Ly (%5,h) = 15(x5,h)

Bu esitlikteki 1y (X0 ,h) = (Xo ,h)— r, (XO ,h) ifadesinin mutlak degerini h
vektoriiniin normu ile mukayese ettigimizde daha yiiksek mertebeden sonsuz kiiciilen
oldugunu buluruz. L, (X0 ,h)= |—1(Xo ,h)— L, (XO ,h) fonksiyoneli h degiskenine

bagl lineer siirekli fonksiyoneldir. Boylece, keyfi & >0 aldigimizda dyle 6 >0 sayis1
var ki, Hh” < 0 sartim saglayan her bir heE igin,

[La(x0.h)| =[5 (% .0)| <2 P
degerlendirmesini buluruz.

Bu sonuncu esitsizlikten goriiyoruz ki, birim Hh” <1 yuvarinda L3(x0,h)

fonksiyonelinin mutlak degeri & >0 sayisin1 agmiyor, yani max\L3 (X0 ,h)‘ <¢.Bu
h||<1

esitsizlikte & sayis1 keyfi pozitif say1 oldugundan,
L, (X0 ,h) =0 ve boylece, |—1(Xo ,h) =L, (XO ,h) oldugunu buluruz.

F(x) fonksiyonelinin xo noktasindaki AF artiginin (7) agiliminda tek tanimlanmis olan
lineer siirekli L(x,,h) fonksiyoneline F(x) fonksiyonelinin X, € E noktasindaki

diferansiyeli veya varyasyonu denir ve 5|:(x0 ,h) seklinde gosterilir[1].

2.3.3.Fonksiyonelin Varyasyonunun Hesaplanmasimin Bir Yontemi Veya
Varyasyonun Ikinci Tanim

n degiskenli F(g“l,fz,...,fn) fonksiyonu bir X, = (fl(o),fgo),...,fgo)) noktasinda
diferansiyellenebilir oldugunda bu fonksiyonun Xo noktasinda her bir yonde tiirevinin
varli§i matematik analizden bize bellidir. Normlu wuzaylarda tanimlanmis
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diferansiyellenebilir fonksiyoneller i¢inde bu o6zellik saglanir. Bu o6zellikle bagh
asagidaki lemma dogrudur.

Lemma. Normlu E uzayinda tanimlanmis F(X) fonksiyoneli XoeE noktasinda
diferansiyellenebilir oldugunda keyfi heE vektorii ig¢in F(x, +th) ifadesi t

parametresinin ~ fonksiyonu  gibi  diferansiyellenebilirdir  ve F(x0 +th)

fonksiyonunun t parametresine gore tlirevinin t=0 noktasindaki degeri F(X)
fonksiyonelinin xo noktasindaki oF (X, ,h) = L(x,,h) varyasyonuna esittir[1]

d

5 00+ th)o=0F(x,h) = L0x:h) . (8)
Boylece,

lﬁ,‘ F (% +tht)—F(Xo) :%F(X0+th)‘t_o = 5F (%,,h)

esitligi F(x) fonksiyonelinin xo noktasindaki varyasyonunun ikinci tanimi gibi de
alinir.

Ispat. (8) formiiliinii ispatlamak igin asagidaki esitlikleri yazalim

F(x, +th)=F(x,) _ F(x;,th)+r(x,th) _ 5F (3 .h)+ r(x,,th)
t t t

Bu esitlikte I‘(XO ,th) icin keyfi £ >0 aldigimizda 6yle 6 >0 sayisi var ki,
[th] =[t]lh] <o

sartin1 saglayan her bir th €E igin,
r(xg,th)] < efth] = tlef |

esitsizligi veya

Cott)| o

. _— o 1% th)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte £ >0 keyfi alindigindan |II’2 T =0 olur.
t—
Boylece,
9 ey +th)], o= tim L =FO0) s )
dt t—0 t
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Lemma ispatlandi. Dikkate alalim ki, burada JF (X0 ,h) varyasyonunun bulunmasi

i¢in bir yontem verilmis oldu.
2.3.4. Fonksiyonelin Varyasyonunun Hesaplanmasina Ait Ornekler

Ornek 1. C[la,b] uzayinda tanimlanmus,

1(y)= jy(é)y’(é)df

fonksiyonelinin y,(t)=t ve y,(t)=t* oldugunda aldizi Al =1(y,)—1(y,)

artisin1 hesaplaym.

Coziim.

=1(y2)-1(yo)= jf 280 - jé-l-dé=

0 0

_21 3 ( _2 4
=2[&tds - [z ="¢
0 0

0o 2
Ornek 2. C[a,b] uzayinda verilmis lineer

b

1(y)= [ y(t)dt

a

fonksiyonelinin her bir Y, EC[a’b] noktasinda diferansiyellenebilir oldugunu

gosterin.

Coziim.
b

=1y, +h)=1(o) Tyo +hit ]dt—jyo = [h(t)at

a
b
Boylece, Al = j h(t)dt. Bu ise h(t)-ye gore lineer fonksiyoneldir. Bu hal igin
a
r(yo,n)=0. Bdylece, ele aldigimiz fonksiyonel her bir Y, EC[a,b] noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve bu fonksiyonelin varyasyonu

b
ol = I h(t)dt olur.

a
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Ornek 3. Normlu E uzayinda tanmimlanmis her bir lineer siirekli fonksiyonelin
diferansiyellenebilir oldugunu gosterin.

Coziim. Keyfi y, € E alalim. yo noktasindan yo+h €E noktasina gectigimizde F(y)

lineer siirekli fonksiyonelinin AF (y0 ) artist i¢in agagidaki ifade bulunur

AF(Yo)=F(yo +h)—F(yo)=F(y, +h—y,)=F(h).

Buradan goriiyoruz ki, lineer siirekli F(y) fonksiyoneli i¢in r (yo,h)=0 olur. Boylece,
lineer siirekli fonksiyonel tamimlandigt boélgenin  her bir noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve bu fonksiyonelin varyasyonu oF = F(h) olur.

Ornek 4. C[a,b] uzayinda tanimlanmis.

quadratik  fonksiyonelinin C[a,b] uzaymmn her bir Y, EC[a’b] noktasinda

diferansiyellenebilir oldugunu gdsterin.

Coziim. Keyfi Y, C[a,b] ve Yo +he C[a,b] noktalari i¢in fonksiyonelin Al (yo)

artis1 i¢in buluruz

= TZyo(t)h(t)dt + ihz(t)dt

Bu agilimin sag yanindaki birinci integral verilmis her bir yo(t) elemaninda h(t)
degiskenine gore lineer fonksiyoneldir. Bu a¢ilimin ikinci integralini degerlendirelim

_Thz(t)dt = i\ h(t)|*dt < ( max| h(t)\) Tdt =

<t<
a a a<t<b

=(b-a)|n|’
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Buradan da

b

r(ynh)| = [|n(t)’dt < (b—a) |n[f =

=(b—a)-n] ] .

Boylece, Al artist her bir Y, €Cp,p,) noktasinda Ay = L(y,,h)+r(y,,h)

. I (S 1
0 lim——=—<lim(b—a)|h|=0.
seklinde gosterilir ve HhIHTO m HhIHTO( a)|h

Buradan da, diferansiyellenebilir fonksiyonelin tanimina esasen bu fonksiyonel her

bir y, € C[a,b] noktasinda diferansiyellenebilirdir ve bu fonksiyonelin varyasyonu
b
ol =2 I Yo (t)h(t)dt esitsizligi ile tanimlanur.

Ornek 5. Ornek 4-deki

fonksiyonelinin varyasyonunu ikinci tanimi esasinda bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelin birinci tanim esasinda bulunmus varyasyonu,

oy = 2} y(t)h(t)dt

formiili ile tanimlanmistir. Simdi bu fonksiyonelin varyasyonunu ikinci tanim
esasinda bulalim

36f0)+ )= | [y )+ (e

Burada « parametredir. I(y0 +ah) fonksiyonunun « parametresine gore tiirevini

alirsak buluruz:

b
21y +ah)=2[ (yp +ah)hct
oo,

a

boylece,
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Jl =3|[yo+ah]
oa

a=0

b
zzjyohdt.

Buradan birinci ve ikinci anlamda esasinda bulunmus varyasyonlarin cakistigi
gortliir.

Ornek 6. C[a,b] uzaymda tanimlanmais

1(y)=

f(t,y(t))dt

D ey T

fonksiyonelinde integral altindaki f(t,y) fonksiyonunun a <t <b, o<y < o
bolgesinde t ve y arglimentlerine gore ikinci mertebeye kadar (ikinci mertebede dahil
olmakla) siirekli kismi tiirevlerinin var oldugunda bu fonksiyonelin varyasyonunun

ol =T6f (®) o)

oy

formiilii ile verildigini gosterin.
Coziim. I(y) fonksiyonelinin herhangi bir Y, EC[a,b] noktasindan Y, + h eC[a'b]
noktasina gectiginde aldig artis1 yazalim:

b

AL =1(yo +h)=1(y5)= [ [£ (& yo(t) + (1) - 7 ¢,y (t)

a

f(t,y) fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan bu fonksiyonun y argiimentine
gore Yo noktasindaki artig1 agsagidaki sekilde gosterilebilir.

f(t,yom)—f(t,yo>=%.h+r<t,yo,h>

Burada r(t,yo,h) fonksiyonunun mutlak degerini h vektoriiniin Hh” = max\ h(t)‘

[ab]
normu ile mukayese ettigimizde daha yiiksek mertebeden sonsuz kiigiilendir, yani
. |rlt,yg,h
lim M =0 olur.
>0 [h|

f(t,y) fonksiyonu y degiskenine gore ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir
oldugundan
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2
r(t,yo,h):lé9 f(t,y0+¢9h)h2’ 0<6<1

2 oy?

2

seklinde gosterilebilir ve 6yle C >0 sayis1 bulmak olur ki, ——<C esitsizligi

oy

saglanir. Buna gore de,

C
o )| < S

degerlendirilmesi yapilir. Boylece, bunlar1 fonksiyonelin artisinin ifadesinde dikkate
alirsak buluruz:

a35)= [ L5y 13, ).

Q)'—;U

Bu esitlikteki ikinci toplamin mutlak degeri icin asagidaki degerlendirme yapilir:

b

w00 < et ) = e -

a
1 2
=—clb—-a)/h| .
Lco-a

Burada biz I(y) fonksiyonelindeki f(t,y) fonksiyonu iistte gosterilen 6zelliklere sahip
oldugunda fonksiyonelin Al artigini yo noktasinda lineer bas kisma ve daha yiiksek
mertebeden sonsuz kiiglilen kisma agmis olduk. Bu yiizden de I(y) fonksiyoneli,

Yo € C[a,b] eleman1 keyfi alindigindan C[a,b] uzayinda diferansiyellenebilirdir ve

bu fonksiyonelin varyasyonu

ol = Taféty,y) h(t)dt

formiilii ile hesaplanmis olur.

Ornek 7. C[la,b] uzayinda tanimlanmis

)= ] £y, y e
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fonksiyonelinde  f(t,y,y’) fonksiyonunun ~a<t<b, —oco<y<+o0,
—o0 <Yy <+oo bolgesinde (t,y,y’) argiimentlerinin her birine gore siirekli

oldugunda ikinci mertebeye dek ikinci mertebede dahil olmakla tiim kismi tiirevleri
var ve siirekli oldugunda varyasyonunu bulalim.

Bunun igin keyfi alinmis Y, € C[la,b] noktasindan Yy, + h EC[;b] noktasina

gectigimizde fonksiyonelin Al artigini hesaplayalim:

Awwﬁ»=i[ﬂLWrHL%+h0—fﬁym%ﬂm-

Burada f(t,y,y') fonksiyonunun Taylor serisine agilimi formiiliinii kullanarak

buluruz

! ’ ’ af 5f
f@%+m%+h%f@%y”:5h+wr

h' +

+r(t,y,,Ys,h,h),
burada r(t Yo Yo.h, h') Taylor formiiliinde kalan terimdir.

Bu acilim1 Al -nin ifadesinde kullanirsak buluruz:
b of of b
Ally,(t)|= [—h+—,h’jdt+ r(t,y,,Yy,h,h’)dt .
[Jﬂ! " oy !(0 0.0.)

Bu sonuncu ag¢ilimm sag yanindaki birinci toplam h ve h" vektorlerine gore

lineerdir. Simdi sonuncu acilimdaki ikinci toplami degerlendirelim. Bunun i¢in

f(t,y,y’) fonksiyonunun ikinci mertebeden kismi tiirevlerinin 'y ve 'y

arglimentlerine gore her bir smirli bolgede bir M>0 sayis1 ile smirli olduklarini
varsayalim, yani gosterilen bolgede

o’ f(t.y.y) o’ f(t.y.y)
oy’ oyoy' oy

esitsizliklerinin saglandigini varsayalim. O zaman r(t, Yo Yo ,h,h') kalan terimin

<M <M <M

o f(t.y,y')
12
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o 1[eff(t,y,+6h,y!
I‘(t,yo,yo,h,h)zg ( )g)yz yO)h2+
o*f (t,y, +6h,y; +6h")

oyoy'

. o*f (t, 3/6;'2/5 +6h') h'2:|

2 hh'

acilimini kullanarak asagidaki degerlendirmeyi buluruz:

b

JIrt.yo.v6.01)

a

b
dt < 2M [[hfdt = 2M (b—a)|h".
Burada
= max{max\h\,max \h’\}.
[a.b] [ab]

Boylece, Al nm agilimmnin ikinci terimi Hh” ile mukayese edildiginde ikinci

mertebeden sonsuz kiigiilendir. Buna gore de ele aldigimiz fonksiyonel C[la,b]

uzayinda diferansiyellenebilirdir ve onun varyasyonu asagidaki formiille belirlenir:

5I(y):T(%h+§fy,h’jdt.

a

Ornek 8. C[la,b] uzayinda tanimlanmig

1(y)= j(tyz + eyy’)dt

fonksiyonelinin varyasyonunu bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelde f(t,y,y’)=ty* +e’y’ fonksiyonu t,y,y’
degiskenlerinin hepsine gore siireklidir ve tiim mertebeden kismi tiirevleri y,y’
degiskenlerinin her bir siirli degisme bdlgesinde siirlidirlar. Bu yiizden de bu

fonksiyonel C[l_ 14] uzayinda diferansiyellenebilirdir ve onun varyasyonu

ol = j [(y’ey + 2ty)h + eyh']dt .

-1
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Ornek 9. Ornek 7-de gosterilmis yontemle C[Z’b] uzayinda tanimlanmig

F)= | Pty .y

fonksiyonelinin C['Q’b] uzayinda diferansiyellenebilir oldugu ve onun varyasyonunun

b
- | {%h(th 20+ ...+§mh(m)(t)}dt

formiilii ile verildigi ispatlanir.

Ornek 10. Argiimenti birka¢ degiskene bagli fonksiyonlar olan bir fonksiyoneli ele
alalim.

j f(x,,2(x,),2,(x,y).2, (x,y)) cxdly.

G

Bu fonksiyonelin argiimenti z(x,y), (9Xy diizleminin sinirli G bolgesinde tanimlanmig
iki degiskenli fonksiyondur. Bu fonksiyoneli G bdlgesinde kendisi ve birinci
mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin lineer uzayi olan Cl(G)

uzayinda ele alahm. C*(G) uzayinda norm,

o) = e s 2(c,y), max [ ()], max 2, ()

(x,y)eG
formiila ile tanimlanir.

Bu fonksiyonelin integral altindaki f fonksiyonunun tiim argiimentlerine gore ikinci
mertebeden siirekli kismi tiirevlerinin oldugunu varsayalim. Fonksiyonelin z, (X, y)

argiimentinin h(x,y) artig1 aldigin1 varsayarak fonksiyonelin artigini hesaplayalim:

AF :” [f(x,y,z0 +h,z5, +h,,25, +hy)— f(x,y,zO,ZOX,zoy)] dxdy =
G

(11 L+ Db+ Doy ey +
S|z oz oz,

+'[Ir(xiyvzo’ZOX’ZOy’h1hx’hy)dXdy'
G
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Bu acilimdaki birinci toplam h-a gore lineerdir. Ikinci toplam ise asagidaki sekilde
degerlendirilir

J.J. ‘r(x,y,zo,ZOX,zoy,h,hX,hy)‘dxdy <9M |G| |h|’.
G

Burada ‘G‘ ifadesi G bolgesinin alanin1 gosterir ve M sayisi ise f fonksiyonunun
ikinci mertebeden tiim argiimentlere nazaran kismi tiirevlerinin mutlak degerlerini

simirflayan  sayidir.  Boylece, ele  aldigimiz  fonksiyonel ~ C* (G )-de
diferansiyellenebilirdir ve onun varyasyonu

F(z,) HLZ aTh +%h}dxdy

y
formiilii ile hesaplanir.

Ornek 11. Birkag fonksiyonel argiimente bagl fonksiyoneli ele alalim. Mesela,

g )= [ F YR (0 Y30 ()

fonksiyonelini ele alalim.

Bu  fonksiyoneli  elemanlari y= (yl (X), e Yn (X)), (a <Xx< b) vektor
fonksiyonlart olan ve bu vektor fonksiyonlarin koordinatlar1 [a,b] araliginda

tanimlanmis stirekli ve siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olan Cﬁ[a’b] lineer

uzayinda ele alalim. Cr}[a,b] uzayinda elemanin normunu

Iy = max{ x|y, (). v (v <), x|y |

gibi tanimlayalim.
Bu fonksiyonelde integral altindaki f fonksiyonunun ikinci mertebeden
Vi ¥ns Y1s---,Yy argiimentlerine gore kismi siirekli tiirevleri var ve M sayisiyla

sinirlt oldugunu varsayalim. y = (y1 ,...,yn) vektori h = (hl o S ) olmakla y+h

artis1 aldiginda F fonksiyonelinin artigint hesaplayalim:

b
AF =J f(x,y; +hy,.y, +ho,yi +hy Ly +h)dx -

a
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b o (ot .
— T (X Yy Yoo Yoo Vi )X = (— +...+—’h3jdx+
I ( 1 ) .!: aylh1 8y

a n

b

+Ir(x,y1,...,yn RVARTRYIAN e 1B T 'S

1

Bu acilimdaki birinci terim h vektdriine nazaran lineerdir. Ikinci toplam ise asagidaki
gibi degerlendirilebilir:

b
J‘\r(x,yl,...,y;],hl,...,h;)\dxg n*M (b—a).Hth.

a

Boylece, ele aldigimiz bu fonksiyonel Cr} [a.] uzayinda diferansiyellenebilirdir ve bu

fonksiyonelin varyasyonu,

b
5F(y,h)=j{%hl+...+%h;}dx
3 1 n

seklindedir.

Ornek 12. Omek 7, Omek 9 ve Orek 10- daki fonksiyonellerin varyasyonlarint
varyasyonun ikinci tanimi esasinda bulun.

b

a) I(y)zj f (x,y,y’)dx fonksiyonelinin C[la,b] uzayinda varyasyonunu
a

varyasyonun ikinci tanimi esasinda bulalim:

8%

t=0

b
()= S+ tn)] =S 001000,y 6+ 0 o=
b
= [[f;00y+th,y + th)h+ £, (x,y + th,y + th')v]ax]|, o=

b

:I [fy’(x,y,y’)h + fy’,(x,y,y’)h’] dx .

a

Burada integralin t parametresine gore diferansiyelinin alinmasi kurali uygulandi.
Boylece,

34



b
o1(y.n)= [ [fh+ fh]ax.

b
b) F(y):jf(x,y,y’,...,y(m))dx fonksiyonelinin C[rg’b] uzayinda varyasyonun

a

ikinci tanimi esasinda varyasyonunu bulalim. Tanima esasen,

I
—
—
—h
x
<
+
—
=y
L<A
+
—
=
—_
=y
_+_

+
—
—_

X
<
+
—
=y
<
=
_+_
—
=
—_
=
.,
o
x

.................

a t=0

b

o B Ll I A PRV ) ety o PRVRYLL) L] )

a

Boylece,
0 n)
j { h+.. .+ 7—7 h(n }dx .

c) F(z)zﬁf(x,y,z,%,%jdxdy fonksiyonelinin Cl(G) uzayinda
G

varyasyonunu varyasyonun ikinci tanimi esasinda hesaplayalim. Varyasyonun ikinci
tanimina esasen buluruz:

éF(z,h):%F(z +th)< :%H f(x,y,z(x,y)+th(x,y),

t=0 G

2, (%, y)+th (x,y), 2, (x,y)+ th; (x,y Jdxdy| =

”[f X,y,2+th,z) +thy,z, +th) Jn+ £, (x,y,z +th,z) +thy,z), +th ), +

+ fZy (x,y,z+th,z, +thy,z, +th;,)h;dedy|t:0 =
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:H lfz’(x,y,z,z;,z’y)h+ f, (x,y,z,z’x,z’y)h; + fz’,y (x,y,z,z'x,z'y)h’dexdy.
G

Boylece,

of  of ., of
éF(z,h)_'LI[Eh+az,xhx+87,yhy)dxdy.

Not. Fonksiyonelin varyasyonunun ikinci tanimi birinci tanimina nazaran daha
genistir. Fonksiyonelin birinci tanim anlaminda varyasyonu oldugunda ikinci tanim
anlaminda da varyasyonunun oldugunu ve bunlarin ¢akistigini gosterdik. Ama Oyle
fonksiyoneller vardir ki, onlarin artisindan lineer bas kismi ayirmak miimkiin
olmuyor. Buna ragmen bu fonksiyonellerin ikinci tanim anlamda varyasyonu olabilir.

2.3.5. Fonksiyonelin Ikinci Varyasyonu

Lineer normlu E uzayinda tanimlanmis F(y) fonksiyonelinde y €E noktasin1 y+h eE
noktast ile degistirdigimizde F(y) fonksiyonelinin

AF(y,h)=F(y+h)—F(y)

artisinin

AF(y,0) = L(y,h)+5 Q)+ (y,) @

seklinde gosterildigini varsayalim. Burada L(y,h) ifadesi h degiskenine nazaran E
uzayinda lineer fonksiyonel, Q(y,h) ifadesi ise h degiskenine nazaran E-de quadratik

(kare) fonksiyonel ve ri(y,h) ise LiT()%

=0 sartim1 sagliyor.

Bagka deyimle keyfi ¢ >0 sayis1 verildiginde dyle 6 >0 sayis1 var ki, h” <0 sartini

saglayan her bir h €E igin

r(y.h)| <elhf’ @

esitsizligi saglanir.

Bu durumda F(y) fonksiyoneli yeE noktasinda iki kez diferansiyellenebilirdir[1]
denir ve L(y,h) ifadesine F(y) fonksiyonelinin birinci varyasyonu Q(y,h) ifadesine ise
F(y) fonksiyonelinin ikinci varyasyonu denir ve asagidaki gibi isaret edilir:

L(y,h)=oF(y,h), Q(y,h)=96°F(y,h).
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Boylece, fonksiyonelin birinci varyasyonu h degiskenine gore lineer fonksiyonel,
ikinci varyasyonu ise h degiskenine gére quadratik fonksiyoneldir.

Fonksiyonelin birinci varyasyonu gibi ikinci varyasyonunun da tek oldugu gosterilir.
Fonksiyonelin ikinci varyasyonunu

2

d
52F(y,h)=PF(y+th)\t_o 3)

formiili ile de tanimlamak mimkiindiir.

Fonksiyonel iki kez diferansiyellenebilir oldugunda bu tanimlarin ¢akistig1 gosterilir.

Genelde integralle tanimlanan fonksiyonellerde, mesela, C[la,b] uzayinda

tanimlanmis

iftyy @

fonksiyonelinde oldugu gibi, integral altindaki f(t,y,y') fonksiyonunun y ve y’

arglimentlerine nazaran ii¢iincii mertebeden tiim kismi tiirevlerinin siirekli fonksiyon
oldugu halde (liclincii mertebede dahil olmakla) bu tipli fonksiyonelin ikinci
varyasyonunu bulmak igin integral altindaki f fonksiyonunu y noktasi komsulugunda
ticiincli terimde dahil olmakla Taylor formiiliine agmak fonksiyonelin birinci ve
ikinci varyasyonunu bulmak icin faydali olur. Mesela,

b
= [ f(ty)de ©

fonksiyoneli halinde integral altindaki fonksiyonunu asagidaki sekilde Taylor
formiiliine agalim:

af(t,y)h+182f( y)h W1 8f(ty+9h)
oy 2 oy 6 oy

burada 0 < @ < 1. (6) agcilimini kullanarak (5) fonksiyonelinin artis1 i¢in asagidaki
agilimi1 buluruz:

ft,y+h)-f(y)= (6)

b

F(y.n)= L1 y(0)+h(0)- 16, y(e )

a
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Burada

ifadesi h degiskenine gore lineer fonksiyoneldir ;

t y)hz(t)dt

Il
QJ'..O'
(o)}
N
[y

ifadesi ise h degiskenine gore quadratik (kare) fonksiyoneldir ve

b A3
6 ' ay
n(y.h)|
ifadesi ise r|]Im0 Hh” =0 sartin1 saglayan ifade oldugu gosterilecektir. Buradaki
ﬁ

L(y,h) ve Q(y,h) fonksiyonellerinin heE degiskenine gore uygun olarak lineer ve
quadratik fonksiyoneller olduklar1 agiktir. rl(y,h) fonksiyonelinin (2) esitsizligini

sagladigin1 gosterelim.

rn (y, h)-ln ifadesindeki Ve tiirevi y noktasinin yeteri kadar kii¢lik komsulugunda
y

siirekli fonksiyon oldugu i¢in bu tiirev her bir yeteri kadar kiiciik sonlu bolgede
3

siirh fonksiyondur. Baska bir deyimle 6yle ¢ >0 sabiti var ki, < C esitsizligi

saglanir. Bu degerlendirmeyi dikkate alarak rl(y,h) icin asagidaki degerlendirme
elde edilir:

1
(y.h)|< oo~ a)jn’
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6
Burada keyfi & >0 verildiginde J = Wa alinirsa |h| < & esitsizligini saglayan
clb—a

her bir h E i¢in \rl(y,h] < ‘O'HhHZ esitsizligi saglanur.

Boylece, ele aldigimiz fonksiyonel i¢in

formiillerini buluruz.

Ornek. C[%’l] uzayinda tanimlanmig

(xy2 + y’3)dx )

1(y)=

O e

fonksiyonelinin ikinci varyasyonunu bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelde y noktasmi y+he C[%)’l] noktasiyla degistirerek

asagidaki esitlikleri buluruz:

Al =1(y+h)-I(y)= [x(y+ hY +(y +h')* —xy? - y’S]dx =

O'—.I—‘

:j [2xyh + xh? + 3y + 3y +1® [dx =

0

(2xyh + 3y'2h’)dx + j [xh2 + 3y'h'2]dx + jh'de. (8)
0]

0

O'—.H

Burada Yy EC[%),l] noktas1 degismez saglandiginda (8) esitliginin sag yanindaki

birinci

L(y,h)= (2xyh + 3y’2h’)dx

O'-—.H
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toplam1 h e C[%’l] degiskenine nazaran lineer fonksiyoneldir ; (8)-in sag yanindaki

1
ikinci %Q(y,h) ZJ [Xh2 + 3y’h’2]dx toplam1 quadratik (kare) fonksiyoneldir.
0

Nihayet, sonuncu, {igiincii toplam asagidaki gibi degerlendirilir:

1
j h'3dx

0

r(y.)]=| [ < mach] <[,

0<x<1

Buradan da, ele aldigimiz fonksiyonelin iki kez diferansiyellenebilir oldugunu ve

dl(y,h)= (2xyh + 3y’2h’)dx,

O e

5%1(y,h)= 2j [xh2 +3y’h’2]dx
0

oldugunu buluruz.

Boylece, iistte gosterilmis tanimlara dayanarak

F(y)=| f(x,y,y")dx

D ey T

fonksiyonelinin ikinci varyasyonunu
b
62F(y,h):‘[ I:fyyh2 + 2 fyy/hh’ + .I:y'y'hyZ:I dX (9)
a
Seklinde ;

F(y)= f(x,y,y’,...,y(m))dx

D e &

fonksiyoneli igin
b

5F = [fyyh2+...+ f i, h®h 4+ fy(m)y(m)(h(m))z]dx (10)
a

seklinde ve son olarak
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F(Yaronyn) = [ F00Ys 0 yEsen oyt o

D ey T

fonksiyoneli i¢in ise

b
5°F = j {Z f e+ 2 f R+ f hk’hi'} dx  (11)

seklinde oldugu bulunur.
2.4. Diferansiyellenebilir Fonksiyoneller i¢in Ekstremum Problemi

Normlu E wuzaymin belli bir M < E bolgesinde tanimlanmis reel degerli

fonksiyonelin bu bolgede en biiylik ve en kiiclik degerlerinin bulunmasi problemine
fonksiyonelin ekstremum problemi[2] denir. Bu kisimda biz 6nce normlu uzaylarda
tanimlanmis diferansiyellenebilir reel degerli fonksiyoneller i¢in sartsiz ekstremum
problemini ele alacagiz.

2.4.1. Sartsiz Ekstremum Problemi

F(y) normlu E uzayinda her yerde tanimlanmis reel degerli fonksiyonel olsun. Bu
fonksiyonelin E wuzayinda minimum ve maksimum degerlerinin bulunmasi
problemine sartsiz ekstremum problemi denir.

Tanmim 1. yo noktasi E uzaymdan alinmis bir nokta olsun. Eger her bir y €E i¢in

F(yo)<F(y). (F(yo)=F(y))

esitsizligi saglanirsa, o zaman F(y) fonksiyoneli yo noktasinda mutlak (global)
minimum (global-mutlak maksimum) alir[3] denir.

Tamm 2. Eger y, € E noktasimin oyle Sr(yo)z {y ek :Hy— yOH < I’}
komsulugu varsa ki, her bir y € S, (yo) i¢in,

F(y,)<F(y) . (F(y,)=F(y))

esitsizligi saglanirsa, o zaman F(y) fonksiyoneli yo noktasinda lokal minimum (lokal
maksimum) alir denir. Bu halde yo noktast F(y) fonksiyonelinin lokal minimum
(lokal maksimum) noktasi[4] olur.

Minimum ve maksimum noktalarina fonksiyonelin ekstremum noktalar1 denir.

Verilmis F(y) fonksiyoneli i¢in sartsiz ekstremum problemi asagidaki gibi gosterilir:

Fly) —— extEr (1)
ye
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(1) extremum probleminin ¢ézlimiine optimal ¢6ziim denir.

Dikkate alalim ki, fonksiyonelin her bir global ekstremum noktasi ayni zamanda
onun lokal ekstremum noktasidir. Buna gore de, fonksiyonelin lokal ekstremumu igin
yazilmis her bir gerekli sart bu fonksiyonelin global ekstremumu i¢in de gerekli sart
olur. Ama bunun tersi genelde dogru degildir. Boyle ki, fonksiyonelin global
ekstremum olmast i¢in yazilmis her bir gerekli sart, genelde lokal ekstremum igin
gerekli sart olmayabilir.

2.4.2. Fonksiyonelin Ekstremumunun Varhg I¢in Gerekli Sart

Hatirlatalim ki, matematik analizde diferansiyellenebilir fonksiyonlarin lokal
ekstremumlarin1  bulmak i¢in fonksiyonun diferansiyeli sifira esitlenir.
Diferansiyellenebilir fonksiyoneller i¢in de benzer kural verilir.

Teorem. Asagidaki

F(y)—— extr (1)
ye

probleminde F(y) fonksiyonelinin normlu E uzayinda diferansiyellenebilir oldugunu
varsayalim. O zaman her bir y, € E ekstremum noktasinda her bir h € E igin F(y)

fonksiyonelinin birinci varyasyonu sifira esittir, yani Vh € E igin
OF(y,,h)=0 )
esitligi saglanir.

ispat. Keyfi h € E icin t parametresine bagh F(y, +th) fonksiyonunu ele alalim.
Bu fonksiyon t degiskenine gore diferansiyellenebilirdir. t=0 noktas1 F(y0 +th)
fonksiyonunun ekstremum noktasidir. Bu yiizden F(y0 +th) fonksiyonunun t

degiskenine gore tiirevinin t=0 noktasindaki degeri sifira esittir. Diger yandan
varyasyonun ikinci tanimina esasen,

d
aF(yo +th)( = &F(y,.h)
t=0

oldugundan her bir h eE i¢in éF(yO ,h) =0 oldugunu buluruz. Teorem bdylelikle

ispatlanir.

(2) denklemini saglayan her bir y, € E noktasina F(y) fonksiyonelinin stasionar

noktasi denir.

Buradan goriiyoruz ki, (1) ektremum problemini ¢6zmek i¢in (2) denklemini ¢6ziip
F(y) fonksiyonelinin tiim stasionar noktalarini bulup, sonra ise bu stasionar
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noktalardan F(y) fonksiyoneline maksimum ve minimum deger veren ekstremum
noktalarini se¢gmek gerekir.

2.4.3.Stasionar Noktada Fonksiyonelin Minimumunun Varhg I¢in Gerek ve
Yeter Sartlar

Normlu E uzayinda tanimlanmis F(y) fonksiyoneli iki kez diferansiyellenebilir
oldugunda bu fonksiyonelin ikinci varyasyonundan faydalanarak fonksiyonelin
stasionar noktalarindan onun maksimum ve minimum noktalarini se¢mek olur.

Boylece, F(y) fonksiyoneli y, € E noktasinda iki kez diferansiyellenebilir

fonksiyonel oldugunu ve yo noktasinin ise bu fonksiyonelin stasionar noktasi
oldugunu varsayalim. O zaman her bir h €E igin 5F(yo ,h)= O oldugundan F(y)

fonksiyonelinin yo noktasindaki artis1 her bir h €E i¢in asagidaki sekilde olur:

1
n
Burada I’l(y0 ,h) fonksiyoneli Hﬂ%% =0 sartin1 saglayan fonksiyoneldir.
%

Buradan limitin tanimina esasen keyfi ¢ >0 sayisi aldigimizda dyle 6 >0 sayisi

bulmak olur ki, Hh”<5 sartini saglayan her bir heE ig¢in |r1(y0,h]<e||h||2

degerlendirilmesi yazilabilir. Bu durumda sonuncu esitsizlikten goriiyoruz ki, dyle
bir 6¢[-1,1] sayis1 bulmak olur ki,

r(yo.h)=6.&|h|’
esitligi saglanir.

Boylece, fonksiyonelin yo noktasindaki AF (y0 ,h) artisi Hh” < O sartim saglayan her
bir h E i¢in,

1
AF(y,,h)= E52|=(y0 h)+0e]h|* 3)

seklinde gostermis oluruz.

F(y) fonksiyonelinin stasionar yo noktasinda AF(yO,h)arusmm (3) agtlimin

kullanarak yo stasionar noktasinin minimum noktasi olmasi igin gerekli ve yeterli
sartlar alinabilir.

Teorem. F(y) fonksiyonelinin stasionar yo noktasinin bu fonksiyonele minimum
deger vermesi i¢in

a) Gerekli sart her bir h €E igin,
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5°F(y,,h)=0 (4)
esitsizliginin saglanmasidir ;

b) Yeterli sart bir degismez ¢ >0 sabitinde her bir h €E i¢in,
2
5F (youh) > | ©

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. a) kismmi ispatlayalim. F(y) fonksiyonelinin stasionar yo noktasinda minimum
deger aldigin1 varsayalim. Ama buna bakmayarak varsayalim ki, bir hoeE

vektoriinde 52 F (yo ,hy ) < 0 esitsizligi saglanir. Bu durumda

‘52F(yo’ho)‘
g<———
4|

esitsizligini saglayan & >0 sayisi alalim. h=tho seklinde heE vektorii alalim. t

hH = ‘tH‘hOH <O esitsizligi saglansm. Dikkate alalim

0<

parametresini dyle secelim ki,

ki, buradaki 6 >0 sayis1 (3) a¢iliminin yazilisinda ¢ >0 sayisina karsi segilmis &
o

'[‘ < — esitsizligini saglayan t parametreleri i¢in h=tho halinde

[h|

sayisidir. Boylece,

(3) agilim1 saglanur.

Bu halde F(y) fonksiyonelinin yo noktasindaki AF(y0 ,tho) artig1 asagidaki sekilde

gosterilir:

AF(yo thy ) = %52 F(yo.thy )+ 0.clthy| =
= %tz [52F(y0 hy )+ e.g.zuhouz] ,

Bu agilimda ¢ >0 sayis1 (6) esitsizligini saglayan bir say1 ve #e[-1,1] oldugundan
AF(yO ,tho)<0 oldugunu aliriz. Bu ise Yo noktasinda F(y) fonksiyonelinin

minimum deger almasi sartina ¢eliskidir. Bu ¢eliski teoremin a kismini ispatliyor.

C
Teoremin b) kismim ispatlamak i¢in 0 <e¢ <Z alalim. F(y) fonksiyonelinin yo

noktasindaki artisin1 merkezi Yo noktasinda yarigapt 6 >0 olan yuvarda alttan
degerlendirelim. yo noktasi F(y) fonksiyonelinin stasionar noktasi oldugundan (3)
acilimina esasen yazariz:

44



1
AF(yo,h)=20*F (¥o.h)+ 0.’
(5) sartin1 bu esitligin sag yaninda dikkate alirsak buluruz:
AF(yy.h)> %Hh”z(c +6.26)>0, || >0.

Sonuncu esitsizlikten stasionar Yo noktasinda F(y) fonksiyonelinin minimum deger
aldigr gorilir[1].
2.4.4. Varyasyon Hesabinin Esas Lemmasi

Lemma. A(t) fonksiyonu a <t < b araliginda tamimlanmis siirekli fonksiyon
oldugunu varsayalim. Eger [a,b] araliginda siirekli olan her bir h(t) fonksiyonu i¢in

[ Ath()dt=0 @

esitligi saglanirsa, o zaman a <t <b i¢in A(¢)=0 olur.

Ispat. Lemmay1 ispatlamak icin aksini farz edelim. Lemmanm sartlarmin
saglandigini, ama A(t)#0 oldugunu varsayalim. Bu halde [a,b] araligindan Oyle
toe[a,b] noktasi bulmak olur ki, A(to)= 0. Tam belirlilik i¢in A(tg)>0 oldugunu
varsayalim. O zaman A(t) fonksiyonu to noktasinda siirekli oldugundan to noktasinin
éyle (t,—0,t, +5)c[a,b] komsulugunu bulmak olur ki, bu komsulukta

1 :
A(t)> > A(to) esitsizligi saglanir. Simdi (t, —J,t, +0) arahgnin disinda, yani

[a,b]\(tO —0,t, + 5) bolgesinde sifira esit olan ve h(to)>0 sartin1 saglayan h(t)> 0,
V't e[a,b] olmakla [a,b] araliginda siirekli olan h(t) fonksiyonunu ele alalim. Bu h(t)
fonksiyonu i¢in buluruz:

b to+o A(t )to +J

[AN©dt= [ At)hE)dt>=2 [h(t)dt>0
Bu ise lemmada (7) sartinin saglanmasina g¢eliskidir. Bu g¢eliski lemmanin

dogrulugunu ispathiyor. Burada ispatladigimiz lemmaya varyasyon hesabinin esas
lemmasi denir.

2.4.5. Varyasyonun Hesabinin Esas Lemmasinin Uygulanmasiyla Fonksiyonelin
Minimumu I¢in Stasionar Noktalarda Elde Edilen Gerek ve Yeter
Sartlar

Ornek olarak C[a,b] uzayinda tanimlanmis asagidaki fonksiyoneli ele alalim:
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F(y)= | F(x.y0)0x o

Bu fonksiyonelde integral altindaki f (X,y) fonksiyonunun {igiincli mertebede dahil
olmakla argiimentlerine gore tim kismi tiirevlerinin var ve siirekli oldugunda bu
fonksiyonelin ekstremum problemini inceleyelim. Bu fonksiyonelin herhangi bir

ye C[a,b] noktasindaki birinci varyasyonu

5F(y.h) = TWXTW ()t ©

formiila ile tanimlanir.

Ekstremumun varligr i¢in gerekli sarta esasen (8) fonksiyonelinin ekstemum
noktalar1 her bir h C[a,b] i¢in

5F(y,h):TmXTM h(t)dt =0 10)

denklemini sagliyor. (10) denklemini saglayan Y, € C[a,b] noktalarina (8)

of (x,y(x))
oy

fonksiyonelinin stasionar noktalar1 denir. (10) esitliginde fonksiyonu

a <x <b araliginda x-degiskenine gore siirekli fonksiyondur. (10) esitligi a < X < b
araliginda siirekli olan her bir h(x) fonksiyonu i¢in saglandigindan varyasyon
hesabinin esas lemmasina esasen (10) esitligi,

8f(x,—y(x)):0, a<x<b (11)
oy

sartinda saglanir.

Boylece, (11) denkleminin ¢dziimleri olan her bir Y, (X)E C[a,b] fonksiyonu (8)
fonksiyonelinin stasionar noktasi olur. Baska deyimle (8) fonksiyonelinin stasionar

noktalarini bulmak i¢in (11) denklemini y-ye gore ¢6zmek gerekir.

(8) fonksiyonelinin ikinci varyasyonu

52F(y,h):iww(x)d

a

X (12)

formiila ile tanimlanir.
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(12) formiiliinden goriiyoruz ki, (8) fonksiyonelinin stasionar yo(X) noktasinda her bir
h(X) € Clap) icin 0 F(Y,,h) >0 esitsizligi saglanirsa, o zaman

fly (X, ¥o(x))=0,a<x<b (13)

esitsizligi saglanir. Bu yiizden Yo(X) stasionar noktasinin (8) fonksiyoneline minimum
deger vermesi i¢in (13) sartinin saglanmasinin gerekli sart oldugunu buluruz.

Simdi Yo(X) stasionar noktasinda (8) fonksiyonelinin artisin1 asagidaki sekilde
yazalim.

b

F(y,,h ——zfyy X, Yo (X (x)dx+% o (X, Yo (X)+@h(x))h*(x)dx =

"a

jh )3 9ol 5 3505 SOOI,

0<6(x) <1

(8) fonksiyonelinin yo(X) stasionar noktasinda yazilmis AF(yo,h) artisinin  bu
ifadesinden goriiyoruz ki, her bir X € [a,b] icin,

fy (X, Yo (X)) >0 (14)

esitsizligi saglanirsa, o zaman yeteri kadar kiiclik (yani ||h|| Clas] kiigiik olan
ab

h(X)eC[a‘b] icin) h(X) yer degisme vektorleri igin AF(yo,h)>O esitsizligi

saglanir. Buna gore de (14) sartt Yo(X) stasionar noktasinin (8) fonksiyonelinin
minimum noktas1 olmasi i¢in yeterli sart oldugunu gosterir.
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3.VARYASYON HESABININ EN SADE PROBLEMLERI iCiN
EULER DEKLEMLERI

b
3.1 F(y)= J'f (x,y,y")dx Sekilli Fonksiyoneller
3.1.1. Euler Denklemi
Asagidaki

F(y)=|f(x,y,y")dx (1)

D ey T

fonksiyonelinin C[i,b] uzayinda verildigini varsayalim. Bu fonksiyonelde integral
altindaki, f(x,y,y’) fonksiyonunun ikinci mertebede dahil olmakla

as<x<s<b, —o<y,y <o bolgesinde ikinci mertebedeki tim kismi tiirevlerinin

var ve siirekli olduklarini farz edelim. C[Za b] uzayinda,

n={yeCly:y(a)=Ay(b)-Bf

kiimesini ele alalim. Bu kiime A=B=0 oldugunda C[i,b] uzayimda lineer manifold

olusturur. Ama ‘A‘ +‘B‘ > 0 oldugunda ise M kiimesi C[Za’b] uzayinda lineer afin

manifoldu olusturur. F(y)— ex'h[/lr problemini ele alalim ve (1) fonksiyonelinin M
ye

kiimesinde yerlesen stasionar noktalarim1 bulalim. Dikkate alalim ki (1)
fonksiyonelinin M kiimesinde yerlesen stasionar noktalarina varyasyon hesabinda bu

fonksiyonelin ekstremallari da denir[1].

Burada, kisaca
y(a)=A, y(b)=B

sartlarin1 saglayan oyle y(X)e C[i,b] fonksiyonlarmin bulunmasi istenir ki, bu

fonksiyonlar i¢in,
SF(y,h)=0 2)

sarti saglansin. (1) fonksiyonelinin ekstremum problemi JM kiimesinde ele

alindiginda h(X) € C[i,b] artisinin

h(a)=h(b)=0 3)



sartlarin1 saglamasi gerektir. Gergektende, (1) fonksiyonelinin artis1 hesaplandiginda
Yy, y+h eM alindigindan

y(@=A, yb)=8B
y(@)+h(@)=A, y()+h(b)=B

sartlarin1 saglamasi gerekir. Bu sartlarin saglanmasindan ise (3) sartlar1 alinir. (1)
fonksiyonelinin varyasyonu,

b
SF(y.h)= [ [f,h+ f,h]ax (%)

formiili ile hesaplandigin1 gostermistik. Bu formiiliin ikinci toplaminda integrali
kismi integrason formiiliiniin uygulanmasiyla asagidaki sekilde gosterelim:

H%f j :—j(—f j x)dx. (5)

Bu formiiliin alinmasinda (3) sartlar1 kullanildi. (5) esitligini (4) formiiliinde dikkate
alirsak (2) esitligi asagidaki sekilde yazilir:

b b
[ £ hdx=[ f,dh=f h(x)[>

5F(y,h):i [fy -4 fy}h(x)dx.

X
a

Fonksiyonelin ekstremum noktalarinda her bir miimkiin, yani (3) sartlarin1 saglayan

her bir h(X) € C[i,b] fonksiyonu igin,

0 d
ny—&fy}h(x)dxw (6)

sartin1 saglamasi gerek sarttir.

Varyasyon hesabinin esas lemmasint (6) esitligine uyguladigimizda a <x <b
i¢in,

d
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denklemini buluruz. Bu denklemdeki x-e gore tiirevi tam acarsak asagidaki esitligi
buluruz:

fy - fy’x + fy’yy,_ fy!yvy” :O (8)

(7) veya (8) denklemlerine (1) fonksiyonelinin y(a) = A ve y(b) =B sartlarinda Euler
denklemi denir.

Boylece, ele alinan problemin stasionar noktalarini bulmak i¢in, baska deyimle
ekstremallarini bulmak i¢in (7) Euler denkleminin

y(@)=A, y(b)=B 9)
sartlarint saglayan ¢oziimlerini bulmak gerekir.

(7) Euler denklemi i¢in elde ettigimiz smir deger problemin genelde ¢oziimii
olmayabilir. Céziimii oldugunda ise tek olmayabilir. Ger¢ekten de, (7) denklemine
esdeger olan (8) denklemine dikkat ettigimizde bu denklemin yiiksek mertebeli
tiireve gore lineer olan ikinci mertebeli diferansiyel denklem oldugunu goriiyoruz.
(7) veya (8) denkleminin integralleri c1 ve c2 keyfi sabitlerine bagli y =y (X,C1,C2)
integral egrileri (1) fonksiyonelinin M kiimesindeki stasionar noktalar1 veya

ekstremallaridir. Boylece, (1) fonksiyonelinin ekstremumu yalniz y =y (X,C1,C2)
ekstremallarinda alinabilir. c1 ve C2 keyfi sabitlerini segcmekle (9) sartlarini saglayan
ekstremallar segcmek olur. Genelde bdyle ekstremallarin sayisi birden fazla olabilir.
Euler denkleminin (9) sartlarin1 saglayan c¢oziimii yok olursa, o zaman (1)

fonksiyonelinin ekstremum probleminin C[i’b] uzayinda ¢6ziimii yoktur. Eger Euler

denkleminin (9) siir sartlarini saglayan tek ¢6ziimii varsa, o zaman bu ¢oziim ele
alinan ekstremum probleminin ¢6ziimii olabilir[3].

Ornek 1. Asagidaki
2 2
F(y)=[ vf - v?]ax
0

. . T
fonksiyonelinin y(O) =0, y(a) =1 sartlarin1 saglayan ekstremallarini bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelde f(x,y,y")=(y')* - y?.

d

f,=-2y ve f,=2y" oldugundan f, e f, =0 Euler denklemi

y"+y =0 seklinde olur. Bu denklemin genel ¢oziimii c1 ve c2 keyfi sabitlerine

. . . g T
bagli y =, COS X+ C, sin X seklinde fonksiyonlar ailesidir. y(0)=0 ve y(gj =1
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sinir  sartlarinda €1=0 ve cC2=1 oldugunu buluruz. Boylece, ele aldigimiz
fonksiyonelin ekstremum degeri yalniz y=sinx egrisi lizerinde alinabilir.

Ornek 2.

2 12xy

O'—.I—‘

fonksiyonelinin y(0)=0, y(1)=1 sartlarin1 saglayan ekstremallarini bulunuz.
Coziim.

Bu fonksiyonelde f(x,y,y’)=y'? +12xy oldugundan f, =12x, f, =2y’

d

=2Yy" olur.
dX y" olur

d
Boylece, bu fonksiyonel igin fy — d_ fyr =0 Euler denklemi,
X

y"=6X
seklinde olur. Bu denklemin genel ¢6zlimii,

y(x)= x> +c,x+¢,
seklindedir. Sinir sartlarinin saglanmasindan c1=c2=0 oldugu bulunur. Boylece, bu
fonksiyonelin verilmis sinir sartlarin1 saglayan yalniz bir tane y=x> ekstremali vardir.

Ornek 3.

F(y)=[ (v —2xy)dx

I—"—.l\)

fonksiyoneli y(1)=0 ve y(2)=1 sartlarim1 saglayan hangi egriler lizere ekstremum
deger alabilir?

Coziim. Bu fonksiyonelde f(x,y,y’)=y’? —2xy oldugundan

4

, d
f,=-2x, f,=2y ve—&fy,:—Zy :

d
Boylece, bu fonksiyonel icin fy -— fy, =0 Euler denklemi asagidaki sekilde

dx
yazilir.

y" =X

Bu denklemin genel ¢6ziimii,
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y(x)= —g taxte

seklinde olur.

Sinir sartlarinin saglanmasindan €1 ve C2 sabitlerini bulmak i¢in asagidaki lineer
denklemler sistemini buluruz:

C—l—C—l
17l =72
6

oN

: 1
Bu sistemden C; = E , C2=0 olur. Boylece, fonksiyonel ekstremum degerini yalniz,

y=;0-x)

egrisi iizere alabilir.

Ornek 4.

F(y)=|(@x—y)ydx

|—\'—-,w

fonksiyonelinin y(1)=1, y(3) = 4% sartlarin1 saglayan ekstremallarini bulun.

o . ’ 2
Coziim. Bu fonksiyonelde f(x,y,y’)=-y? +3xy ve f =-2y+3x, f, =0
oldugundan bu fonksiyonelin Euler denklemi 3x-2y=0 seklinde olur. Buradan

3
y(x) = — X oldugu bulunur. Fonksiyonelin bir tane ekstremal1 vardir. Bu ekstremal

ise y(1)=1 sartin1 saglamadigindan ele alinan varyasyon probleminin ¢dziimii yoktur.

Ornek 5.
2
F(y)=[(y? - y?)ax
0

fonksiyonelinin y(0)=1, y(2 7)=1 sartlarin1 saglayan ekstremallarin1 bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelin Euler denklemi
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y"+y=0

seklindedir. Bu denklemin genel ¢6ziimii,
y(x)=c, cos x+c, sin x

formiilii ile yazilir. Sinir sartlarint kullanarak C keyfi sabit olmak tiizere,
y(x) = cos x +csin x

fonksiyonunun burada verilen varyasyon probleminin ekstremallart oldugu bulunur.
Bdylece, bu halde ele alinan varyasyon probleminin sonsuz sayida ekstremali vardir.

3.1.2. Euler Denkleminin Mertebesinin Indirgenebilindigi Haller (Euler
Denkleminin Integrallenebilindigi Haller)

Onceki bolimde Euler denkleminin genelde ikinci dereceli diferansiyel denklem

oldugunu gordiik. Ikinci dereceli diferansiyel denklemler genel olarak ¢ok az

hallerde acik sekilde integrallenebilinir[1]. Burada Euler denkleminin agik sekilde

integrallendigi sade haller ele alinacaktir.

3.1.2.1. integral Alt1 f (x, Y, y') Fonksiyonunun y’ Degiskenine Bagh
Olmadig1 Hal

f(x,y,y’) fonksiyonu vy

f="f (X, y) seklinde olur. Bu halde ise Euler denklemi

4

degiskenine bagli olmadiginda, bu fonksiyon

f,(x,y)=0 (1)

seklinde olur[1l]. Bu denklemin ¢6ziimii serbest degisen bir parametreye bagli
olmadigindan onun her hangi bir y(x) ¢oziimii genelde y(a)=A, y(b)=B sartlarini
saglamayabilir. Cok 6zel hallerde (1) denkleminin ¢6ziimii olan y(x) egrisi (a,A),
(b,B) noktalarindan gecebilir. Bu halde fonksiyonel bu egri lizere ekstremal deger
alabilir.

Ornek 1.

F(y)=| y(2x-y)dx

O NV [ Y

fonksiyonelinin y(0) = 0, y(%j = % sartlarini saglayan ekstremalini bulun.

Coziim. Bu fonksiyonelin Euler denklemi

2x-2y =0
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seklindedir. Boylece, y(x) = X fonksiyonelin tek ekstremalidir. Bu ekstremal igin sinir

T
sartlar1 saglandigindan y = x dogrusu iizere jy(Zx— y)dx integrali ekstremum
0

deger alabilir. Ama bagka sinir sartlarinda, mesela y(0) = O, y(gj =1 s

sartlarinda y(x)=x ekstremali (0,0) ve (% ,lj noktalarindan ge¢mediginden ele

alinan varyasyon probleminin bu halde ¢6ziimii yoktur.

3.1.2.2. integral Alt1 f (X, Y, y’) Fonksiyonunun y’ Degiskenine Lineer Bagh

Oldugu Hal
f (X, Y, y’) fonksiyonunun y’ degiskenine lineer bagli oldugu hali, yani,

f(x,y,y)=M(x,y)+N(x,y)y’

seklinde oldugu hali ele alalim.

Bu halde Euler denklemi asagidaki sekilde olur:

aMjﬁ—l\ly’—iN(x,y):O.

oy oy dx

Bu denklem asagidaki sekillerde de yazabilir:

oM oN , N oN |
—+—Y-—-—y'=0
oy oy ox oy

veya
oM _oN _,
oy OoX
Sonuncu denklemden goriiyoruz ki, bu halde Euler denklemi, birinci halde oldugu
G : L . oM ON
gibi, diferansiyel denklem olmayip sonlu bir cebirsel denklemdir. —— — 8_ =0
X

denkleminden bulunan egri, genelde sinir sartlarin1 saglamaz. Boylece, bu halde de
varyasyon probleminin siirekli fonksiyonlar sinifinda genellikle ¢6ziimii olmuyor.

. o oM oN i
Eger bir D bolgesinde __8_ = esitligi saglanirsa, o zaman
X
f(x,y,y)dx=M(x,y)dx+N(x,y)dy ifadesi tam diferansiyelli ifade olur ve

bu halde fonksiyonel
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b (b,B)
_[f xyy Ide+Ndy

(@A)

seklinde yazilir. Bu halde fonksiyonelin degeri integralleme yoluna bagli olmuyor.
Yani F(y(x)) fonksiyonelinin degeri (a,A), (b,B) noktalarmi birlestiren ve D

bolgesinde yerlesen tiim siirekli egriler iizere ayni deger alir. Bdylece, bu halde
varyasyon problemi anlamini yitirmis olur.

Ornek 2. Asagidaki fonksiyonelin ekstremum problemini inceleyin.

F(y)= [ (y? +2xyy)dx, y(a) = A, y(b)=

9)!_.0'

Coziim. Burada f(X,y,y”) fonksiyonu y’ degiskenine lineer olarak baglidir. Bu
halde,

8M =2 Y, 5N =2 y
oy X
ve boylece, @ — @ = 2y — 2y = 0 oldugundan integral altindaki
oy oX

d
(yz + 2Xy d—y) dx ifadesi tam diferansiyelli ifadeye doniisiir.
X

(yz + Zw%)dx = y2dx + 2xydy

Bu yiizden fonksiyoneldeki integral integralleme yoluna bagh degildir.

?0=bB* -

:j{ 2dx+2xydy Id xy
a (a,A)

Sonuncu esitliklerden goriiyoruz ki, (@,A), (b,B) noktalarindan gegen her bir egri
lizere fonksiyonelin degeri ayni olup bB?-aA? sayisina esit olur. Buna gére de bu
ekstremum probleminin hi¢bir anlam1 yoktur.
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3.1.2.3. Fonksiyonelde Integral Altindaki f(x, Yy, y’) Fonksiyonunun Yalmz
y’ Degiskenine Bagh Oldugu Hal
b
Bu halde F(y): J. f(y’)dx seklindeki fonksiyoneller ele alinir. Bu sekilli

a

fonksiyoneller i¢in Euler denklemi

d
9t (y)=0

veya
fuy(y)y” =0 2)

seklinde olur. (2) Euler denkleminden y” =0 veya fy'y,(y’):o denklemleri

bulunur. y” =0 denkleminden ekstremallar igin iki C1 Ve Cz parametrelerine bagl
y(X)=c1x+c2 dogrular ailesi bulunur[4].

fy,y,(y') =0 denkleminin ise bir veya birkag y' = K; ¢oziimleri olabilir. Burada ki

sabit, belli sayilardir. Bu sonuncu denklem bir dereceli adi tiirevli lineer diferansiyel
denklem oldugundan onun ¢6ziimii de bir ¢ parametresine bagl y(x)=kix+c dogrular
ailesidir. Elde ettigimiz bu dogrular ailesi iistte elde ettigimiz dogrular ailesine
dahildir. Boylece, f = f(y') halinde fonksiyonelin ekstremallar1 iki parametreli

y(x) = C,; X+ C, sekilli dogrulardur.

Ornek 3. Egrinin uzunlugunu ifade eden
b
F(y):I 1+ y'?dx
a

fonksiyonelinin ekstremallar1 y = cix+ C2 dogrular ailesidir.

Ornek 4. Maddi noktanin A(a, ya) noktasindan B(b,ys) noktasina y(x)=y egrisi
lizere hareket ettigini varsayalim. Noktanin hareket hizinin yalniz y’(x)-e bagl

ds , )
oldugunu farz edelim, yani a = r(y ) olsun. Burada s(t) maddenin gittigi yol, t ise
bu yolu gitmeye sarf olunan zamandir. Ozel halde ds yolunu gitmek icin sarf olunan

ds
zaman dt = —— olur. Ama ds =+/1+ y'?dx oldugundan,

r(y’)
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formiilii bulunur. Buna gore de, maddi nokta A(a,ya) noktasindan B(b,ys) noktasina
y(x) egrisi tizere hareket ettiginde sarf olunan T zamani asagidaki formiille
hesaplanir:

———ax

r(y)

Bu fonksiyonelde de integral altindaki fonksiyon yalmiz y’ degiskenine bagl

T(y)=

D ey T

oldugundan bu fonksiyonelin ekstremallar1 da yalniz dogrular oluyor.

Ornek 5.
1

F(y)= j y'2dt — extr
0

probleminin y(0)=1, y(1)=0 sartlarini saglayan ekstremallarini1 bulunuz.

Coziim. Bu problemin ekstremalinin yo(t)=-t+1 oldugu agiktir. Bu ekstremal ele
aldigimiz fonksiyonele C[%),l] uzaymin M= { y eC[%,l] : y(0)=1,y(1):0} afin
manifoldunda mutlak minimum verir. Gergektende, h(0)=0 ve h(1)=0 sartlarin

saglayan her bir h € C[%’l] fonksiyonu i¢in,

(2ygh’ + 02 ot :jh'z(t)dt >0

0

AF(Yo,h)=F(y, +h)-F(y,)=

O'—.I—\

Buradan da yo=-t+1 ekstremalinin fonksiyonele mutlak minimum deger verdigi
goriiliir.

3.1.2.4. integral Altindaki Fonksiyon Yalmz X ve y' Degiskenlerine Bagh
Oldugu Hal (y-Degiskenine Bagh Olmayan Hal)

f(x,y,y)=f(x,y).
Bu halde fy =0 oldugundan Euler denklemi asagidaki

d N
5 r(xy)=0 3)

seklinde olur. Bu denklemin her yanin1 X degiskenine gore integrallersek asagidaki
esitligi buluruz:

f (x,y')=c.

Burada c keyfi sabit sayidir[4].
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Boylece, Euler denklemi bir dereceli diferansiyel denklem sekline salinmis olur.

1

Ornek 6. F(y):szy’zdx fonksiyonelinin y(0)=0, y(1)=1 sartlarin1 saglayan
0

ekstremallarini bulun.

Coziim. Bu problem icin Euler denklemi,

%(szy’)z 0

seklinde oldugundan, fonksiyonelin ekstremallar ailesi

_ G
Y(X)— X +C,

seklinde olur. Burada ci, c2 keyfi sabitlerdir. Bu ekstremallar y(0)=0 sartini
saglamadigindan bu varyasyon probleminin ekstremali yoktur.

1 2
Ornek 7. F(y):jx y'Z(X)dX fonksiyonelinin y(0)=0, y(1)=1 sartlarin
0

saglayan ekstremallarini bulun.
Coziim. Bu fonksiyonelin Euler denklemi

2
d 2x3y" |=0
dt
N
seklindedir. Bu denklemin genel ¢oziimii ise y(x): clx3 +C, seklindedir. Sinir
1
sartlarin1 saglayan tek ekstremsal Y (X) = X3 ekstremalidir. Bu ekstremal i¢in,

Lo2(, 2 ? L2
F(y0+h):Jx3 %x 34h(x)| dx= F(y0)+jx3h'2(x)dx2 F(y,)
0 0

1
oldugundan Y, (X) = X3 ekstremalin fonksiyonele mutlak minimum verdigi goriiliir.
1
Ama dikkate almak gerekir ki, Y, (X) = X3 fonksiyonu C[% 1] uzayma dahil degildir.
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Ornek 8. Maddi noktann A(a,ya) noktasmndan B(b,yp) noktasina bu noktalardan
S
gecen Y(X) egrisi iizere hareketinde hareket hizi r = x, yani a =0 formiilii ile

verildigini varsayalim. Bu halde A noktasindan B noktasina Yy(X) egrisi tizere
gosterilen hizla maddi nokta hareket ettiginde sarf olunan T(y) zamami asagidaki
formiille hesaplanir:

Bu fonksiyonel i¢in Euler denklemi,

d vy

4 ¥ .o
dX x\/1+ y'

seklinde olur. Buradan ise,

!

y

Xy/1+ Yy

oldugu bulunur. Burada c1 keyfi sabittir. Sonuncu denklemi ¢ézmek icin y’ = tgt

parametresini dahil edersek,

1Lzzisint.
Cy

X== ’
Cv,+Yy

1
Burada — = C gibi gosterilmistir. O zaman,
Cy
X=csint

olur. Diger yandan,

Y _ gt

dx

oldugundan buluruz,

dy =tgtdx =citgt.costdt =csindt.
Buradan ise,

y(t)=—ccost + ¢,
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oldugu bulunur. Boylece,
X=csint
y —C, = —Cccost
parametrik denkleminden t parametresini yok edersek,
x2 +(y—c, ) =¢c?

buluruz. Burada co, ¢ keyfi sabitler olup, bu denklem merkezi (0,co) noktalarinda,
yani ordinat ekseni lizerindeki noktalarda olan r=c yaricapli ¢emberler ailesinin
denklemleridir.

3.1.2.5. integral Alti Fonksiyonun Yalmz Y ve y’ Degiskenlerine Bagh Oldugu
Hal
f=1(yy)

Bu halde Euler denklemi

d

asagidaki sekilde olur.

fy - fyyry’ - fyry'y” - 0

(4)

Bu denklemi asagidaki sekilde yazalim:
1d ,
L8t yt,)0
y' dx

Buradan ise ekstremallar igin asagidaki denklemi buluruz[2].
! —_—
Sonuncu denklemin sag yanindaki ¢ keyfi sabit sayidir.

Ornek 9. Dénme yiizeyinin alanini ifade eden asagidaki fonksiyoneli ele alalim

b
S[y] :2njy 1+y'20x.

Bu fonksiyonelde

f =2ny\J1+y'?
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olup, yalniz y ve y' degiskenine baglhdir. Bu fonksiyonelin Euler denkleminin
yardimiyla elde edilen ekstremallar denklemi,

/. —
f-yf,=c
denklemi asagidaki gibi yazilir:

12
yJley2 - ¢

Burada c1 keyfi sabit sayidir. Burada da sadelestirmeler yaparak

y

buluruz. Bu denklemi ¢6zmek igin y’ = sht seklinde parametre dahil edilirse,

:Cl

y =c,cht
d
olur. dx = —¥ oldugundan ise,

_ cshtdt
sht

dx

c,dt; X=Cit + C2 .

Boylece, egrinin parametrik denklemi,
y =c,cht
seklinde alinir. Bu denklemden t parametresini yok etsek buluruz.

c,

y(x)=c,ch

Bu denklem zincir egriler ailesinin denklemidir. Bu egrilerin donmesinden elde
edilen ylizey Katenoid adimi alir. Buradaki c1 ve ¢z keyfi sabit sayilar egrinin sinir
sartlarinin saglanmasindan segilebilir. Bu egrilerin donmesinden elde edilen yiizey
minimal alanli olur. Diizlemde A(a,ya) ve B(b,yn) noktalarinin verilmesine baglh
olarak problemin bir, iki veya hi¢bir ¢ézliimii olmayabilir.

Ornek 10. Brahistohron hakkinda problemi ele alalim. Brahistohron hakkinda
problem adlanan problem Iohan Bernoulli tarafindan 1696 yilinda Acta Eruditorum
dergisinde yaymlanmigtir[1]. Bu tarihi adeta varyasyon hesabinin gelisiminin
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baslangici olarak alirlar. Bu problemde dik xoy diizleminde yerlesen, bir dik dogru
tizerinde olmayan A ve B noktalarini birlestiren dyle y egrisinin bulunmasi istenir ki,
maddi nokta siirtiinme ve ortamin mukavemeti dikkate alinmadan bu egri iizere
yuvarlanarak agirlik kuvvetinin etkisi altinda A noktasindan B noktasina en kisa
zaman siiresinde ulagsin. Burada ox ekseni yatay, oy ekseni ise dik olmakla asagi
yoneltilir. A noktasi ise koordinat baglangicinda alinir.

Maddi noktanin kendi agirlik kuvveti etkisiyle hareketindeki hiz,

d
= =J2gy

dt

formiilii ile hesaplanir. Bu formiilde g sabiti serbest diisme ivmesidir. Bu formiiliin
yardimiyla maddi noktanin A(0,0) noktasindan B(b,y») noktasina y(x) egrisi {izere
hareketinde sarf olunan zaman asagidaki formiille bulunur[2]:

J-w/1+ y'
J__ Jy
y(0) =0, y(b) = yb, b >0.

Bu fonksiyonelde f (X, Y, y') fonksiyonu yalniz y ve y’ degiskenlerine bagli olup,

x degiskenine agik sekilde bagli degildir. Buna gore de bu hal i¢in Euler denkleminin
birinci integrali vardir. Euler denkleminin birinci integrali,

f—yf,=c

seklinde yazilir. Boylece, ele aldigimiz fonksiyonel igin Euler denkleminin birinci
integrali uygun olarak,

/1_|_ yr2 ~ y12 e
\/y [y(l_i_ y12 )

seklinde olur. Bu denklemde sadelestirmeler yaparak

1 —
Vyﬁ+y“)_c

veya

y([1+y?)=

buluruz. Burada c; keyfi sabit sayidir. Sonuncu diferansiyel denklemi ¢ozmek igin
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ve

y' = ctgt almakla t parametresi dahil edelim. O zaman

=——= —=¢C,SInN“t=—(1-cos2t);
y l+ctg’t 2( )

_dy _2c;sintcostdt
y' ctgt

dx =2c, sin®tdt =c,(1—cos 2t)dt

X = cl(t = SIZth +C, :%(Zt —sin2t)+c,.

Boylece, aranan egrinin parametrik denklemi asagidaki sekilde bulunur.

Bu denklemde 2t = @ alalim. x=0 oldugunda y=0 sartinin saglanmasi gerektiginden,

C

X—C, :El(Zt—sin 2t),
Cl
y ZE(l—COSZI).

€2=0 oldugunu da dikkate alirsak asagidaki esitlikleri buluruz:

Bu alinan denklemler sikloidler ailesinin parametrik denklemleridir. Burada -

sabit yuvarlanan ¢emberin yarigapini gosterir. Bu yarigap egrinin B(b,yb) noktasindan
gecmesi sartindan bulunur. Boéylece, Brahistohron sikloida oldugu bulunur[3].

C, .
- % (p—sing),
X 2( sin @)

y=C—21(1—c059) .

3. 2. n Sayida Fonksiyona Bagh Fonksiyoneller

Bir¢cok pratik problemlerin ¢6ziimiinde sonlu sayida yl(x), yZ(X),...,yn (X)

fonksiyonlarma bagh

b
FYaYaor) = [ 00V Yoo Yo Vi Yoeoe 6
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seklinde fonksiyonellerle karsilasilir. Bu fonksiyonel Cr% [ab] uzaymda tanimlanmis

integral seklinde fonksiyoneldir. Hatirlatahm ki, C&[a p] Uzay! [a,b] araliginda

tanimlanmis siirekli ve siirekli diferansiyellenebilir (kendisi ve birinci mertebeden

tiirevi [a,b] araliginda siirekli olan)
y(0) = (¥2(X),¥2( %), ¥n(X))

seklinde vektor — fonksiyonlardir. C: [ab] uzayinda norm

Iyl = [ 0] (X)L Y00l (9] veye

as<x<b

|y =max{ max

a<x<b

Y, (X) |- max|Y, ()] |

as<x<h
formiilii ile tanimlanir[2].

3.2.1. Varyasyonun Hesaplanmasi

Cr% [ab] uzayinda verilmis (1) fonksiyonelinin birinci varyasyonunu yone gore
diferansiyelleme yontemiyle hesaplayalim. Bunun i¢in (1) fonksiyonelinde integral
altindaki f(X,yl,y2 N VN ,y'1 ,y'2 ,...,y'n) fonksiyonunun tiim argiimentlerine
nazaran ikinci mertebeye kadar (ikinci mertebede dahil olmakla) kismi tiirevleri var
ve slirekli olduklarini varsayalim. Bu sartlar saglandiginda (1) fonksiyoneli Cr}[a,b]

uzaymda diferansiyellenebilirdir. Bu fonksiyonelin varyasyonunu asagidaki
yontemle hesaplayalim:

d d | .
ﬁ(y’h):aF(Y"‘th)‘t:o :aj‘ f(X,y+th,y +th )dx‘tzo =
a

CL| o

b
J. X, ¥, +thy,....y. +th y, +th,...y. +th;1)dx\t:O =
a

£, [y +th,y )+t £, (x,y+th,y +t )b |ax, o =

) l—-——;cr ) l—-——,cr

fy1h1+...+ fy Dy + fy.lh'1+...+ f. hg}dx .

n

@)
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Burada h yer degisme vektorii olup h(X) = (hl(X),...,hn (X)) esitligi ile tammlanir

ve h ECi[a’b] .

3.2.2. Euler Denklemi (Ve Bir Ozel Hal)
(1) fonksiyonelinin

yl(a):Al,yz(a):Az,...,yn(a)qu} @)
Y1(b): BpYz(b): BZ,...,yn(b): B,

sartlarin1 saglayan ekstremum problemi i¢in gerek sart1 bulalim.

Genel teoreme esasen h(a)=0, h(b)=0 sartlarmi saglayan her bir he Cy,
icin ekstremal Y noktasinda F(y) fonksiyonelinin oF (y,h) varyasyonu sifira

esittir. (1) fonksiyonelinin (3) sartin1 saglayan ekstremum probleminin Euler

denklemini yazmak i¢in yalmz Y j(X) degiskenine artis verelim. Yani,
yl(x),...,y j _1(x),y j +1(x),...,yn (X) degiskenlerini fonksiyonelde degismez
saglayalim. Ama Y j(X) degiskenini yj(x)+ hj(X) degiskeni ile degistirelim.
Burada hj(X) fonksiyonu hj(a)zhj(b):o sartin1 sagliyor. Bu durumda
F(yl,...,yjfl,yj,yj +1,...,yn) fonksiyoneli yalniz yj(x) fonksiyonuna bagh

fonksiyonele doniistir:

~

F(yj): F(ylv"wyj_l’yj,yj+l,...,yn) (4)

~

Bu yaklagimla ekstremum problemi F(yj) fonksiyonelinin yj(a)zAj ,
y J-(b)z B j sartlarini saglayan ekstremum probleminin incelenmesi problemine

getirilmis olur.

Ama IE(yj ) fonksiyoneline yj(a): AJ— : yj(b): Bj sartlarinda ekstremum deger

veren y,(x) ekstremali asagidaki Euler denkleminin:

(o9 g
Idx Vi

yj(a):Aj ) yj(b): B;

sartlarini saglayan ¢6ziimii olmasi1 gerekmektedir.
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Burada Yy j(X) fonksiyonunda j indisi F degerleri alabilmekle keyfi alindigindan

tstte yazilmis Euler denklemi her bir y, (x),...,yn (X) fonksiyonlar1 i¢in yazilmig

olur. Buna gore de (1) fonksiyonelinin (3) sartlarin1 saglayan ekstremallar1 asagidaki
ikinci dereceli adi tiirevli

d .
w fy-j =0 , j=12..n (5)

Euler denklemler sisteminin
sinir deger sartlarini saglayan ¢ozlimleridir.

Bazen Euler denklemler sistemini agik sekilde yazmak daha faydali olur. Bunun i¢in

d n , n .
& fy'j : fy'jx y é fy'j Yk Yiet ; fy'jy'k Yi

acilimindan istifade edilebilir.

Ornek 1.

F(y,z):J‘(y'2 + 7 +2yz)dx
0
fonksiyonelinin

y(0)=0 ,y(gjﬂ

2(0)=0 ,z(f) =1

2

sartlarin1 saglayan ekstremallarini bulun.

Coziim: Bu fonksiyonel i¢in Euler denklemler sistemi asagidaki sekilde alinir:
y —z=0,
z —y=0.

Burada z = y" seklinde alip ikinci denklemde yerine yazarsak y fonksiyonunu

bulmak i¢in;
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y" —y=0

denklemini buluruz. Bu denklemin karakteristik denklemi

k*—1=0
ve kokleri
k, =1 , k, =-1 , Ky =1 , k, =—I

oldugundan y"™ —y =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri €*, €, cosx ve

sinx olur. Genel ¢dziim
y(x)=c,e* +c,e™ +c,cos X +c, sinx

seklinde yazilir. Z(X): y" (X) oldugundan
z2(x)=c,e* +c,e " —Cc,CosX—c, sinx

genel ¢oziimii bulunur. Sinir sartlarindan ¢, =c, =¢, =0 , ¢, =1 olduguna gore
y(x)=sinx , z(x)=—sinx

ekstremal1 bulunur.

Ozel Hal.

Euler diferansiyel denklemler sisteminin genel ¢6ziimii ¢ok az halde, acik sekilde
yazilir. Bu yiizdende ¢ok az-az hallerde ekstremaller agik sekilde bulunurlar. Ama
(1) fonksiyonelinde integral altindaki fonksiyon X degiskenine acik sekilde bagl

olmadigindan, yani; f(yl,...,yn,y'l,...,y'n) seklinde oldugunda (1)
fonksiyonelinin Euler diferansiyel denklemler sisteminin mertebesi azaltilabilir.
Gergektende,

f. =0

y X

oldugundan Euler denklemler sistemi asagidaki sekilde yazilir:
n

f)’i _ny'jyk Yy _kZ:;fy‘jy'k Ye=0, j=12,..n

k=1

Bu denklemin her yanim y'J. degiskeni ile garpip j indisine gore 1’den n’e kadar

taraf tarafa toplarsak asagidaki esitlik bulunur:
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_Z;, Y= 2 2 Wi =2 2 L ey =0
1= j

j=1k=1 j=1 k=1

Bu denklemin sol yan

F (Yoo Yo ¥ )= DY
j=1

ifadesinin x degiskenine gore tam diferansiyelidir. Buna gore de

d ‘ ‘ .
103t |0
X — j

yazilir. Bu denklemin her yanini X’e gore integrallersek Euler denklemler sisteminin
bu 6zel hal i¢in birinci integrali bulunur:

TR B 33 f; =c.
1

j=

burada c¢ keyfi sabit sayidir. Bu esitligin sol yanina bulunmus ekstremallar
yazildiginda c sabiti i¢in belli uygun degerler bulunur.

Ornek 2.

F(y,z):i\/1+i//';+ z° d

fonksiyonelinin Euler denklemler sistemini yaziniz.

Coziim. Bu fonksiyonelin Euler diferansiyel denklemler sistemi asagidaki sekilde
elde edilir:

1 1+y'2+z'2 d y _o

X Jy1ey®+2°)

dx 2 2 =0.
S Jy1ey®+2%)

yukarida gosterilen ilk esitlige gore
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yf.—zf. = 1 1
! i \/y\/1+y'2+z'2

esitligini buluruz. Ustteki ikinci denklemden ise,

f - =C,

z 1
:C2

esitligini buluruz. Bu denklemlerde C, ve C, sabit sayilardir. Bu iki denklemden

. C
z =-2=k
Cy

ve boylece , z(X)=kx+C, oldugu bulunur. Burada c, integralleme sabitidir.

2
Sonuncu, elde ettigimiz denklemlerin birincisinde Z = k? esitligini dikkate alirsak
y(x) ekstremalr i¢in asagidaki diferansiyel denklem bulunur:

1 1
=c,.
\/y\/1+k2+y'2 1

Bu denklemden

y'zchiy—(k2+l)

veya

y: = (k%l){i - 1)

c?y

oldugu bulunur. Burada C= (k2 + 1) C12 , sonuncu denklemi degiskenlerine

ayirarak buluruz:

dx = 21 dy .
e, [1
c?y

Bu denklemi integrallersek
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1 dy
=+
3 \/k2+1j\/1 .

czy_

X—C

1
buluruz. Burada c, yeni bir integralleme sabitidir. Son esitlikte —- =M yazilirsa
C

ve
., 0
=mr , r=sin*—
y 2

degiskenlerini kullanirsak:

m / T
X—C, =1 dr =
: '\/k2+1'[ 1-7

I(l—cos@)d@

-+

m
241 +k?

buradan ise asagidaki sekilde parametrik ¢oziim bulunur:

X—C (6-sing),

m
—4F &
N NE
. ,0 m
=msin’==—(1-cos@).
y ) 2( )

Bu denklem, yukaridaki parametrik esitliklerle verilen egri sikloid egrisidir. Bu egri
Z = kx+ ¢, diizleminde bulunur.

Ornek 3.

2

F(y,z):_"(y'2 +2° + z'z)dx

1

fonksiyonelinin
y1)=1.y(2)=2,2(1)=0, z(2)=1
sartlarin1 saglayan ektremallerini bulun.

Coziim. Bu fonksiyonel i¢in Euler diferansiyel denklemler sistemi
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d

f,——f. =0,
dx
f, —if, =0
dx *
asagidaki
y =0,
z—-27 =0,

seklinde alinir. Bu sistemi ¢6zdiigimiiz zaman buluruz:
y(x)=c,x+c, , z(x)=c,e*+c,e™.

Sinir sartlarinin saglanmasindan

bdylece aranan ekstremal
y=X

L sh(x-1)
~ shl

seklinde bulunur.

3.2.3. Hamilton Prensibi. Lagrange Denklemi

Varyasyon hesabinda elde edilen Euler diferansiyel denklemler sistemi uygulamali
matematigin bircok dallarinda, 6zellikle de maddi noktanin dinamiginde ¢ok 6nemli
rol oynamaktadir[2].

Mesela, sonlu sayida maddesel noktalardan (kiitlesi olan parcaciklardan) olusan
mekanik sistemin hareketi (zamana gore durumu) Hamilton integrali olarak
adlandirilan integralle verilen (tanimlanan) bir fonksiyonelin ekstremum sart:1 ile
belirlenebilir. Bunu kisaca agiklayalim:

Mekanik sistemin durumu n sayida bagimsiz (,,d,,...,q, (genellestirilmis)

koordinatlarla bir degerli olarak belirlendiginde bu sistemin n sayida serbestlik
derecesi vardir denir. Mesela, sistemin bir maddesel noktadan (bir parcaciktan)
olustugunda bu sistemin (,,q,,q, genellesmis koordinatlar1 olarak noktanin

kartezyen veya kiiresel koordinatlari alinabilir. Bu koordinatlarla bir pargacikli
sistem bir degerli olarak belirlendiginden bir pargaciktan olusan sistemin serbestlik
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derecesi n=3 olur. Sistem iki tane, birbiriyle uzunlugu / =1 olan, kiitlesiz sert bagla
baglanmis parcaciklardan olustugunda q, genellesmis koordinatlar olarak parcacigin

birinin li¢ kartezyen koordinatlar1 ve iki tanede parcaciklar1 birlestiren dogrunun
yonii alinirsa, bu iki pargacikli sistemin durumu bu tiir secilmis, genellestirilmis
koordinatlarla tam belirlenir. Buna gore de bu iki parcacikli sistemin serbestlik
derecesi n=5 olur[1].

Genel olarak dinamik sistem bu sistemin kinetik enerji ve potansiyel enerji
fonksiyonlartyla tam olarak verilir. Sistem zamana bagli olarak hareket ettiginde,
sistemin durumunu bir degerli olarak belirleyen ¢, genellesmis koordinatlar: t

dg, . .
zamaninin qi(t) fonksiyonlar1 olur. Bu durumda % =Q. = qi(t) “genellesmis”
hizlar olur. Bu halde

n

T=T(0,.0,-- 0,0 4,)= D 43,4, (1)

ij=1
seklinde 6yle T=T(q,,...q,.d,,...4,) fonksiyonu bulunur ki, bu fonksiyon
sistemin kinetik enerjisini ifade eder. Bu fonksiyonda &; =a; olmasiyla bu
katsayilar t degiskenine agik sekilde bagl olmayip q,,q,,...,q, koordinatlarinin
fonksiyonlar1 olur. (1) fonksiyonu asagidaki yontemle elde edilebilir.

Sistemin maddesel noktalarinin kartezyen koordinatlarinin, sistemin genellestirilmis
d,,q,,...,d, koordinatlartyla ifade edildigini varsayalim. O zaman

X = X (G- ),
Vi = Y@y n) ¢ k=12,..m.
2y = 2, (G- A1),
Maddesel noktalarin hizlarinin kartezyen koordinatlar1 genellesmis ¢, hizlarinin
lineer homojen fonksiyonlar: seklinde ifade edilebilir:
n n

. K o . OO, . oz,
%= —Kd;, yo=> 254, 2 =) —*q;. ¥
‘ ;8% o ;8%‘ ‘ J-Z:;@qj’

Parcaciklarin kiitlelerinin onlarin uygun hizlarmin karesine carpiminin yarisinin
toplami sistemin kartezyen koordinatlardaki kinetik enerjisini ifade eder :

T=D el +vi +20). ©
K=1
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(2) esitliklerini (3) esitliginde dikkate alirsak T kinetik enerjisinin (1) formiilii ile
verilen ifadesini buluruz.

Dinamik sistem kinetik enerji fonksiyonundan bagska U = (q1 .0, ,...,qn) potansiyel

enerji fonksiyonu ile de karakterize olunur. Sistemin potansiyel enerji fonksiyonu
yalmz genellesmis (,,...,, koordinatlara bagl olup a¢ik sekilde t zaman

degiskenine bagl degildir.

Dinamik sistem teorisinde, potansiyel enerjinin sisteme etki eden dis kuvvetleri
belirledigi gosterilir. Kiitleleri m,,m,,...m_ olan maddesel noktalar sisteminin
verildigini varsayalim. K numarali pargacigin kartezyen koordinatlart X, ,Y,,Z,

olsun. Bu sistemin dinamik hareketi Newton denklemler sistemi ile verilir:

Burada f,,,f, ,f, k numarali maddesel noktaya etki eden f, kuvvetinin

ky s "kz

koordinatlaridir.

. kuvvetlerinin potansiyel fonksiyonuna sahip olduklarini varsayalim.
Yani Oyle bir;
U =U(X, Y1210 X Yo Zim )

fonksiyonu var ki,

U U U
fioe = __8 vty T _8 v ke T _8_ o k=1.2,...,m.
Xy Yy 0z,
. , k=1,2,...,.m kuvvetlerinin potansiyel U fonksiyonunun var olmasi

dx, ,dy,,dz ,...dx_,dy_,dz_ yer degistirmelerinde sisteme etki eden kuvvetlerin
yaptigi isi hesaplamaya imkan verir:

—du = Z( fadx +  dy, + szdzk): _Z[Z_dek +2y—udyk +(2—Udzk j
k=1

k=1 Kk k k

Boylece, sistemin bir durundan diger duruma gegisinde goriilen is sistemin baslangi¢
durumundan son duruma ge¢is yoluna bagli olmayip U potansiyel enerjisinin uygun
durumlardaki degerleri farkina esit olur.

Sistemin potansiyel enerji fonksiyonu U (X;,Y;,Z1,.-X»YimZm) fonksiyonunda

X, =% (0g,--00) » Ve = Ve (@reraQn) » 2 = Z,(0y,...Q,, ) doniisiimleri dikkate
aliirsa, o zaman U fonksiyonunun,
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U=U(q,...q,)
ifadesi bulunur.

Dinamik sistemin verilmis baslangic durumundan verilmis son duruma t;, <t <t,

zaman araligindaki reel gecisi 0yle yapilir ki, bu harekette

H(G,--0n)= [ (T -U)dt ©

Hamilton fonksiyoneli ekstremum deger alir. Burada ifade edilen bu prensibe
Hamilton prensibi denir. Hamilton prensibi dinamigin esas prensibidir. Dinamigin
birgok kanunlar1 bu prensipten alinir. Hamilton fonksiyonelinin ekstremumu igin

gerekli sarti yazdigimizda Euler denkleminden sistemin hareketinin Lagrange
denklemi elde edilir[1]:

dor ot __oJ Ci=12..n (6)

dt adi 0q, aq,

Lagrange denklemleri analitik dinamigin esas denklemleridir.

Lagrange denklemlerinden enerjinin saglanmasi kanunu elde edilir. Gergektende,
Hamilton fonksiyonelinde integral altindaki fonksiyon L =T —U fonksiyonu acik

sekilde serbest t degiskenine bagli degildir. L=T —U fonksiyonuna Lagrange
fonksiyonu denir. Bu yilizden Hamilton fonksiyonelinin Euler denklemler sisteminin
bir integrali asagidaki sekilde olur:

T—U—Zdia(T—fu)zc. @
=1 aqi

Bu ifadede U fonksiyonu (;]i degiskenlerine bagl olmadigindan ve T fonksiyonu ise

g, degiskeninin karesine homojen bagl oldugundan

e (T-U) & aT
Zqi(—.):ZQi —=2T
= 0q, = 0q,
olur. Bunu (7) denkleminde yerine yazarsak
T +U =const.

Boylece, maddesel noktalar sistemin tam enerjisi ( kinetik enerji ile potansiyel
enerjinin toplami) zamana bagl olarak degismez.
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. 1 -2
Ornek. Kinetik enerjisi T = me ve potansiyel enerjisi U(x) olan m kiitleli bir

parcaciktan olusan sistemi ele alalim. Bu parcaciga etki eden kuvvet

-

formilii ile hesaplanir. (6) denklemine uygun olarak bu sistemin hareketinin
Lagrange denklemini yazalim:

d (m%)—M:m;— f(x)=0.

& OX

Bu denklem m kiitleli parcacigin hareketinin Newton denklemidir.

3.3. Yiiksek Mertebeli Tiirevlere Baglhh Fonksiyoneller

b

F(y):j f(x,y,y',...,y(”))dx 1)

a
Yukaridaki sekilli fonksiyonelleri ele alalim. Bu fonksiyonellerde integral altindaki

f(x,y,y' ,...,y(")) fonksiyonunun tiim argiimentlerine gore birinci mertebeden
kismi tiirevlerinin var ve siirekli olduklarini varsayalim. Bu halde (1) seklindeki

fonksiyoneller @ < X <b araliginda tanimlanmis n-ci mertebeden tiim tiirevleri (n-Ci
mertebede dahil) siirekli fonksiyonlar olan y =y(x) fonksiyonlar kiimesinde

tanimlanmis olur. Bu kiimede y(x) fonksiyonunun normu

y"(x)| }

formiilii ile tanimlanir. Elde edilen bu lineer normlu uzay C[r;’

y'(x)‘,...,max

as<x<b

= max{ mascy(x)], max

as<x<b

b] gibi gosterilir.

Fonksiyonelin varyasyonunun

d
5F(x,y):a F(y+th)\t:O

formiiliinii kullanarak (1) fonksiyonelinin varyasyonunu hesaplayalim:

b

F(y,h)= dry (x,y(x)+th(x),y (x)+th'(x),....y"(x) + th™(x)) dx]
dt

a
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Boylece, (1) fonksiyonelinin varyasyonu i¢in agsagidaki formiil elde edilir:

b
SF(v.)=[(fh+ £ 0+ £ 0 Jax. @
(1) fonksiyonelinde f(x,y,y' ,...,y(”)) fonksiyonunun tiim argiimentlerine nazaran

N+ 2 mertebeye kadar (N+ 2 de dahil olmak iizere) tiim kismi tiirevleri var ve
siirekli olduklarim varsayalim. y = y(x) fonksiyonu ise Clap) Uzaymna dahil olan

fonksiyon olsun. Bu sartlar saglandiginda (1) fonksiyonelinin

y@)=A .y (@)=A ,---,y(“”(a)=Anl}
y(b)=8, .y (b)=B, .....y""(b)=B,,

sartlarin1 saglayan ekstremallar1 i¢in gerekli sarti bulalim. Bu (3) satlarindaki
ALAL.. A B, ,B,,... B, , parametreleri 6nceden verilmis sabit sayilardir. (1)

(3)

fonksiyonelinin (3) sartlarini saglayan ekstremallerinin asagidaki

d d’ n d”
f———f +——f +..4+(=1) > fo

=0 4
dx ¥ dx? )

Euler diferansiyel denkleminin (3) sartlarin1 saglayan ¢oziimleri olduklarin
gosterilebilir.

Bunu gostermek i¢in (2) formiiliindeki toplamin integralini ayr1 ayri integrallerinin
toplam1 gibi yazip sonra her bir integrali alip parga parca integrasyon formiiliiniin
yardimiyla asagidaki gibi ifade edilir[1]:
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dx Vv .
dn—l b b dn
n-1 n
+(-1) [dx”l f (n)jh(x)1 + (10 (dx” fy(n))h(x)dx

(3) smir sartlarinin y(x)+ h(x) fonksiyonu ve onun tiirevlerinin saglanmasi igin

h(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun h'(x),... h"*(x) tiirevlerinin

h(a)=h'(a)=...=h""(a)=0 ,

h(b)=h'(b)=...=h"?(b)=0 , (5)

homojen sartlarin saglanmas1 gerekir. (5) sartlarimi tstteki formiillerde dikkate
aliirsa:

b b Kk
d
J- fy(k)h(k)(X)dX = (— 1)kJ. (d—k fy(k) J h(X) dX ,k = 1,2,...,n (6)

bulunur. Sonuncu esitligi F(y) fonksiyonelinin (2) formiilleriyle gosterilen

varyasyonunda dikkate alinirsa (1) fonksiyonelinin varyasyonunu asagidaki sekilde
yazabiliriz:

SF(y,h)= j- (Zn:(— 1) & fy(k)) h(x)dx . )

K
2 \k=0 dx

Béylece , (1) fonksiyonelinin y(x)eC’'

(5] elemaninda ekstramum deger almasi i¢in

gerek sart (5) sartlarii saglayan her bir h(x)eCZ

[ab] artis1 icin bu fonksiyonelin

varyasyonunun sifira esit olmasidir. Yani,
oF(y,h)=0

veya
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T[ji@iyft-%”jmxwx=0 ©

k
- i dx

esitliginin saglanmasidir.

Sonuncu esitlikte integral altinda parantez igerisinde olan

Y

k yk)
k=0 dx” 7

ifadesi sartlara gore X degiskenine gore siirekli fonksiyondur. Bu yiizden (8)
esitliginden varyasyon hesabinin esas lemmasina goére buluruz:

S f =0

k 'y(k)
k=0 dx®

Boylece, (1) fonksiyonelinin (3) sartlarini saglayan ekstremallart 2N dereceli adi
tiirevli (4) Euler diferansiyel denkleminin (3) sartlarini saglayan ¢éziimleri olmalidir.
(4) diferansiyel denklemlerine bazen Euler-Poisson denklemleri de denir[1]. Bu

diferansiyel denklemin genel ¢oziimii 2N sayida keyfi sabitlere bagli olur. Bu
sabitler (3) sinir sartlarindan bulunabilir.

Ornek 1. Asagidaki

1

F(y):j(x2 + y"z)dx

0

fonksiyonelinin (y(O) =1y (0) =1, y(l) =2,y (l) = l) sartlarin1  saglayan

ekstremallarini bulun.

Coziim. Verilmis fonksiyonelde N=2 oldugundan bu fonksiyonel i¢in Euler-
Poisson diferansiyel denklemi

fy—if,+d
dx

~f.=0
dx® Y

seklinde yazilir. Bu fonksiyonelde integral altindaki f = (X2 +y 2) fonksiyonu Y
ve y' degiskenlerine bagli olmadigindan fy =0 ve fy. =0 oldugundan bu
fonksiyonel i¢in Euler-Poisson denklemi
g2
dx*

(2y')=0
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veya
y(w) =0

seklinde elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii ise
y(x)=c,x* +¢,x* +¢,x+c,

seklinde yazilir. Elde edilmis genel ¢0ziimiin smir sartlarini saglamasindan
c,,C,,C,,C, sabitleri i¢in ¢, =c,=0 ve c, =c, =1 oldugu bulunur. Boylece,
verilmis fonksiyonelin verilen sartlardaki ekstremumu yalniz y(x): X+1

dogrusunda gerceklesebilir.

Ornek 2.

fonksiyonelinin y(0)=1,y(0)=0, y(%) =0,y (%) =—-1  sartlarim

saglayan ekstremalini bulun.

Céziim. Bu fonksiyonelde f =y"* —y? fonksiyonu Yy degiskenine bagh
olmadigindan N =2 icin Euler - Poisson diferansiyel denklemi

f—if,+d
y y

f.=0,
dx

dx® ¥

2

_ _oy d” ¢ _5ym
f,==2y,f. =2y ved f.=2y

oldugundan asagidaki sekilde olur:

ytv _ y — 0 .
Bu denklemin genel ¢6ziimii ise
y(x)=c.e* +c,e” +c,cosx+c, sinx

seklindedir. Smir sartlarmin saglanmasindan da ¢ ,c,,C,,C, sabitleri i¢in
Cc,=c,=cC, =0 ve c, =1 degerlerini buluruz. Boylece fonksiyonelin ekstremum

degeri yalniz Y = COS X fonksiyonunda gerceklesebilir.

Ornek 3.
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b

F(y)=[(y* - 20(x)y)x

a

fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonelde (D(X) verilmis fonksiyondur. Bu
fonksiyonelin Euler-Poisson diferansiyel denklemi

y(lv) — @(X)
seklinde alinir.

Burada sonlu sayida fonksiyonlarin yiiksek tiirevlerine bagli fonksiyonelleri ele
alalim. Asagidaki:

b
F(yl,yz,...,ym):jf(x,yl,yl',...,yl("”,...,ym,ym',...,ym("””))dx 9)

seklindeki fonksiyonelleri ele alalim.

Bu fonksiyonelin Euler-Poisson denklemini elde etmek igin (9) fonksiyonelinde,
mesela . (X) degiskenini . (X)+ h, (X) seklinde degistirirsek, ama diger
Yi:YoseYiigs Yier--Ym degiskenlerini degismez saglarsak (9) fonksiyoneli bir
tane . (X) fonksiyonunun yiiksek mertebeli tlirevine bagli fonksiyonele doniisiir.

~

Sonugta elde edilen bu F(yi) fonksiyoneli i¢in Euler-Poisson diferansiyel
denklemini yazacak olursak buluruz:
o d”

d
f, o f, +..+(=1) o f,u =0.

Buradaki i indisi keyfi olup 1=1,2,...n degerlerini aldiginda (9) fonksiyonelinin
asagidaki sekilde Euler-Poisson denklemler sistemini elde etmis oluruz:

n; d k .
D1 S f, =0, i=L2.m. (10)
k=0

Ozel halde (9) fonksiyoneli, mesela

b

F(y,z)zjf(x,y,y',...,y(”),z,z',...,z(m))dx (11)

a

seklinde olursa, o zaman bu fonksiyonelin Euler-Poisson diferansiyel denklemler
sistemi asagidaki sekilde yazilirsa:
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Not. (1) fonksiyonelinde integral altindaki f(x,y,y',...,y(")) fonksiyonu y

degiskenine bagli olmadiginda fy =0 oldugundan Euler-Poisson denklemi

asagidaki sekilde olur:
2 n
—if.+d—2f‘.+ +(—1)nd f.=0.
dx ¥ dx® ? dx" ¥

Bu denklemin her yanini X degiskenine gore bir kez integrallersek buluruz:

d - dn—l B
fy- —& fy-- + ...+(— 1) an—l fy(n) =C.

Boylece, Euler-Poisson denkleminin derecesi asagi indirilmis olur.

Ozel halde f fonksiyonu x degiskenine bagli olmadiginda X degiskeninin y- nin
fonksiyonu oldugu kabul ederek (1) fonksiyoneli

Y1

I¢(y,x' X x™)dy

Yo

seklinde yazilir ki, bu fonksiyonel i¢inde iistteki hale uygun olarak

n-1
n-1 d

dyn—l

d
@, —d—y¢x.. +..4+(=1) B =C

denklemi yazilir.
3.4. Cok Degiskenli Fonksiyonlara Bagh Fonksiyoneller

3.4.1. Cok Degiskenli Fonksiyonlara Bagh Fonksiyonellerin Varyasyonun
Hesaplanmasi

F(u):“ f(x,y,u,%,%ujdxdy 1)

fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonelde integral altindaki
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ox oy

fonksiyonun tiim arglimentlerine gore birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlerinin

( au auj
fl x,y,u,—,—

oldugunu varsayalim. (1) fonksiyoneli kapali G bolgesinde tanimlanmis stirekli 5_
X

ou
ve 6_ kismi tirevleri olan u(x,y) iki degiskene bagli fonksiyonlar kiimesinde
y
tanimlanmis ¢ok degiskene bagli fonksiyona bagli fonksiyoneldir. Kapali G
bolgesinde tanimlanmis siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarin u(x,y)

|

formiilii ile tanimlanir. Bu lineer normlu uzay C* (G) gibi gosterilir.

kiimesinde norm:

au
oy

ou
sty

(x.y)G "(x,y)eG

Huwzmax{max

(1) fonksiyonelinin varyasyonunu hesaplayalim:

oF

—

d
uh)= SFh), =

]'f(x,y,u-+th,ux-+thx,uy-+thy)dXdYL_o =
G

_fuh(x,y)4-fuxhx(x,y)+-fuyhy(x,y)]dxdyL:O =

I
—
o o 2o

-+ £, + £, Joxdy

Boylece (1) fonksiyonelinin varyasyonu i¢in asagidaki formiilii buluruz:

SF (uh)= [ [h(ey)+ fh (oy)+ 1,0 (cy) [y, @

3.4.2. Euler-Ostrogradskii Denklemi
(1) fonksiyonelinde integral altindaki f (X, y,u,u, ,uy) fonksiyonun tiim
argiimentlerine gore ikinci mertebeye kadar (ikinci mertebede dahil olmakla) kismi

tirevlerinin var ve siirekli olduklarim1 varsayalim. (1) fonksiyonelinin CZ(G)

uzayinda tanimlandigini varsayalim. CZ(G) uzay1 kapali G bolgesinde tanimlanmig
ikinci mertebeye kadar (ikinci mertebede dahil olmakla) kismi tiirevleri var ve
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strekli olan u(x,y),v(x,y),... fonksiyonlarmin normlu uzayidir. UECZ(G)

|

G bolgesinin smirmi L ile gosterelim. L egrisi iizerinde tanimlanmis (p(x,y)

elemaninin normu

l"IX

u

, max |u, u, Uy,

, Max
(x,y)eG

, max
(x,y)eG

, max
(x,y)eG

ul| = max{ max
(x.y)eG

(x,y)eG

u|, max
(x,y)eG

y

formiilii ile tanimlanir[4].

fonksiyonunun verildigini varsayalim.

Asagidaki:
J\/Lz{ ueC?(G):ul =¢(x, y)}
kiimesi C* (G) uzayinda bir lineer afin manifoldu olusturur.
(1) fonksiyonelinin M lineer afin manifoldunda yerlesen ekstremallarini bulalim.

Bunun igin F(u) fonksiyonelinin AF = F(u + h)— F(u) artigii U,U+heMm
olmak sartiyla hesaplamamiz gerekir. Bunun ig¢in ise h(x,y) artis fonksiyonu

h(x,y)e C*(G) sartin1 ve
h(x,y)|, =0 3)
siir sartin1 saglamasi gerekir. Gergektende U,U + N € M olmak iizere
u(x,y)|_ = e(x,y) ve (u(x,y)+h(x,y))|, =e(x,y)
sartlarindan N € M ve h(x,y)| =0 sartlart saglanr.

(1) fonksiyonelinin varyasyonunun (2) formiiliinde

9 o,
f h, :&(fuxh)— —-h.

fn =2 (1 n)-Tup
o " oy

u, 'y

formiillerinden istifade edersek bu fonksiyonelin &:(u,h) varyasyonu i¢in
asagidaki ifadeyi elde ederiz:
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éF(u,h)=” {fu—gfux —%fuy}h(x,y)dxdy+
”[ (f h)} dxdy .

4) formiiliindeki ikinci integrali hesaplayalim bunu yapmak icin matematik

(4)

analizden belli olan asagidaki sekilde yazilan Green formiiliinii uygulayalim;
0Q oP
] (—Q——jdxdyszdx+Qdy.
% 1

Green formiilinde P=—f h ve Q = fux h alirsak buluruz:

” {axf h)+ (f h)}dxdy:

:j_ f,, hdx+ f, hdy .
L

Q)

h(X, y)|L =0 oldugunu (5) esitliginin sag yaninda dikkate alirsak;

- £, e+ £, hay =0
L
oldugu elde edilir. Buna gore de h(X, y) |L =0 sartinda;

H{ (f h)}dxdyzo

oldugu bulunur.

Boylece (1) fonksiyonelinin M lineer afin manifoldundaki varyasyonu i¢in

0 0
oF (u,h)= {fu -—f, ——f, }h(x,y)dxdy
J;;J‘ OX 8y y

formiili bulunur.

(1) fonksiyonelinin M lineer afin manifoldundaki ekstremallari igin

h(x,y) |L =0 sartin1 saglayan h e C*(G) icin
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F(u,h)=0

sartinin saglanmasi veya
[[{fu—~éifw-—fz-g }h(x,y)dxdyzzo
S oX oy "’

sartinin saglanmasi gerek sarttir. Bu esitligin sol yaninda integral altinda parantez
i¢cerisindeki

f-9¢ 9
ox ooy

ifadesi G bolgesinde siirekli fonksiyon oldugundan istteki esitlige varyasyon
hesabinin esas lemmasini uygularsak buluruz:

L

“ox M oy o =0 ©)

Boylece (1) fonksiyonelinin M afin manifoldundaki ekstremallarin1 bulmak igin

kismi tiirevli ikinci mertebeli (6) diferansiyel denkleminin
u(x.y)|, = e(x.y) 7)

smir sartlarmi saglayan ¢oziimiinii bulmak gerekir. Ikinci dereceli kismi tiirevli
diferansiyel denklem olan (6) denklemine (1) fonksiyonelinin Euler-Ostrogradskii
denklemi denir[3].

Ornek 1. u= u(x,y), (X, y)e G fonksiyonu ile verilen regiiler yiizeyin, yani her
bir (X, y) € G noktasinda teget diizlemi olan ylizeyin alan1 tanimlandigi G
bolgesinde

S(u)=”1/1+ u? + u’dxdy

formiilii ile hesaplanir. Bu formiilde G kapali ve sinirli bolgedir. L ile G bdlgesinin
smirint gosterelim. Dikkat edilirse , S(u) ifadesi Cl(G) uzayinda bir fonksiyonel

tanimlar.

Simdi sinir1 kapali L egrisi olan en kiigiik alanli yiizeyin bulunmasi problemini ele
alalim. Boylece, bu problemde L egrisi ile simirlanmis, S(u) fonksiyoneline

minimum deger veren, U = u(x, y) ylizeyinin bulunmasi istenir.
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Boyle bir yiizeyi bulmak i¢in S(u) fonksiyonelinin Euler-Ostrogradskii denklemini
yazalim. S(u) fonksiyonelinin Euler-Ostrogradskii denklemi, fonksiyoneldeki f
fonksiyonu u degiskenine bagli olmadigindan ve buna gére de f, =0 oldugundan

0 U, 0 uy

A S — +_
OX| J1+ug+u; | oY \/1+uf+u§

=0

veya
u,(l+u?)-2uuu, +u (1+u?)=0 (8)
seklinde alinir.

(8) denklemi egriligi sifira esit olan yiizey denklemidir. Boyle ylizeylere minimal
yiizeyler denir. Pratik olarak boyle yilizeyler L egrisine ¢ekilmis sabun kopiigii ile
reellestirilir (gergeklestirilir).

Ornek 2.
F(u):H(uf +uj)dxdy

fonksiyonelinin u(x, y){L — (p(x, y) sartin1 saglayan ekstremallarini bulunuz. Burada

L egrisi G bolgesinin siniridir.
Coziim. Bu fonksiyonel igin Euler-Ostrogradskii denklemi:
Au=u, +u, =0

seklinde elde edilir. Bu denklem u(x,y) fonksiyonu i¢in Laplace denklemidir.

Boylece, ele alinan ekstremum probleminin ekstremalini bulmak igin Laplace
denklemi i¢in agagidaki Dirichlet problemini ¢6zmek gerekir:

jt ZZ(XA/)}

Dikkate alalim ki, Laplace denklemi ic¢in Dirichlet problemi matematiksel fizik
teorisinde esas problemlerdendir.

Ornek 3.

F(u)= ”(uf +uj +2p(x, y)u)dxdy

G
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fonksiyonelinin G bolgesinin sinirinda u|L = go(X, y) sartini saglayan ekstremallerini

bulunuz. Burada integral altindaki y/(x,y) fonksiyonu ve (p(x,y) fonksiyonlari

verilmis belli fonksiyonlardir.

Coziim. Bu fonksiyonelin Euler-Ostrogradskii denklemi:
Uy + Uy, =(X,Y)

veya
Au=y(x,y)

seklinde almir. Bu denkleme Poisson denklemi denir. Bdylece, verilmis bu
ekstremum probleminin ekstremallerinin bulunmasi Poisson denklemi i¢in agagidaki
Dirichlet probleminin ¢dziilmesine getirilir:

Au =y(x,y),
ul, =e(x,y).

Poisson denklemi icin Dirichlet problemine matematiksel fizik teorisinde sik-sik
rastlanir.

2.4.3. n- Degiskenli Fonksiyona Bagh Fonksiyoneller
Sonlu n degiskenine baglh u(xl yons ,Xn) fonksiyonuna baglh

F(u):”j f(xl,...,xn,u, u a_u] dx,dx, .. dx,

ox, oX,

1

fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonel icin benzer islemler yaparak Euler-
Ostrogradskii denklemini asagidaki sekilde buluruz:

R

k=1 OXy

Ornegin,
F(u)=j”(uf +Uj +u22)dxdydz
G

fonksiyonelinin ekstremalleri i¢in Euler-Ostrogradskii denklemi
Au=u, +u, +u,=0

seklinde alinir.
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Dikkat edelim ki, F(u) fonksiyoneli u fonksiyonunun yiiksek dereceli kismi

tiirevlerine bagli oldugunda bu tiir fonksiyonel i¢in benzer sekilde islemler yapilarak
uygun Euler-Ostrogradskii denklemi yazilir.

Mesela,
F(u)= J-f(x,y,u,ux,uy,uxx,uxy,uyy)dxdy
G

fonksiyonelinin Euler - Ostrogradskii denklemi;

2 2 2
f—gfu —gf +6 f, + 0 f, szu =
o oxoy oyt ™

oox ooy v ox?
seklinde almir. Bu denklem dordiinci dereceden kismi tiirevli diferansiyel
denklemdir. Ozel halde F(u) fonksiyoneli:

0

a) Fonksiyonel,

F(u)

”(ufx +Uug, + 2ufy)dxdy

G

seklinde oldugunda Euler-Ostrogradskii denklemi:

4 4 4
AAu:alj+2 62u2+81j:
OX ox“oy® oy

0

seklinde alinir. Burada

o o o

AA= + 2 +
ax4 6X28y2 ay4

diferansiyel operatdriine biharmonik operator denir.

b) Fonksiyonel,

F(u)= H(ufx +up, +2u; - Zz/j(x,y)u)dxdy
G

seklinde oldugunda ise Euler-Ostrogradskii denklemi:
MU=y (xy), (xy)eG

seklinde alinir. Burada W(x,y) fonksiyonu verilmis belli fonksiyondur. Burada
alinan Euler-Ostrogradskii denklemi homojen olmayan denklemdir.
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4. SARTLI EKSTREMUM ICIN VARYASYON HESABI

4.1. Diferansiyellenebilen Fonksiyonelli, Sarthh Ekstremum Problemleri

4.1.1. Sarth Ekstremum Problemi
Normlu E wuzayinda tanimlanmis diferansiyellenebilir F(y) ve G(y)
fonksiyonellerinin verildigini varsayalim. c, verilmis sabit bir say1 olsun. F(y)
fonksiyonelinin G(y): C, sartinda ekstremum problemini ele alalim. Bu problem
kisaca asagidaki sekilde yazilabilir

F(y)—extr, (1)

G(y)=c, - )

(1) -(2) problemine, yani F(y) fonksiyonelinin G(y)=c, sartindaki ekstremum

problemine sarth ( veya izoperimetrik) ekstremum problemi denir[1].
(1) -(2) probleminin ¢oziimil i¢in asagidaki lemma dogru olur.

Lemma 1. F(y) fonksiyoneli G(y)=c, sartinin saglanmasiyla y, € E
noktasinda ekstremum deger aldiginda ve Yo noktasi G(y) fonksiyonelinin stasionar
noktas: degil ise (yani 5G(y,h)|y:yo #0 ), 0 zaman 5G(y,h)|y:yo =0 sartim1
saglayan her bir h € E icin,

oF(y,h)[,_ =0

Y=Yo
esitligi saglanir.
ispat. heE eclamanm icin 5G(y,h)‘y_y =0 oldugunu varsayalim. Ama
=J0

lemmanin sartina esasen genel olarak §G(y,h)‘y_y #0. Buna gore de Oyle bir
—J0

h, € E bulunur ki, §G(y, h0)|y=y0 =0 olur.

Asagidaki fonksiyonlari ele alalum:
u(t,s)=F(y, +th+sh,),
v(t,s)=G(y, +th+sh,)—c,.

F(y) fonksiyonelinin G(y)=c, sartinda y, € E noktasinda ekstremum deger
alma sartindan u(t ,S) iki degiskenli fonksiyonun V(t,S) =0 sartinda t=0, s=0

noktasinda ekstremum deger almasi alinir.



t ve s degiskenlerinin yeterince kiigiik degerlerinde V(t ,S) =0 denkleminin,
S(0)=0,—(0)=0 3)

sartlarin1 saglayan bir S(t) fonksiyonu tanimladigini gosterelim. Bunun igin

varyasyonun tanimina esasen yazalim:

oV

5(0’0) = 3G(y, +shy,h)|._, =3G(y,.h)=0,
oV

2(00)=66(yo +th.1y)|, = 9G(¥op) 0.

Burada
2 2
(G)+(J] =0
ot 0s
t=0,5=0

sartt saglandigindan, matematik analizden agik olmayan (asikar olamayan)
fonksiyonlarm varligi hakkindaki teoreme esasen V(t,S)=O denkleminin bir agik

olmayan s = S(t) fonksiyonunu tanimlar. Burada
v(00)=G(y,)—c, =0

oldugundan
s(0)=0

sart1 saglanir. Ote yandan

ov
a_ o
ds ov
oS
formiiliinden,
w500
at __ot " _
00)= & =0
ds 7(0’0)
oS
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buluruz. W(t)z u(t,s(t)) fonksiyonunun t =0 noktasinda ekstremum deger aldig1
aciktir. Bu ylizden

dw
)

olur. Diger yandan (3) sartina esasen buluruz:

M 0)=Lu(t,s),_, =

=—u
dt

dt
d
= F(y, +th+ s(t)ho)\t:0 =
0 0 ds
== F(y, +th+ S(t)ho)\t:0 o F(y, +th+ s(t)ho)\t:0 E(O) =
E 5]:(3’0 + S(t)ho ’h)‘t:O v
= &:(Ymh)-
Boylece,

aF(yo,h):‘jj_VtV(o):o.

Bununla da lemma ispatlanmig olur.

Bu lemmadan sarth ekstremum probleminin ¢oziimii i¢in genel bir yontem elde
etmek icin, lineer fonksiyonlarin genel teorisinden belli olan asagidaki lemmay1
kullanalim.

Lemma 2. Lineer L (h) fonksiyoneli lineer L(h) fonksiyonelinin sifira doniistiigii
her bir h elemaninda sifira doniisiirse, o zaman Ll(h) fonksiyoneli L(h)

fonksiyoneli ile orantilidir (miitenasiptir veya lineer bagimlidir), yani dyle sabit A

sayis1 var ki, her bir N € E igin
L, (h)=4L(h) (4)
ifadesi dogrudur[2].

ispat. L(h)=0 halini ele alahm. Bu halde L,(h)=0 olur ve (4) ifadesi keyfi A
sayist i¢in saglanir. L(h)iO halini ele alalim. Bu halde oyle h, € E elemam
bulunur ki, L(h, )= 0. Aksi halde L(h)=0 olurdu. Keyfi h€ E igin
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elemanini ele alalim. Bu elemanda L(h) fonksiyoneli sifira doniisiir:
L(h) L(h)
L h——"2h, |=L(h)-—2%L(h,)=0.
(Pt 0

O zaman lemmanin sartina esasen bu elemanda Ll(h) fonksiyoneli de sifira

dontistir:

L{h_%mjzo.

Ll(h) fonksiyoneli lineer fonksiyonel oldugundan sonuncu esitlikten

L (h)= 20 )

L(h,)
buluruz. Boylece,
L)
L(h,)

olmak iizere her h € E igin L, (h) = /1L(h) esitligi saglanir.
Sartli ekstremum problemi i¢in asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 1. y, e E noktasinin F(y) fonksiyonelinin G(y)=c, sartinda sarth
ekstremum probleminin ekstremal noktas: oldugunu ve Yy, noktasinin G(y)
fonksiyonelinin stasionar noktasi olmadigini, yani éG(yO ,h);‘é O sartin1 sagladigini
varsayalim. O zaman y, € E noktast F(y)— AG(y) fonksiyonelinin stasionar

noktasi olur. Burada A sabit sayidir[1].

Ispat. Lemma 1’e esasen 5G(y0 ,h) —=Qsartim saglayan her bir he Eicin
d:(yo ,h) =0 esitligi saglanir. O zaman lemma 2’ye esasen her N € E igin,

a:(yo ’h) = Zé(-\’(yo 1h)
olur. Burada A bir skaler sayidir. Buradan

O(F —2G)(y,,h)=0

92



yazilir. Sonuncu esitlikten y, noktasmnim bir A sayisinda F —AG fonksiyonelinin

stasionar noktasi oldugu goriiliir.
Ispatlanan bu teorem esasinda

F(y)— extr, (1)

G(y)=c, @
sartli ekstremum probleminin ekstremum noktalarinin ya
H=F -G

fonksiyonelinin stasionar noktalar1 arasinda, ya da G(y) fonksiyonelinin stasionar

noktalar arasinda oldugu belirlenir.

Dikkat edilirse F(y) ve G(y) fonksiyonelleri normlu E uzaymnm bir 4 < E lineer

afin manifoldunda tanimlandigi halde de, yani

F(y)—extr, ©)

G(y)=c¢, 4

ekstremum problemi i¢in de bu teorem gegerli olur. Asagidaki daha genel sarth
ekstremum problemi ele alinsin.

Normlu E uzaymnm bir < E lineer afin manifoldunda diferansiyellenebilir F(y)
ve G,(y).G,(y),...G,(y) fonksiyonellerinin ve c,,c,,...c, sabit sayilarim

verildigi varsayilsin.

F(y) fonksiyonelinin Mc E afin manifoldunda G,(y)=c,,...G,(y)=c,

sartlarinda ekstremum problemini ele alalim. Bu sarthh ekstremum problemini
asagidaki sekilde gosterilir.

F(y)—extr | (5)

yeu
Gk(y):Ck y k=l,2,...,n (6)
bu genel hal i¢in asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2. F(y) fonksiyonelinin y, € .M noktasinda

Gl(y)zcl,...,Gn(y):Cn sartlarinin saglanmasiyla ekstremum deger aldigimi ve
Y, noktasinin Gl(y),G2 (y),...,Gn(y) fonksiyonellerinin hi¢ birinin stasionar

noktasinin olmadigini varsayalim. Lineer
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G, (Y, ,h) B, (Vo ,h),-. 55, (¥,,h)
fonksiyonelleri lineer bagimsiz olsun. O zaman Yy, noktasi
H=F-1G, -1G, —..— 4G,
fonksiyonelinin stasionar noktasi olur. Burada A, ,4,,..., A, sabit sayilardir[3].

Ornek 1. Uzunlugu / olan dyle y = y(X) egrisi bulun ki, bu egri ile ve y=0,

X=a ve X=D dogrulari ile simirlanmis egrisel trapezin alani en biiyiik olsun (bkz.
Sekil-1).

v

a b X

Sekil-1: Egri ile Ox ekseni arasinda kalan alan

Burada egrinin / uzunlugunun A(a,ya), B(b,yb) noktalarini birlestiren dogru

parcasinin uzunlugundan biiyiik oldugu farz olunur, yani

0> Jb-a) +(y,-v.) . y(@)=y..yb)=y,.

Coziim. Bu problem trapezin alanin ifade eden,

F(y)=iy(><)d><

fonksiyonelinin y(a)=vy,,y(b)=y, smr sartlarmda ve y(x)=y, a<Xx<b

egrisinin uzunlugunu ifade eden

G(y):j‘\/l+ y dx =2/

sartindaki sarthi ekstremum probleminin ¢oziimiine getirilir.
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Bizi ilgilendiren ekstremallar1

b
H :F(y)—AG:j(y—i 1+ y'zjdx %

fonksiyonelinin ekstremallar1 arasinda arayalim. Bunun i¢in (7) fonksiyonelinin
Euler denklemini yazalim:

1_ﬂ£i__¥__:0_

dx 1+ y*

Bu esitligin her yanin1 x degiskenine gore integrallesek buluruz:

- —x—¢

ey

Burada c, keyfi sabit sayidir. Sonuncu denklemi ¢dzmek icin ise y' =1gt esitligi

1 -

ile t parametresi dahil edelim. O zaman dy = y dX oldugundan ve

dx=| 2—9_ | gt
«ﬁ+w%
oldugundan

tgt

J1+tg’t

dy =ydx=tgt| 1 dt = Asintdt

buluruz. Buradan ise

y —Cc, =—Acost
ve

X—c, = Asint.

Elde ettigimiz bu esitliklerden t parametresini yok edersek buluruz:
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2 2
(x—c,) +(y—c,) =4
Bu gemberler ailesinin denklemidir. Buradaki, c,,c,,A parametreler

b

V(@)=..y(b)=y, ve [1+y dx=1

a

sartlarindan bulunur.
Ornek 2. uzunlugu / olan 6yle AB egrisi bulun ki , bu egri ile verilmis

y=f (X) egrisi arasinda kalan bolgenin alani en biiyiik olsun (bkz sekil-2) .

yA

y =y(x) B

v

a b X
Sekil-2: Egrilerin kisitladig1 alan

Coziim. y = f(X) ve y= y(x) egriler arasinda kalan bolgenin alan1 asagidaki

integralle tanimlanir:

s(y)= [y~ ()

y(@)=y.:y(b)=y,
Burada biz AB egrisini y = y(x), 8 < X <D ile gosterdik. Bu egrinin uzunlugu

j 1+y dx=/

a
sartinin saglatilmasi gerektir.

Bu problemi ¢6zmek i¢in asagidaki yardimei fonksiyoneli insa ederiz:
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H :j(y— f(x)+ A1+ y'z)dx.

Bu fonksiyonel i¢in yazilmis Euler denklemi 6rnek1-deki fonksiyonel i¢in yazilmis
Euler denkleminden farkli degildir. Boylece, bu probleminde ekstremallar1 gemberler
olur.

Ornek 3. A ve B noktalarindan asilmis ¢ uzunluklu tam elastiki uzanmayan ,
homojen kablonun seklini bulun.

Coziim. Denge durumunda kablonun agirlik merkezi en asagi noktada olmalidir.
Buna gore de kablonun Ox eksenine nazaran statik p momenti yatay yonelmekle en
kiiglik deger almalidir. Kablonun Ox eksenine nazaran statik momenti

b
p= J y 1+ y2dx
formiilii ile hesaplanir. Bununla birlikte y(a) =Y., y(b) =y, Ve

i‘/“ y dx=1¢

sartlarinin saglatilmasi gerekir (bkz sekil 3) .

y

Ya Yb

o » X

Sekil-3: ¢ uzunluklu egrinin sekli

Bu halde yardimci fonksiyonel asagidaki sekilde yazilir:
b
H :j(y—ﬂ) 1+y dx.

Bu fonksiyonelin Euler denkleminin birinci integrali asagidaki sekilde yazilir:
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f-yf =c

veya bu halde

2

WLy Ay
(y-AN1+y oy °

buradan buluruz

y—A=c1+y".

Bu sonuncu denklemi ¢ozmek igin Y = sht esitligi ile t parametresi dahil edersek

J1+y  =cht ve y—a=c.cht;

ﬂzsht ;dx:ﬂ:cldt ;
dx sht

Xx=ct+c,.

Boylece y —A=c,cht ve x=c,t+c, denklemlerinden t parametresini ¢ikarsak
buluruz

y—A=cch?=%
c

1

Bu denklem zincir egriler ailesinin denklemidir. Buradaki c ,c,,A parametreleri
b
y(a)= Y. y(b): y, ve J 1+ ylde = ( sartlarindan bulunur.

4.2. 9(X,Y,,Y,,....¥, )= 0Seklindeki Rabitalar

Bir¢ok mekanik problemler asagidaki sekilde sartli ekstremum problemine getirilir:

b

F(y)=F(yl,y2,---,yn)=jf(x,yl,yz,---,yn,y;,...,y'n)dx (1)

a

fonksiyonelinin

P(X, Y.,y )=0, (i=12,...m;m<n) )

denklemini ve
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y,@)=A , y,()=B,  (j=12,...n) (3)

siir sartlarini saglayan ekstremallerinin bulunmasi istenir.

Burada Aj ve B, , j=12,...n onceden verilmis sabitler (pi(x,yl,yz,...,yn) :
iI=12,...m fonksiyonlar1 y'l,...,y; degiskenlerine bagli olmayan ve

X,Y,,Y,,-..,Y, degiskenlerine nazaran diferansiyellenebilir verilmis fonksiyonlardur.

(2) ifadesindeki gibi sartlara sonlu rabitalar denir[1].

(2) denklemleri ile verilen sartlarin bagimsiz olduklart farz olunur. Bunun igin (2)
sartlarindaki @, ,@, ,....gp, fonksiyonlarmm Yy, ,y,,...,y  degiskenlerinin herhangi

m tanesine gére m mertebeli Jakobyaninin sifirdan farkli olmasi yeterlidir, mesela

D(@,.0,.-00) g @
D(Y,,Y, Y

sartinin saglandig1 yeterlidir. Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3. (1) fonksiyoneline (2) ve (3) sartlarinin saglanmasiyla ekstremum deger
veren vy, (X),y2 (X),...,yn (X) fonksiyonlart A, (X),ﬂu2 (X),...,lm (X) carpanlarinin
uygun secilmesi ile

b

G(y) =Gy, Yz ¥a)= | (f +iﬂi¢ijdx ©)

a
yardimci fonksiyonelinin Euler denklemler sistemini sagliyor.
Boylece ,
f=f+> Ao (6)

gibi gosterirsek aranan ll(x),lz (X),...,/lm (X) fonksiyonlart ve (1) fonksiyonelinin
(2) ve (3) sartlarmi saglayan Yy, (X),y2 (x),...,yn (X) ekstremallar1  (5)
fonksiyonelinin Euler diferansiyel denklemler sisteminden

~ d ~
fyk_&fykzo y k=112n"-1n (7)

yk(a):Ak ) yk(b):Bk ,k=12,,..n

sartlarinin saglanmasiyla ve
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o (X,y,,...y.)=0,1=12,...m
rabita denklemlerinin ¢oziilmesiyle bulunur.

Eger biz burada G fonksiyonelini sembolik olarak vy, ,y,,...,y. fonksiyonlarina
bagli olmakla birlikte ﬁl(x),iz (X),...,ﬁm (X) fonksiyonlarina bagli oldugunu
yazarsak yani G:G(yl,yz,...,yn,/ll,/lz,...ﬂm) seklinde yazarsak, o zaman
@ =0, 1=12,..M rabita denklemleri G fonksiyonelinin Euler denklemler
sistemine dahil olmus olur[1].

Ispat. (1) fonksiyoneli icin gerek sart1, yani JF (y,h) =0 sartin1 yazarsak

b n
jz(f ho+f hjdx:o ®)
a J=1

y J.(X) ve Yy J.(X)—I— hj(X) fonksiyonlarini (3) sartlarini saglamasi sartindan hj(X)
artis fonksiyonlari igin h J. (a)= h i (b)= 0, j=1.2,...n sartlari saglamasini elde

ederiz. Bu sartlar1 goz oniinde tutarak (8) esitliginin sol yanindaki ikinci terimde
kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

IZ( -——fy.jh,-(X)dX=0 ©)

a J=1
buluruz.

(1)-(3) probleminde vy,,y,,....y, ve y, +h,,y, +h,,....y, + h, fonksiyonlari (2)
rabita denklemlerini de saglamalidirlar. Bu ylizden de hl(x),...,hn (X)

fonksiyonlarinin burada keyfi alinmamis olduklar1 goriiliir. Buna gore de (9)
esitligine varyasyon hesabinin esas lemmas: uygulanamaz. (2) denklemlerinin
varyasyonunu alarak h, (X), h (X) fonksiyonlar1 i¢in asagidaki denklemler sistemi

bulunur:

Z%hj -0, i=12,..m (10)
j=1 8yi

4) sartnin  saglandigin1 varsayarak (10) denklemlerinden h, (x),...,hm (X)
fonksiyonlarmi diger h_ . (X),...,hn (X) fonksiyonlar1 ile ifade edilir. Bu yilizden de
h.., (X), o (X) fonksiyonlar1 bagimsiz keyfi artis fonksiyonlaridir.

(10)  denklemlerini uygun olarak /ll(x) fonksiyonlarina carpip elde edilen
denklemleri x degiskenine gore a-dan - b-ye integrallersek buluruz
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b

[2093 22, (x)ex=0 , i=12,..m

a j:l i

Elde edilen bu denklemlerle (9) denklemlerini taraf- tarafa toplarsak buluruz:

b
3 9, _d _
! 1{fyj+;ﬂﬂ( )ayj o fyj}hj(x)dx—o

veya

b n ~ d ~
jz(fyj—&fy._jhj(x)dx:o. (11)

Burada hl(X),...,hn (X) fonksiyonlarinin keyfi olmamasi yiiziinden (11) esitligine

varyasyon hesabinin esas lemmasi uygulanamiyor.

Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in m tane A, (X),/’L2 (X),...ﬂm (X) carpanlarini dyle

secelim ki, bu fonksiyonlar m sayida

d :
fy,_&fyj 0 y J:1,2,m

denklemlerini, yani

of = Op, d of .
—+ ) A(x)== =0, j=12,..m
6‘yj ; ayj dxayj

(12)
denklemlerini saglasin.

(12)  denklemi A, (x),4,(x),...,A,(x) fonksiyonlarina gére m denklemli lineer

denklemler sistemidir. Bu denklemler sisteminin determinanti (4) sartina gore
stfirdan farklhidir. Buna gore de (12) denklemlerinden talep olunan ozellikli
2A,(x),4,(x),... A (x) fonksiyonlar segilir.

(12) denklemlerini saglayan A, (X),ﬂ,2 (X),...ﬂm (X) fonksiyonlar se¢ildikten sonra
(11) esitligi ile yazilan gerekli sart asagidaki sekli alir.

j Z ( .——fy)hj(x)dx:o

a Jj=m+1
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Bu sonuncu esitlikte hm+1(x)""’hn (X) artis  fonksiyonlar1 bagimsiz keyfi
fonksiyonlardir. h_ , (X),...,hn (X) fonksiyonlarindan sira ile birini keyfi alip

digerlerini sifira esit alarak ve varyasyon hesabinin esas lemmasi elde edilen esitlige
uygulayarak

- d :
fy,—— f.=0, j=m+1,...n
bodx
buluruz. Aldigimiz bu denklemlere (12) denklemlerini birlestirirsek buluruz ki:

- d :
fyj—&fy.j =0 , J:1,2,...,n (13)

n tane bu denklemler m tane rabita

DXy, 9, =0, 1=12,..m
denklemleri ile birlikte n+m sayida

Y2 (%)Y, (), ¥, (%) o 4,(x),2, (X)) A, (%)
bilinmeyenlerinin (3) sartinda bulunmasini saglar.

Ornek 1. ¢(x,y,z)=0 yiizeyinde A(X,,Y,,Z,) Ve B(x,,y,,z,) noktalar

arasinda en kisa uzakligi bulun.

Coziim. Yiizey {lizerinde verilmis iki A(Xo,yo,zo) ve B(Xl,yl,zl) noktalari

arasindaki uzaklik
h 02 2
l= I 1+y +z dx

formiilii ile bulunur. Burada ele aldigimiz problemi ¢dzmek icin E(y,z)
fonksiyonelinin @(x,y,z)=0 sartindaki minimumunu bulmamiz gerekir. Ustte

verilmis yonteme uygun olarak, yardimci

G :T(w/1+ y +77 + /I(x)(p(x,y,z))dx

fonksiyonelini insa ederiz. Bu fonksiyonel i¢in Euler denklemi asagidaki sekilde elde
edilir:
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. |
AX)ep, y -0

_&\/1+ y' +27°

Ay, - 2'2 _ =0,
dx J1+y*+7
o(x,y,2)=0.

Bu {i¢ denklemden E(y,z) fonksiyoneline minimum deger verebilecek y(x),z(x)

fonksiyonlar1 ve yardimci ﬂ(x) fonksiyonu bulunur. Birinci iki diferansiyel

denklemler sistemini ¢6zmek igin ise

y(%0)=Yoi Y1) = V1:2(%) = 23 2(%, ) = 2,
sartlarindan istifade edilir.

Ornek 2. Rabita denklemleri

@, (6%, % s X Vi YooY 23025002 2,) =0, j=12,...m
denklemleri ile verilen m,,m,,.../m, kiitleli, koordinatlar
(X,,Y,,2, ),...{X,,y.,z,) olan maddesel noktalar sisteminin kuvvet fonksiyonu -U

olan sistemin hareketinin denklemini Hamilton prensibi esasinda bulun.

Coziim. Hamilton integrali

H:tj(T—U)dt

bu sistemi i¢in
i1 18
.2 .2 .2
H :j {EZmi(xi AV )—U}dt
to i=1
yazilir ve yardimer G fonksiyoneli
t:|. 1 n n
22 2 452
G:I EZmi(xi Vi 2. )—U + > A4(t) | dt
to i=1 j=1
bulunur. Noktanin hareket denklemi G fonksiyonelinin Euler denklemledir. Bu

denklemler asagidaki sekilde yazilir:
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4.3. ¢(X, YooY, Y,s y'1 . y'2 ,...,y;)= O Seklindeki Rabitlar

Mekanik problemlerin bir kismi1

b
F(y)=F(ywyz---,yn)=]f(X,yl,yz---,yn,y;,y;,---,y'n)dx )

seklindeki fonksiyonelin

¢i(y11y2---1yn1y;|_1yI21---,yln):O y |:l,2,m,(m<n) (2)

denklemlerini ve
y,(@=A , y/b)=B,  (j=12,...n) @)
sartlarini saglayan ekstremum probleminin incelenmesindeki hale gelir.

Bu halde (2) denklemleri diferansiyel denklemlerdir. (2) sart1 ile verilen rabitalara
diferansiyel rabitalar denir[2].

Bu problemde (2) denklemler sisteminin denklemlerinin bagimsiz olduklarini
varsayalim. (2) denklemler sisteminin denklemlerinin bagimsiz olmasi i¢in

@, P, ,....4p, Tonksiyonlarmin y'l,y'z,...,y'n degiskenlerinin m tanesine gore,
mesela herhangi bir y,,Y,,...,y, degiskenlerine gére m mertebeli Jakobianinin

stfirdan farkli olmasi, yani

D(col,%,----mm)qto,
D(Y,,Y, )

olmas: yeterlidir.

Bu problemi ¢ézmek i¢in, yani F(yl,y2...,yn) fonksiyonelinin (2)-(3) sartlarini

saglayan ekstremallarini bulmak i¢in yardimei
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G:i[f +Z/1i(x)(pi]dx (4)

fonksiyoneli inga edilir. Bu fonksiyonelde A, ,4,,...,4_ fonksiyonlar dyle secilir ki,
Y, (X), Y, (X), YA (X) fonksiyonlar1 bagimsiz alinabilsin.

Neticede A, (x),4,(X),.... A (x) fonksiyonlart ve vy, (x),y,(X),....y,(x)
fonksiyonlar1 (4) fonksiyoneli i¢in yazilmis Euler denklemlerinden ve (2)-(3)
sartlarindan bulunur. Dikkate alalim ki, G fonksiyonelini sembolik olarak
A, A, ... A, fonksiyonlarina bagli bir fonksiyonel gibi yazdigimizda (2) rabita

denklemleri G fonksiyonelinin Euler denklemler sistemine dahil olur.

4.4. Izoperimetrik Rabitalar
Asagidaki

b

F(y)=F(yl,yz---,yn)=ffo(x,yl,yz---,yn,y;,y;,---,y'n)dx @)

a

fonksiyoneli i¢in izoperimetrik varyasyon problemi F (y) fonksiyonelinin asagidaki

integrallerle verilmis

b
G :I fi(x,yl,yz...,yn,y'l,y'z,...,y'n)dx:ci JA=12,...m (2)

sarth ekstremum problemidir. Burada c,,C,,...C_ Onceden verilmis sabit sayilardur.

[zoperimetrik rabitalar sonlu diferansiyel rabitalarla kiyaslandiginda daha hafif
rabitalardir. Gergektende (2) integral sekilli sartlarda genelde vy, ,y,....y,

degiskenlerinin bir kismini digerleri ile ifade etmek zordur. Mesela, y = y(x)

egrinin yalniz
X, ~
(= J. 1+y dx

uzunlugunu bilerek, bu egrinin y(x) denklemi, genelde elde edilemiyor. Buna gore

de izoperimetrik sartlarin m sayisi n sayisindan biiyiik de olabilir[1].

Teorem 4. (1) fonksiyoneline (2) sartlarin da ekstremum deger saglayan y ,y,...,y,

fonksiyonlar1
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b m
G=I£f0+ZXifinX ®)

f=f+ > Af, (4)

gosterilmesiyle y,,y,...,y, ekstremallar1 (3) fonksiyonelinin asagidaki Euler

diferansiyel denklemler sisteminin ¢éziimleridir:

- d . :
fyj—&fy.j =0 , J:1,2,...,n (5)

burada A ,4,,...,A sabit sayilardir. Bu teorem 2-nin &zel bir halidir.

Ispat. Izoperimetrik rabital (1)-(2) ekstremum problemi
xi(x):j fdx , i=12,...m (6)

degiskeni dahil etmekle diferansiyel rabitali ekstremum problemine getirilir.
Gergekten de (6) esitliklerini X degiskenine gore diferansiyellersek

z;:fi(x,yl,yz...,yn,y'l,y'z,...,y'n) (7)
(6) esitliklerinden z, (X) fonksiyonlar i¢in
2,(2)=0,2,(b)=c, . 1=12,...m ®

sartlar1 elde edilir. Bununla da (2) izoperimetrik rabitalar (7) diferansiyel rabitalarla
degistirilmis olur.

Burada teorem 3- {in uygulanmasiyla (1) fonksiyonelinin (7) rabitalarindaki
ekstremumunun yalniz

G :i {fo +Z}Li(x)(fi 7 )} dx ©

fonksiyonelinin ekstremallarinda alinabilecegini sdyleyebiliriz.

G fonksiyonelinin Euler denklemler sistemi
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fo=g £, =0, i=12..n
f-9¢ 0, i=12,.m
bodx A

veya

m d m . —
1:oyj +;ﬂ’ifiy1 _&(foyvj +;ﬂ’ifiylijzo’ J:Ln (10)

%gi(x):o, i=12,...m (1)

Dikkate alalim ki, sonuncu (11) denkleminden tiim A, ,A4,,... A ¢arpanlarmin sabit

sayilar oldugu goriiliir. Birinci n sayida (10) denklemleri ise G fonksiyonelinin Euler
diferansiyel denklemler sistemi oldugu ¢ikarilir.

Boylece, V,,Y,...,y, fonksiyonlarmi ve A, ,A,,..., A sabit sayilarinin bulunmasi

icin n sayida (10) diferansiyel denklemleri ve m sayida izoperimetrik (2) sartlari
vardir.

Ornek. F(y)= I y “dx — extr,
0

Gl(y)=jy(><)dx =0,

y(0)=1,y(1)=0.

Coziim. Bu problemi ¢ozmek i¢in f = y'2 + Ay alalim ve Euler denklemini

yazalim
2y =2

bu denklemin genel ¢oziimil

y(x):éx2 +C,X+C,

olur. Smir sartlarindan ve izoperimetrik sartlardan A,c ,c, sabitlerini bularak

y(x)=3x" — 4x + 1 ekstremalini buluruz.
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SONUC

Bu tezde normlu uzaylarda tanimlanmis reel degerli fonksiyonellerin sartsiz ve sarth
ekstremum problemlerinin (maksimum ve minimum degerlerinin bulunmasi
problemlerinin) ¢dziim metotlar1 ele aliip incelendi. Ozellikle Euler ve Lagrange
metotlar1 ele alindi. Uygulamalarda sik sik rastlanan asagidaki fonksiyonellerle bagl

ekstremum problemlerinin ¢6ziim metotlar1 incelendi:
b b
F(y) =f fGxy,y)dx F(y) =f floy,y',....y™)dx
a a

b ! ! 4
Fuyze-¥a) = J, FOOYL Y2 Y Y1 V20, V) dx

F(u):J(;I f(x,y,u,%,%}dxdy

Bu fonksiyonellerdeki f(...) fonksiyonlar verilmis fonksiyonlardir. Ama

y(X), ¥;(x),...y, (x) ve u(x,y) fonksiyonlar: uygun fonksiyonellerin argiimentleridir.

Tezde ele aldigimiz tipteki fonksiyoneller igin sartlh ve sartsiz ekstremum
problemleri ele alindi. Ve her bir problem i¢in Euler denklemlerinin bulunmasi

gosterildi. Bu problemleri i¢in 6rnekler gosterildi ve incelendi.
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