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OZET

Bu calismada genel heliks, egik heliks, CCR egrisi, Bertrand egrisinin E* uzayinda

tanimlar1 verilmistir. Daha sonra CCR egrisi ile helikslerin bazi karakterizasyonlarini
verilmistir. E* Oklid uzayindaki egrilikler ile Bertrand egri ¢iftinin Frenet-Serret vektorleri

arasindaki iliski incelenmisti. E* de bir Bertrand egrisinin heliks oldugu ve heliksin

involiit-evoliitiiniin bazi karakterizasyonlari agiklanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Genel heliks, egik heliks, CCR egrileri, Bertrand egriler, Frenet-Serret

vektorleri
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ABSTRACT

In this work, it has been defined general helix, the CCR curves, the curves Bertrand in
Euclidean 4-space. Thereafter some characterizations of helix and CCR curves is given. The
relationship between curvature in Euclidean 4-space and Frenet-Serret vectors of Bertrand
curve is examined. It has been explained that a Bertrand curve in Euclidean 4-space is a helix

and that some characterizations of involute-evolute of a helix.

Key Words: General helix, slant helix, CCR curves, Bertrand curves, Frenet-Serret vektors
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GIRIS

Diferansiyel geometride egrileri bir geometrik kiimenin noktalar1 veya noktalarin

geometrik yerleri olarak ele aliyoruz. E* 6klid uzayinda egriyi hareketli bir par¢anin

¢izdigi bir yol olarak diisiiniiyoruz.[12]

1953 yilinda ilk kez Watson ve Crick tarafindan yaymlandi. Onlar fosfodiester
baglar1 aracilig1 ile baglanan guanin, adenin, timin, sitozin ve kovalent baglarin
ipliklerinin ters yonde yan yana dizili iki tamamlayicinin var oldugunu DNA nin

molekiiler modelinden kurdular.[12]

i > Oklid uzayinda teget vektor ile sabit dogrultuda sabit ag1 yapan egriler genel helis
olarak tanimlanmistir. Helislerle ilgili klasik bir sonu¢ 1802 yilinda M. A. Lancret
tarafindan ifade edilmis ve ilk olarak 1845 yilinda B. de Saint Verant tarafindan

ispatlanmistir.[2] Bir egrinin genel helis olabilmesi igin gerek ve yeter sart L —sabit
K

olmasidir. Buna sabit egrilik oranlar1 yada kisaca CCR egrisi diyoruz.[6]

Egik helis Izumiya ve Takeuchi tarafindan tanimlanmaktadir. E* de egik helislerin

karakterlerini verir.[8]

Herhangi bir noktada iki egrinin ortak asli normal vektorii varsa bu egriler Bertrand
egrileridir. Bertrand egri kavrami 1950 yilinda J. Bertrand tarafindan
kesfedilmistir.[12]

Bu tez calismasinda tamimlar verilerek CCR egrisi ve helis egrilerinin bazi
karakterizasyonlarin1 incelemek sureti ile Frenet vektorleri arasindaki iliski

arastirildi. Bertrand egrisinin bir helis oldugu goriildii. Buna gore de involiit-evoliit'ii

E* de Frenet vektorleri cinsinden bagintilar1 gosterildi.



1. ON BILGILER

TANIM 1.1 ; 'nin agik bir aralig1 I olmak {izere differansiyellenebilir bir
a:1cR— E* fonksiyonuna E" de bir egri denir.[4] O halde
E* Oklid uzayinda keyfi bir egri

a:lcR—>E*

olsun.

s—>a(s)=(a(s).a,(s) as(s) u(s))

yay parametresi ile verilir. O halde « egrisinin birim hizli oldugu séylenir.

(o) -1

dir. a € E* vektoriin normu

e (s)] = {2 (). 2 (5), 02 (5), 22 (s))
ile verilir.

a birim hizl egrisi ile hareket eden ¢atist {T(s),N(s),B(s),E(S)} olsun. Frenet-

Serret formiilleri asagidaki gibi hesaplanir.[12]
Vi(s)=a'(s)

esitligin tiirevi alinirsa,

olur V, (s)eS,{a'(s),a"(s)} olur ki V,(s)eS,{V,(s).V,(s)} dir. Buna gére

a,,a, € R olmak iizere



V/(s)=aV,(s)+a,\V,(s)
yazabiliriz.

(V,(s).V;(s)) =1 oldugundan

dir. a, ve a, yibulalim.
V' (s)=aV,(s)+a,V,(s)
\'A (S) ile iki tarafin i¢ carpimini alalim.

(Vo) (5)) = (Vi (8)Va (8)) + 2 (Vs (). Va (5))

dir. (Vi (s).V; (5)) =0 (V(s)a(s)) =1 ve  (V;(5)Vy(s)) =0
oldugunu biliyoruz. Denklemde yerine yazarsak,

a=0
buluruz. Aymi sekilde V, () ile i¢ garpimuni alalim.

(Vo ()W (5)) =2 (Va (5) Vi (5)) +2, (Va (5) Vs ()

3



dir. (V,(s).Vy(s))=0 ve (V,(s).V,(s))=1

oldugunu biliyoruz. Denklemde yerine yazarsak,
3, =(Va(5)V; () =k ()
Egrilik tanimindan kK, (s) = <V1' (s).V, (S)> =k oldugundan

a,=xK

olur. Buradan

elde edilir.
Vi(s)=a'(s)

tirevini alalim.

olur, buradan

bulunur.Tiirevini alirsak,

g @) o' (s)|

2

a”(s)| —a"(s)
O

olur.



o (5)f = (e (5)." () =" (5).”() = 2" (5).a" 5]

dir. V,'(s)eS, {a'(s).a’(s).a"(s)} =S, {Vi(s).V,(5).Vs(s)}
oldugundan a,a,,a, € R olmak iizere
V, (s)=aV,(s)+aV,(s)+aV,(s)
yazabiliriz. Vl(S) ile i¢ garpimin1 alalim.
(Vu(5).V% (5)) =, (Vi (5).Va (8))+ 8, (Ve (5) Vi () + 2 (Va (5).Va (5))

dir. (V,(s).Vi(5)) =1, (Vi(s).V,(s))=0 ve (V,(s),V5(s))=0

oldugunu biliyoruz. Denklemde yerine yazarsak
a,=(W(s) % (s)

buluruz. (V, (s).V, (s)) =0 olup iki tarafin tiirevi alinr,
(W () Va () + (Va(5). V2 (5)) =0

olur. O halde

a=-K

bulunur, V, (S) ile i¢ ¢carpimini alirsak
(Vo (8)Vs () = (Va (5) Va (8))+ 2, (V2 (5).Va (5))+ 5 (Vi (5).Va )
dir. (V, ()15 (5)) =0, (Va (). Vi (5)) =0, (Vi (), Va (5) =L,V (5). Vi (5)) =

5



oldugundan

a,=0

bulunur, V, (S) ile i¢c ¢arpimi alinirsa,

olup,

a,3 =T
dir.O halde

v, (s)

olur. Biliyoruz ki

Vi (s)

olur. O halde

Va(s)

dir. Bu durumda

V,(s)= B ortonormal vektor olup,
&
_ E1, ||E1||— E, ”El”’
2
&
E, E
= , Va(s)=—=%
[T |1



) (s) €S, {a(5),a(). @ (5), o™ ()] =S, V4 (5). Vi (5).Vs (5).Vi (5))

oldugundan

Vi (5) €S, Va(5).V, (). Va(s).Va(s)}
olup a;,a,,a;,a, € R olmak iizere
V, (s)=aV,(s)+aV,(s)+aV,(s)+aV,(s)

olarak yazilir. a,a,,a;,a,'i bulalim. Denklemin iki tarafini Vl(S) ile i¢ carpim

alalim.

(Va(5) V5 (5)) =, (Ve () Va (5)) 8, (Vi (5).Va (5))-+ 5 (Ve (5). Vi () + 4 (Vs (5).Va (5))



bulunur.
<V3 (s)Vy (s)> =a,(V,(s).Vy(s))+a, (Vs (5).V, () +a, (V5 (s), Vs (s)) +2, (V5 (5).V, (s)),

(V3(s).V,(s))=0 dan



bulunur. Boylece
V, (s)=2V,(s)+oV,(s) ,
B'(s)=1V,(s)+0oV,(s)
olur.

Vi (s)eS, = {0‘1, (s).a; (s).05'(s). ¥ (), (5)} =S, {Vi(5).V,(5).V5(5) Vi (5) Vs (5)}

V) (s)=aV,(s)+a,V,(s)+aV;(s)+aV,(s)+aVs(s)

yazabiliriz.



bulunur,

esitliginin iki tarafinin tiirevi alinir,
(W (8)Va () + (W (5).V4 (5)) =0

olur. V, (s) =V, (s) oldugundan denklemde yerine yazarsak

bulunur,

(Vo ()M (5)) = (Vo (8) V4 () 2, (Vo ()M (5))-+ 0 (Va (8) Vi (5)) + 2, V2 (5).Va (8)) +8 (Va () Vi (5))

bulunur,



(Va(5). () =2 (Va (). ()2, (Vi (5)Vs (5)) 2 (V ).V )+, (Vs (5) Vi () + 26 (Vs (5).Vs (5)

bulunur,



(Vi (5)Vs($)) =0 . (Vi (5),V, (5)) =0 oldugundan

bulunur,

<V4 (S)’Vs (S)> =0

esitliginin iki tarafinin tiirevi alinir,

a5=1,y=k4(s)

bulunur. Boylece

V, (s)=—0V,(s)+wVs(s)

elde edilir. Buradan

12



E'(s)=-0V,(s)+yVs(s)
olarak hesaplanir. O halde Frenet-Serret formiilleri

| |0 x 0
N’ -« 0 7

B’ 0 -« O
E’ 0 0 -o

(*)

o QqQ o o
oWz H

ile verilmistir.

Burada E*Oklid uzayinda egrinin T,N,B,E vektorleri sirastyla tanjant, normal,

binormal ve trinormal vektor alanlar ve x(s),z(s) ve o(s) fonksiyonlar: birinci,

ikinci ve liglincii egrilikler olarak tanimlanir.[4]

TANIM 1.2 M cE* egrisi verilsin. Vsel ya karsilik gelen «(s) noktasindaki M
nin egrilik fonksiyonlan sirastyla x(s),7(s),o(s); (x(s)#0,7(s)=0,0(s)=0)

olmak tzere

ye M nin harmonik egrilikleri denir.[4]

TANIM 1.3 Bir a:1cR—E* regiiler egrisinin sifirdan farkli x(s),z(s) ve o(s)
egrilikleri ile verilsin. E* Oklid uzayinda « nin teget vektor alan1 T, birim vektdr
U ile sabit yonde sabit ag1 olusturuyorsa bu egriye egik egri yada genel heliks
denir.[8]

TANIM 1.4 Bir a:1cR—E* birim hizli egrisi sifirdan farkl k(s),z(s),o(s)

egrilikleri ile verilsin. E* de o nm trinormal vektorii E, birim vektor U ile sabit

yonde sabit ag1 yapiyorsa bu egriye 3.tip egik heliks denir.[8]

13



TANIM 1.5 Bir a:1cR—E" regiiler egri olsun. Bu egri sabit egrilik oranlarina

. T o P . T .
sahipse — ve — sabittir. O zaman bu oranlara sabit egrilik oranlar: denir. Kisaca
K T

CCR egrisi olarak adlandirilir. Ayrica E* Oklid uzayimda W-egrisi bir CCR egrisinin

6zel durumudur.[6]

TANIM 1.6 E* de a(s) ve a(s)regiiler egri olsun. Egrilerin Frenet r-ayakhlari
sirastyla {Vl(s),VZ(S),...Vr(S)} ve {Vl*(s),Vz*(s),...Vr* (S)} olmak iizere, Vs, el
igin bu egrilerin Frenet r- ayaklilari lineer bagimhi ise «(s) ve o (s) egri iftine

Bertrand egri cifti denir.

a(s) ve o (s) Bertrand egrilerise o (s) , a(s) i¢in Bertrand giftidir.[3]

TANIM 1.7 E*de é:(ai,az,aa,a4) : tl)=(bl,b2,b3,b4) ve (':=(cl,c2,cs,04) vektorler

olsun. E* de vektérel carpimin determinanti

»—\(D—
MD—
N
MD—
[
D=
IN

r I or a, a, a
a/\b/\C=al R
bl b2 b3 b4
CC C C C

ile tanimlanir. Burada él,'ez,('a3,é4 karsilikl1 ortogonal vektorlerdir.

1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1
B AE,AE =€, €, AB AE, =6, B, AE, AE =€), B, AE AL, =6,

dir.[12]
TEOREM 1.1 E*Oklid uzayinda a = (t) yukaridaki Frenet-Serret denklemleri ile

keyfi regiiler bir egri olsun. & nin Frenet aparatlarin1 agagidaki gibi yazabiliriz.

!

a
T="_
e

14



N_ ||ar| a"—(a',a”)a'
72 14 ! " !
o o" (o a")a
B=uEATAN
~ TANA"
_'u”T/\N/\a'"

”O{'”Z O{”—<O{’,0{”>O{'

4

!

o

[TAN A&

N H”arnz an_<a!,aﬂ>a!

(a.2)

O_:
ITANAa”

o

burada [T,N,B,E] matrisinin determinantin1 +1 yapmak i¢in x yi +1 yada -1

aliriz.[12]

15



2.HELIiKSLER ve CCR EGRILERININ BAZI YENi SONUCLARI

TEOREM 2.1 E*de « =«a(s) regiiler egri olmak iizere yay parametresi ile verilsin.
k,7 Ve o yay parametreli egrilikler olsun. E* de « :a(s) hiperkiirenin merkezi m

ve yarigapl r € R™ ancak ve ancak
z+(1d_pj2+i Hg[;d_pj
r T ds o’ L ds\ 7z ds

dir, burada p = L dir.[6]
K

uuuuuul

Ispat: Kiirenin merkezi m olmak iizere |me(s)|=R den

(a(s)-m,a(s)-m)=R?
dir. Bu ifadenin ardisik tiirevlerini alalim.
(a(5),(s)-m)+(a(s)-m.a(s)) =0,
2(a'(s),a(s)-m)=0,
a'(s)=V,(s) den denklemde yerine yazarsak,
(Vi(s),a(s)-m)=0 (2.1)
olur, buradan tiirev alirsak,
(W (), (s)=m)+{v;(s), ' (5)) =0
buluruz. V,/(s) =&V, (s) ve a'(s)=V,(s) oldugundan yerine yazarsak

x(V, (), a(s)-m)+(V,(s),V,(s)) =0,



(Vs (5).x(s) ) =~ 2
olur. Buradan
x(V, (s),a(s)—m)+1=0
denklemin tiirevini alalim,
€ (v, (s).@(s)=m)+x(V, (), a(s)=m) + (v, (). (5)) =0
olur. Burada

V, (8)=—#V,(8)+2V,(s) Ve (V,(s).V,(s)) =0 den

K (—%j+KT<V3(S) a(s)—-m)=0
1
(Vo(5)ex(5)-m) =5 = - (2.3)

hesaplanir. Bu baglantinin tlirevini alalim.
' , K’ ’
(V) (s).ax(s) -m) + (¥, s) (s)>=(—j ,

K'ZT

17



V, (s)=-2V,(s)+oV,(s) den

!

#{V,(s)a(s)-m) o (Vu(s) a(s)-m)=[ £

KT

(V,(s),a(s)—m) = R

K

<V4(s),a(s)m>:é{(%jrr(%ﬂ (2.4)

elde edilir.

TEOREM 2.2 E*de a = a(s) regiiler egri olmak iizere yay parametresi ile verilsin.

k,7 Ve o yay parametreli egrilikler olsun.
a bir genel heliksdir, ancak ve ancak H, +oH, =0
dir. Burada H, == ve H, = iHl' a nim harmonik egrilikleridir. [2,12]
T (o2

Ispat: Tanim (1.3) den

(T,U)=cos® =sht (2.5)

dir. Bunu gostermek igin (2.5) de s ' e gore tiirev alip Frenet formiillerini kullanirsak;

18



(T"U)=0
dir. * dan T = &N degerini yerine yazarsak;
K'<N, U > =0
olur. U nun alt uzay: {T,B,E} ve buna gére
U=aT+a,B+aE (2.6)

olup, burada a =cosé, , a, =cosé, ve a,=coséd, U nun dogrultman cosiniisleri

olup,
3’ +3," +a," =1

dir.(2.6) nin tiirevini alirsak,

aj :diiT+a1T'+%B+a2B'+d&E+a3E’
ds ds ds ds

olur. Burada U sabit vektor ; T'=aN , B'=—iIN+0oE , E'=-0B degerleri yerine

yazilir.

r
0=%TJraizd\H%BJra?(—zN+oE)+%E+a3(—oB) ,

& da, dag j
0=—=T+ —a,7)N+| —=— B+| —+a,0 |E
ds (8= 27) [ ds asa) ( ds ¢
olup, burada katsayilar sifir olacagindan

T: dii:o
ds

N: ax—-a,r=0

da
B: —2-aoc=0
ds %o

19



bulunur. Buradan

K 1 da, da,

K= , 3 - _ca 2.7
% Tal o ds ds 7% @7
dir. a, :—ld& nin tiirevi almur,

o ds

olup, burada C:ji =oa, degeri yukarida yerine yazilir,
S

d’a, 1 o' da,
-2 5 =0 2.8
ds* ¢ o° ds T&T (28)

bulunur, iki taraf o ile ¢arpilirsa,

2 '
d’a, o'da 2_0 (2.9)

olup, buna gore

o _dad o, (6 1)

ds dt ds dt dt o

olur. Tiirev alalim,

2
d_aszi(disJLdﬁd
ds? dtl dt Jds dt

20



2 2
d 6;3= d 230+di‘30" G+di‘30'
ds dt dt dt

olur. (2.9) da yerine yazilirsa,

olarak bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii
a, =Acosja(s)ds+Bsinja(s)ds (2.10)
0 0
bulunur. Burada (2.7) ve (2.10) dan A ve B sabittir.

a, :ga1 = Asinfo(s)ds—BcosJ'a(s)ds :
0 0

a, =£(E) a = Acosfa(s)ds+ Bsinja(s)ds :
r 0 0

(o}

denklemlerinden asagidaki gibi
T T

Aaill(fj cos'sfcr(s)ds+£sinjfa(s)ds] (2.11)

B=31!§(§]’5inj;0(5)d5(SJCOSEU(S)C'S] (2.12)

sabitleri hesaplanir. Kareleri toplamindan

o\ 7T

- 1(xY) ¢ K . | K2t
cos ja(s)ds+2— = cosja(s)ds—smja(s)ds+—25|n Ia(s)ds +
0 0 T 0 T 0

21



T

O\ 7T

2
' 2
A’ +B*=a° {E(EJJ +(fj , &, =cosd den,
r2 2
cos’ @ fEKEJJ +(Eq =sin’d , A’+B?=sin’0,
o\7T T

2
! 2 . 2
[l(fn +(£] SN0 g0 = sh
o\r7T T cos- @

bulunur. Bu denklemin s e gore tiirevi alinirsa,

Col ECIRER

bulunur, buradan

olup

22

%z{l(quzﬂ#ia(ﬂdsZé(fjsmEa(ﬂds?uxia(ﬂds+(§fsmia(

s)ds

(2.13)



dir.

Tersine birim vektor U nun tanimindan
(T,U)=cos6 = sht
dir.

TEOREM 23 E* de a = a(s) regiiler egri olmak lizere yay parametresi ile x,z ve

o egrilikleri ile verilsin.

a 3. tip egik heliksdir, ancak ve ancak P’ +of2 =0
dir.Burada P :% ve P, = iﬁ‘}' a nm anti-harmonik egrilikleridir.[8]
Ispat: Tamim 1.4 den

(E,U)=cos6 = sht (2.14)
tir.

(1.14) de s e gore tiirev alip Frenet formiilleri kullanirsak;

(E,U)=0
dir. * dan E'=—oB degeri yerine yazilirsa,

lo2 <B, U > =0
olur. Bu nedenle U nun alt uzay1 S, {T,N,E} ve buna gore

U=aT+a,N+aE (2.15)
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olup, burada a, =a,(s)=cosé, , a, =a,(s)=cosb, , a,=a,(s)=cosé, dir. U nun

dogrultman cosiniisleri ve (2.14) den a, =cosé, sabittir. U birim vektor olup,

8’ +3," +3," =1
esitligi yazilabilir. (2.15) in tiirevini alirsak,

L T T SN TPNTL S
ds ds ds ds

r
ozdﬁT+alm+%N+a2(—xT+rB)+ dda3E+a3(—oB)

S

ds

katsayilari;
T:dﬁ—azif: 0

ds

da

N:ax+—=2=0

K ds
B:a,r—a,0=0
E:diszo

ds

olup, buradan

da, 1 o
a=-—r"—g =
2 ds x % T
dir. a, =ditil tiirev alinir,
ds «

olup burada % =—ak yerine yazilirsa
S
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2
da «'da ’ (2.18)

elde edilir. Bu denklemde degisken degistirirsek,

r dt d4
t: d _— ! = —_—
'([K'(S) S :>ds k(s) =«'(s) <

da,_da, dt _da,
ds dt ds dt

olur. Bu ifadenin tiirev alinirsa

2
d alzg(dﬁKJ$+dﬁ ,
ds> dtl dt )ds dt

K sabit oldugundan x"=0 olup

2

d“a
dt?

+a, =0
differansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii
alecosIzc(s)ds+ Bsinjx(s)ds (2.19)
0 0

dir. Burada A ve B sabittir. (2.17) ve (2.19) dan
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:_a3 —Asmj ds+Bcos'|. :

a, = Acosj ds+Bsmj ,

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden

—5'”I ds+i(rj, cosizc(s)ds} :

5= asl—cos.[ ds__(_js.nj ]

hesaplanir. Kareleri toplamindan

A=-g,

KB {( Join[s)es+2( j'cos; SF

2

e fr]|

A2 B2 =3/

ot
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(Ej {%(E] ] _ bt (2.20)

hesaplanir. Buradan

U :Kl(gj JT+EN+E]cose3
K\ T T

elde edilir. (2.20) denkleminin s' e gore tiirevini alirsak;
%zji(z}ﬁi(z)i 11(2} 0.
T )ds\ 7 kds\ 7 )ds\xds\ r
)
E(Ej ANV (2.21)

bulunur. Buradan
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olup

denilirse

d o
—f(s)=—x—
ds () Kr
olur,
(i{zﬂ -0
K\ T T
— P+ 0P =0
elde edilir.

Tersine ;

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)



dir. Eger bir birim vektor olarak tanimlanan U vektori

U :[—f(s)T+2N+E}cos¢93
T

ise

(E,U)=cosd, = sht

29
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tir.



3.BiR HELIKSIN BERTRAND EGRIiSi

Teorem 3.1 E*de & =45(s) bir heliks olsun. Ayrica & , ¢ nin bertrand gifti olsun.
& nin Frenet-Serret aparati {Té,Né,Bé,Eé,K‘é,Tg,O'g} ,0 nin Frenet-Serret aparati

{T.N,B,E, «,7,0} ile olusturulabilir.[12]
Ispat: Bu § =6 (s) heliks i¢in Bertrand egri ¢iftinin tanimindan
E=0+AN (3.1)

yazabiliriz. (4.1) denkleminin her iki tarafini s ' e gore tiirevini alirsak;

ds
4% s AN+ AN
ds§ ds

olup O|—98=T5 ve N'=—«T+B den

dsg

ds
T.— =T+ AN-xAT+ 7B ,

* ds

ds da
T.—= =(1-kA)T+—=N+ A8 3.2
< ds ( ) ds (32)

elde edilir.Bertrand egri ¢ifti tanimindan T, L N oldugunu biliyoruz. Her iki yam N

ile i¢ carpim yaparsak;

<T§,N>%=(1—z</1)<T,N>+‘jj—j<N,N>+m<B,N>

olup <T§,N>:O , (T,N)=0 ve (B,N)=0 dan

di

—£=0
ds



olup , buradan
A =sbt
olur son olarak;

d
T(f%:(l—/d)TJrlzB (33)

durumuna gelir bunun normu alinirsa

b
ds

T, —5) = (LAY + 27

4

olur. HTCSH =1 oldugundan

s,

|- JA-rAY + 2277

olur, buna gore

(1=A)+ Az
Ja-m) + 2%

T, = (3.4)

elde edilir. Frenet vektorleri arasindaki iliskiyi yorumlamak i¢in ard arda tiirev

alalim.

5!

(1-xk1)T+AB ,
E"=(—kA—i A ) T+(1--A) T+ A B+ A(:B+B') ,
=—KkAT— i@ T+T - kAT + 2gB+ ArB+ 1B’

=0 =0

T=N , N=—«T+8B ,ve B'=—IN+0E i¢in

=—kAT+MN -’ AN+ ArB+ A7 (-N+0oE) ,
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=k AT+ N -’ AN+ ArB—A7°N+ AroE |

g‘":[lc—l(lcz +72)}N+/170E,

£ = K'_%MM—Z(ZKK'-&-ZTT') N+[K—/1(K2+72)JN’+L’=ZOEE+1[T'GE+T(O'E+O‘E')J
=0

E'=-0oB i¢in

E" = kN = 26N = 20 AN = i° T+ k2B + A (5° +7°) T
—A(x* +7°) B+ Ar'oE+ AroE - A70°B,
&=k A(K*+7°) -k |T4r[k-A(x* +2° +0°) B,
£ = (k[ A(K" +7°) =k |+ 2167+ 77+ A (20 + 207 )=k | T

+K[/’L(K2 +rz)—K]T'+z'[K—/1(K2 +7° +02)]B'

+[r'(l{—/1(,(2 +7° +o-2))+r(r<'—ﬂu'(,(7— +7° +JZ)_/1(2K‘K'+2TT'+20'O")):|B ,

9 =/f%! K2=0+z'2 t I —K;E;T—G-Kﬂ,’(l(z +72)T+1K(2KK'+211’)T—K§OT+K2/1(K2 +z’2)N

—KsN—Ker+KT0E+r22(K2 +72 +O'2)N—/170(K2 +72 +02)E

+E§3_im5m+@_ﬂ'(2m,+2TT'+20'0")B_1’T(K2+TZ +02)B.
=0

Burada

I, = K (2,/(—1)+2,2'2 (21(2 +7? +O'2) ,
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1 :ra[lc—l(/cz +7° +02)] ,
Y= I IN+LE

dir. Yukaridaki denklemler kullanilarak,

2

| & (&, &m e = (\/(1_,@2 +(ar) ) [(K-A(KZ +72))N+mo+:}

hesaplanir. Burada K = \/(1— xA)" +(A7)" olarak alinrsa;

o1 &' ~(21¢7) &= K[ (A (") N ek
olur. Bu nedenle baslica normal ve birinci egrilikleri sirasiyla

5" (K—J(K2+T2))N+ZTO'E

N, = - 2
\/(K—/’L(Kz +7° )) +(ﬂ,ra)2

é 5 "

ve burada L = \/(K—ﬂ(l(‘z +72 ))2 +(/lra)2 olarak alinirsa;

N§=%(K—/1(K2+72))N+/176E (3.5)
ve
lere-g.ene
g 4
K2 (= A(x2 +7%)) +(Aro)
Ke = \/< ( K )) ( )=% (3.6)

elde edilir.§Simdi T, AN, A&" vektoriinii hesaplamak igin dnce

33



(1-2%,0, A7,0)

Ja-axy +(az)

(O,K—/i(lcz +2'2),0,/12'c7)

\/<K—ﬂ,(lc2 +7° ))2 +(lra)2 |

N

4

& =x|A(x* 42" )=k | Tre[ k-A(x*+7" +07) [B

degerlerini yazip, T, AN, A&" vektorel carpimi hesaplayalim,

T N B
1- Ak . it
K K
T AN A" = k= A(x*+7%)
0 0
L
K[/l(/cz +z-2)—1c] 0

1

KL

= —{[—(1—1/()/1720[/(—/1(1(2 +7% +0° )] +/lzrzo7c[/1(lc2 +72)—KHN

+[(1—1K)T[K—/1(K2 +z'2)}[lc—/1(lc2 +7° +0'2)]—2,17<(K—1(K2 +12))[l(1c2 +72)—KHE},

1

=—— {[(—/1720' + ﬂzrcrzo-)[/c -1 (K‘Z +7° +0? )J + /131'207((1(2 +7° ) - AZKZTZU}N

KL
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+[(T—/1KT)[K—/1(K2 +T2):||:K'—l(l(‘2 +7° +62)]—lm(1c—/1(1c2 +z'2))[/1(1c2 +72)—KHE},

1
=l {[fﬂmrza + 12720'(/(2 +72+0° ) + %Ko — /13720'K(K2 +724+0° ) + 23520+ Akrto flziczrza]N

+ [(ﬂc— AT — AT+ At + VPt + APt ) [K‘ -1 (K‘2 +7°+0? )]
+ (—xllczr R Y k< ) [ﬂ (1(2 +7? ) - Kﬂ E} ,

1
= —K {[—AKTZO' + Ao+ Ao+ AP0 - Ao — APkrto = Vkrio + ko +2,3KT40']N

+ |:TK'2 — AT = AT + AT+ KT+ AP — AT+ AP T+ A - At = Pt = AR
2

AT+ AP+ AP0 = 2P0 = 35 — APker® — Ao + APkPro? + Ao — APk re? — AkPto? — APkrio

Ak =P+ T+ AT+ A+ ke + Ak - Akt - A ] E} ,
burada M =7 [ﬂ (K‘2 +72+0° ) - K(l-l— Ao’ )] olarak alinirsa;

T. AN, AE" = _%[/12'01\]—[1(—/1(1(2 +rz)]E}

olup , buradan trinormal vektori

T. AN, A&" KL[ATGN_(K_A(KZJFTZ))E}

o HT~§ AN ne" Z_\/(lz'a)z +(K—/1(K2 +2'2))2

olup,

2

L= \/(/12'0')2 +(K—/1(1<2 + z'z))

olmak iizere;
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AtoN —(x—A(x*+7%)|E
(s e <) -

olarak hesaplanir.Buradan ikinci ve {igiincii egrilikleri hesaplarsak,

M
_maNaasllel i K w
Cller ez KUK

(3.8)

ve
o (E“.E.)  (ILN+IEE,)
o DN N M
dir. Burada
&Y = N+LE
olup,

I =x*(Ax-1)+A7* (2° +7° +07)
L=t k- A(x* +27 +0%)] ,
E, =%[moi\1—[;<—ﬂ(,<2 +7°) |E | bilinenterinden
<§(4),E§>:<11N+IZE,—%[ATO'N—(K—/1(K2+72))E}> !
=| & (A1) +A7* (26 +7° + 07 )][—%zmj

+%z-o-[1<—ﬂ,(1<2 +7° +O'2)][K—1(K2 +T2)] ,
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= —%{ﬂ.ra[(ﬂx“ —K‘3)+ 20kt + A7t +/1120'2]
—TO'[K—AKZ A7t —lazj[lc—ﬂlcz —172]} ,
1 2_4 3 2.23 2_5 2.3
=—E{[/1 K 10— AKT0+ 21Kk T 0+ AT 0+ AT G:I
—[KIO'—ﬂKzra—ﬂrsa—ﬂm's][K—/lkz —272]} ,
= —%{}tzlc"fc Ao+ 2%k o + Ao + Ao — APto + Ak ro + AkTio + Ao
ko - A k*rPo — Ao + Ao + Akto® — kot —/122'303} ,
= —%[—/122'0 + Axktio + At + AKkTOR —/121(210'3] ,

—i Ko [—m’ + AT+ AT + A1o't — AP kro? ]

_IZ/II_ (;Lz'o-)z +[K—/’L(K2 +7° )T \/(1—/11()2 +(/12')2 |

ng

- (3.9)

olarak hesaplanir. Frenet ¢atisinin tiglincii vektor alanin1 bulmak i¢in

E§ :—%[ZTON—[/”L(K2+TZ)—K}E} ,

T, :%[(1—/1K)T+/ITB] ,
1

N, :E[(K—l(lcz +2'2))N+Z,TGE:|
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bilinenleri ile E, AT, AN, vektorel carpimi

T N B E
_lﬁ 0 _[ﬂ(K2+TZ)—K:|
L L
Eg/\Té/\Nfz:]__ﬂK- 0 ﬂ 0
K K
0 K—i(lc2+rz) 0 @
L L

B _ﬂmjﬁlm._[/l(ic%rrz)—x} _ﬂ(l(—ﬂ,(l(‘2+‘[2)) .
| L K L L K L

+[ﬂ,r0' (1-Ax) 2,70'+[/1(K2+72)—K] (1-Ax) [K—Z(KZ +72)J]B
L K L L K L ’

_ 1 {ﬂ,r[(ﬂﬂf)z +(/<—/1(;<2 +2'2))2:|T+(1—/1K)l:(ﬂ,76)2 +(K—/”L(K2 +rz))2}B}

KL

olup burada L = \/(ma)z + (K‘— A(x? 477 ))2 oldugunu biliyoruz. O halde

E, AT, AN, :_i[(mo)z+(K—/1(K2+r2))2}[/17T+(1—2K)B] ,

KL?
E. AT. AN, :—%[/ITT+(1—2K)B]
elde edilir. B, = 4E. AT, AN, oldugundan
1
B, :—E[ZrT+(1—/1K)B} (3.10)

olarak hesaplanir. #z=ml alinirsa denklemler elde edilir.
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4.BIR HELIKSIN iINVOLUTE-EVOLUTE EGRIiSi

Tamim 4.1 E* de ¢ ve & birim hizli egriler olmak iizere & min involiitii ¢ ise her s,
icin ¢, & teget ¢izgisi lizerinde & (So) yatiyor ve &,& (SO) ve ¢ tegete diktir. £ nin

evoliitii ¢ iSe ¢ nin involiti & dir ve egri ¢ifti p=& + ,u"ll“ ile tanimlanir.[9]

Teorem 4.1 £=¢(s) 6 min involiitii olsun. E* de & bir heliks olsun. & nin Frenet
aparati {Té,Ng,Bg,Eg,K‘g,Té,O'é} , 0 nm Frenet aparati {T,N,B,E,K‘,Z’,O‘}

olusturulabilir ve agagidaki gibi yazilabilir.

T.=N , Nézﬂ B T+ B

ve

K2 +12 o) o

K, =—-, T.= , O, =——/———
: xlc—s| : kNK?+7° |c—| : Ve +7%|c—5|

ds
burada d—§=zc|c—s| dir.[9]
s

Ispat: Involiit-evoliit egri tanimindan

| I

E=0+uT 4.2)
dir. Burada her iki tarafin s ' e gore tiirevi alinirsa,

o o

=0"+ u'T+ uT’
ds, ds S

olup,d—ngé , T'=iN ve 6" =T den
ds,

ds,
— =T+ 4T+ ukN (4.2)

T
< ds



Té%:(lﬂu')TﬂukN

dir. Tanimdan <T§ : T> =0 oldugunu biliyoruz. T ile i¢ carpim yaparsak,

(T, T§>(:jisf =(1+ ){T, T)+ ux(T,N)

olup,

du 1 ¢ (4.3)
ds

olur. Boylece

H=C—S
buluruz. Bunu (5.1) de yazarsak,

E=6+(c-s)T (4.4)
bulunur. Burada s'e gore tlirev alirsak,

deds o _
s, s =(c—s)xN (4.5)

olup, her iki tarafin normu alinirsa,

ag g,

2
ds(; ds| (C_S) x

olur. T, =1 oldugundan

o,

_ e\ 2
ds—(cs)x

olup , buna gore
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T.=N (4.6)
olur . Bunu yorumlamak i¢in ard arda tiirev alirsak,
&'=(c—s)aN,
&"=—rN+(c—s)(xN+xN')
olup, N'=—«T+B den
&' =—iN+(c—s) KN+x(-xT+B)] ,
&"=—(c—8)k’T—aN+(c—s)xB (4.7)
dir.
E"=KkT—(kT+xT")(c—5)—xN-N'—xB+(c—s)[ 'B+x(rB+B')]
olup, T'=&N , N'=—xT+B ve B'=-mIN+0E den
&" = KkT—k*N(c—s)—«(—«T+B)—xB+(c—s)xr[-N+oE] ,
§m=2K2T—(C—S)K(I{2+T2)N—2K‘ZB+(C—S)KTO'E (4.8)

dir.

EW = AT+ 2K2T'+K(K2 + z’z)N —(C—S)|:K"(K‘2 +2'2)N+ K[(ZKK’+ 21'2")N+(K2 +7° )N'ﬂ
—2K'B-2r[tB+B'|-xoE +(c - s)[r'KaE+ T(K’0E+ k(cE+ KE')):I :

= 2K3N+K'(K'2 +TZ)N—(C—S)K'(K'2 +T2)[—K‘T+TB]—ZKT(—ZN-O-O'E)—TKOE—(C—S)K'TGZB
5(4) =(C—S)K‘2 (K'2 +TZ)T+|:2K'3 +K'(K'2 +rz)+2Krz]N
—(c- S)’Z‘K‘I:K‘z +7+ O'Z:IB—SK'TO'E (4.9)
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dir. Bu denklemler kullanilarak,

€17 " —(&, &) & = (c—8) [T +B] (4.10)
hesaplanir. Buradan egrinin birinci normal ve birinci egriligi sirasiyla
! 2 ”_ ! 14 ! _
N, - ||§,||2 fﬂ (5,’5”%" e (4.12)
[ &"=(5". "¢ Nat+e
ve
5185608 Jtaet
K. = — = (4.12)
[<'] [(c=s)«]
elde edilir. E, hesaplamak igin T, AN, A&" vektorel garpimi
T.=(010,0),
—K T
N, = ,0, 01,
: L/Kz +72 NP +7? j
é:m:(sz,—(C—S)K‘(K‘Z +12),—2KT,(C—S)KTO')
bilinenleri ile
T N B
0 1 0 0
T, AN AE"=|_ K 0 T 0
K +7’ K +1°
2K° —K(C—S)I:Kz +T2] -2kt (C—s)kto
= ko (c—s)T+ ko (c—s)B
K+t K+t
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W(C—S)[TT+KB]

olur.O halde

ise

_ (4.13)
: Vi + 12

olarak hesaplanir.ikinci egriligi yazarsak,

_Jr.
& '

"

(& ENE

KTO
c—s|\x?+7%|c—s
\/—I | “le—s|x
K2+ T ?lc—5|

e =

TO
7, = (4.14)
kNK?+7°|c—5|

olur ve tgiincii egrilik

<§(4)1E§>

£ HTQE AN, AE"

f'” yi gbzonline alalim, bunun i¢in

" K70
T. AN, AE" = (c

N2 +7°

—s)(7T+&B) oldugu hesaplamusti.
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(5.9) ve (5.13) denklemleri kullanilarak,

<§(4),E§>=(C s) (K' +Z‘) —(C—S)KT(K2+T2+GZ) l :
K +1° K +1°
c—s)x’r
<§(4),E¢> ( KZJ)FTZ [K‘2+T2—K‘2—2'2—o'2},
C—S)K‘ZTGZ
£ E _
R R e
bulunur. O halde
(C s)k’to
2
O'éz K +T ’
(c—s)Vx*+7%(c—s)
K2+7?
O
o, = (4.15)

olarak bulunur.Frenet ¢atisinin 3.vektor alani ise B=xE, AT, AN, dir. Bunun i¢in

E =(KT—U(C _K9 (c-s K‘OJ
N2 +7° \/K +7°

T, =(0,1,0,0) ,

N, =| —% 0,————0
Je+22 e )

oldugunu hesaplamisti. Bu bilinenler ile vektorel carpim
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T N B E
2 2 O ZK 2 O
Eﬁ/\Tf/\Ngz K +7 K +7 ’
0 1 0 0
S S ‘ 0
N K2+ 12

__{ T v, K K E
NN P N N

2 2

T°+K

=-—F,
K +7
=-E
olarak hesaplanir. B=4E. AT, AN, den
B=-E (4.16)

ds
elde edilir. Burada d—é = K'|C - S| olarak aliriz.
S
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SONUC

Bertrand egri c¢iftinin Frenet-Serret vektorleri arasindaki iligkiler incelendi. Boylece
bir helisin Bertrand egrisinin bir helis oldugu ayn1 zamanda involiit evoliit bir helisin

bazi karakterizasyonu agiklanmistir.
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