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OZET

Hazirladigimiz bu ¢alismada, Birinci Mertebeli Kismi Tirevli Lineer ve Kuazi-Lineer
Diferansiyel Denklemlerin ¢6ziimii, bu ¢oziimiin varligi, ¢6ziim metotlar1 ve bu denklemlerle
bagli problemler arastirildi. Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Lineer ve Kuazi-Lineer
Diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metotlar1 incelenerek ayr1 ayri orneklerde ¢6ziim
metotlarmin uygulamas1 gosterildi. iki, ii¢ ve n degiskenli Birinci Mertebeli Lineer ve Kuazi-
Lineer Diferansiyel Denklemler de ele alindi. Bu denklemlerin genel ve 6zel ¢6ziim
metotlarinin bulunmasi incelendi. Ayrica bu denklemlerin iki x,y serbest degiskenine bagh
olarak ii¢ boyutlu uzayda olusturdugu vektor alanlarinin, vektor egrilerinin ve vektor

yiizeylerinin bulunmasi problemlerinin ¢6ziim yontemi de ele alindi.

Anahtar Kelimeler: Kismi Tirev, Lineer, Kuazi Lineer, Diferansiyel Denklem, Cauchy

Problemi, Kovalevskaya Teoremi
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ABSTRACT

In this study we prepared, the first order partial linear and the solution of Quasi-linear
differential equations, the existence of this solution, the solution methods and the problems
related to these equations have been researched. The application of the solution methods
have been shown with separate examples by analyzing the solution methods of First Order
linear Partial differential equations and quasi linear differential equations. Two, three and n
variable first order linear and quasi linear differential equations have been examined. The
solutions of these equations’ general and specific solution methods have been studied. In
addition, the solution methods of the problems related to vector areas, vector curves and
vector surfaces formed by these equations in three dimensional space depending on the two

free variables X, y have been told.

Keywords: Partial Derivatives, Linear, Quasi-Linear, Differential Equations, Cauchy

Problem, Kovalevskaya Theorem
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1. GIRIS

1.1 Esas Anlamlar Ve Coziim Kavram

Bu tezde birinci mertebeli Lineer ve Kuazi-Lineer kismi diferansiyel denklemler ele
alinip incelendi ve ¢oziim yontemleri 6grenildi. Birinci mertebeli kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim yoOntemleri adi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziim

yontemleri ile baglantilidir[1-5].

Aranan fonksiyonun kendisinin ve tiirevlerinin dahil oldugu denkleme diferansiyel

denklem denir.

Aranan fonksiyon iki veya daha c¢ok serbest degiskene bagli oldugunda, bu
fonksiyonun kendisinin ve kismi tiirevlerinin dahil oldugu denkleme kismi

diferansiyel denklem denir[4,5].

Boylece Xi,Xp,...,X, bagimsiz degiskenlerine bagli u(xq,Xy,...,X,) fonksiyonun

ve bu fonksiyonun,

du Ju ou 0%u 9>u  9%u oku
— (k= ky +ky + -+ kp)

0%, 0xy" T oxy 0x1 ’axz T oxE ""ax‘fl. axlz‘z e 0x"

kismi tlirevlerinin dahil oldugu denkleme aranan u = u(xy, Xy, ..., X,) fonksiyonun

kismi diferansiyel denklemi denir. Burada k = k; + k, + -+ + k,, olarak alinmistir.

Kismi diferansiyel denklem genel olarak asagidaki sekilde yazilir:

du du du 0%u d%°u 0d%u oku —0 . (11
T T R T o e v ) I

n

F<X1,X2...,Xn,

Bu denklemdeki F fonksiyonu gosterilen argiimentlere bagli verilmis (belli)

fonksiyondur.

Aranan u fonksiyonunun diferansiyel denklemin icerdigi en yliksek mertebeli

tiirevinin mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir[4,5].



Buna gore birinci mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklem genel sekilde

asagidaki gibi yazilir[4,5]:

F( du Jdu au)_o
Xl'XZ""X“’u’axl'axz S =0.

(1.2)

Iki bagimsiz x ve y degiskenlerine bagl birinci mertebeli kismi diferansiyel denklem

genel sekilde uygun olarak

Jdu du
)=0

F(X,y, u,&,a—y (1.3)

seklinde yazilir.

Aranan fonksiyonu ve bu fonksiyonun gereken kismi tiirevlerini verilmis diferansiyel
denklemde yerine yazdigimizda, denklemi saglayan u fonksiyonuna kismi

diferansiyel denklemin ¢oziimii denir[4,5].
Birgok fiziksel olaylar kismi diferansiyel denklemle ifade olunur.

Ornegin,

(au)z N (6u>2 N (au)z — n( ) 14
0x dy 9z) MYz 149
denklemi kirilma indisi n(x,y,z) olan homojen olmayan ortamda isik 1sinlarinin

yayimlanmasi denklemidir. Asagidaki

N e 15
at ' ax (1-5)

denklemi patlamanin darbe dalgasinin denklemidir.

Ornek:

0z
0x



birinci mertebeli diferansiyel denklemini saglayan z = z(X,y) fonksiyonunu bulalim.

Bu amagla verilmis denklemin her yanini x degiskenine nazaran integralledigimizde,

z(x,y) = x+ @(y)

¢oziimiinii buluruz. Burada ¢(y) fonksiyonu y degiskenine bagl keyfi fonksiyondur.
Burada z(x,y) fonksiyonu i¢in buldugumuz bu ifade verilmis denklemin genel

¢Ozlimii olur.

Burada ele aldigimiz bu 6rnekten sdyle bir sonuca varmis oluyoruz. Birinci mertebeli

kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimii bir keyfi fonksiyona bagli olur.

Burada birinci mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde Cauchy probleminin
¢Oziimiiniin varhigr ve tekligi i¢in Sofiya Vasilyevna Kovalevskayanin teoremini

verelim [2],[3]:

1.2 Kismi Diferansiyel Denklemin Coziimiiniin Varh@  Hakkinda
Kovalevskaya Teoremi

Asagidaki birinci mertebeli kismi

du du du
6_X1 = f(xl,xz. ..,xn,u(xl,xz...,xn),@, '6_Xn> (1.6)
diferansiyel denkleminin,
ulxlleo = (Po(Xz,X3- --:Xn) (17)

baglangi¢c sartin1 saglayan baslangic deger probleminde (Cauchy Probleminde)

@o(X2,X3...,%X,) fonksiyonu baslangic X, ,X3,...,Xp, noktasinin bir yakin

0

komsulugunda analitik fonksiyon oldugunda ve (1.6) denkleminin sag yanindaki

du du >

1 AR n AR n aen
) ) ) ) ) Fa ) Fa

fonksiyonu ise kendi arglimentlerinin, uygun olarak

X149 X241 X34+ +» Xng»



Up = Po (XZO;X30- . IXHO)I

(a_u>:1(xx X)(ﬂ):%(xx %)
aXZ o (p0x2 297839 1&g )y = aXn . aXn 20743071 Ang

noktasinin bir komsulugunda analitik fonksiyon oldugunda (1.6) denkleminin (1.7)

baslangi¢ sartin1 saglayan

u(Xq, Xz, ., Xp)

¢oziimii vardir ve tekdir. Bu ¢6ziim

(Xlo,xzo,x3o. ..,Xno)

noktasmin kiiglik bir komsulugunda analitik fonksiyon olur. Bu teoremin ispati

analitik fonksiyonlar teorisinin sonuglarina dayanilarak ispatlanir[1].

Bu teoremden de goriiliir ki, birinci mertebeli kismi diferansiyel denklemin genel

¢Oziimii bir keyfi ¢, fonksiyonuna baglhdir.



2. BIRINCi MERTEBELI LINEER VE KUAZI-LINEER
DENKLEMLER VE ONLARIN SINIFLANDIRILMASI

2.1 Birinci Mertebeli Kuazi-Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler

Kismi diferansiyel denklemlerde aranan u(xq,Xs,...,X,) fonksiyonunun kismi
tiirevlerine nazaran lineer olan kismi diferansiyel denklemlere Kuazi-Lineer denklem

denir. Mesela,

Ju du Ju
f; (X1, X5, ooy X, W) F + £5,(X1, X5, ey Xp, u) + ot (X1, X5, 0, X, 1) F
1 n

= f(x4, X3, oo, Xp, W) (2.1)

diferansiyel denklemi birinci mertebeli kismi tiirevli Kuazi-Lineer homojen olmayan

diferansiyel denklemdir.
Bu (2.1) denkleminde f(x4,Xj, ..., Xp, u) = 0 oldugunda alinan,

Ju Ju Ju
f; (X1, X« ) X, u) + f,(X1,X5 ooy Xp, u) + ot (X1, Xg oon, X, W) I =0 (2.2)
n

denklemine  (2.1) denklemine uygun birinci mertebeli Kuazi-Lineer homojen kismi

diferansiyel denklem denir.

Iki x ve y serbest degiskenlerine bagli Kuazi-Lineer kismi homojen olmayan ve homojen

birinci mertebeli kismi diferansiyel denklemleri uygun olarak asagidaki sekilde yazilir:

PGy, 1) 4 Qv 1) = Ry, 0) 23
X,y u) o Qx y,u ay xy.u) (2.3)

Py ) 2+ oy ) = 0 2.4
X y,u) o Q(x,y,u oy 0 (2.4)

Bu (2.1) ve (2.2) denklemlerinde istirak eden f;(xq,X5 ..., Xy, W), (i =1,2,..n) Ve
f(x1,X3, ..., Xp, )  fonksiyonlar1 belli bir Q bolgesinde tanimlanarak verilmis

fonksiyonlardir. (2.3) ve (2.4) denklemlerinde ki,



P(x,y,u),Qxy,u),R(x y,0)

fonksiyonlar1 da uygun olarak bir G bdlgesinde tanimlanarak verilmis fonksiyonlar olduklart

varsayilir.

2.2 Birinci Mertebeli Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler

Asagidaki,

du

du du
fl(XlJXZJ v X ) + fZ (X1;X2; - Xn) + -+ f (XIIXZI " Xn) aX
n

0x4
= (X4, X5, r, Xp, W) (2.5)

seklindeki birinci mertebeli kismi diferansiyel denklemine homojen olmayan birinci
mertebeli lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem denir. Bu denklemde
f1, 5, f5, ..., £, katsayilarmin tlimiiniin ayn1 bir kiimede sifira doniismedigi varsayilir.

(2.5) denkleminin sag yanindaki fonksiyonun
f(xq,X5, e, Xp) =0

seklinde sifira esit alinmasiyla olusan,

du du du
fl(XllXZI"" ) +f2(X1,X2,.. ,Xn)g‘l' ...+fn(X1,X2,...,Xn)_= 0 (26)
X1 2

Jx 0x,

denklemine, (2.5) denklemine uygun homojen birinci mertebeli lineer kismi

diferansiyel denklem denir [2-5].

Iki x ve y serbest degiskenlerine bagl birinci mertebeli homojen olmayan lineer

kismi diferansiyel denklem, asagidaki sekilde yazilir.

P(x, y) + Q(x, y)— =R(x,y,u) (2.7)

Bu (2.7) denklemine uygun homojen lineer denklem ise su sekilde yazilir.

P(x, y) + Q(x y)— = (2.8)



3. ON BILGIiLER

3.1 Alan Teorisinin Elemanlar1
3.1.1. Skaler Ve Vektorel Alan

Ele aldigimiz uzayda veya uzaym bir V kisminda fiziksel 6zellige sahip bir U
nesnesinin tanimlanmis oldugunu varsayalim. Yani V bolgesinin her bir noktasinda
U nesnesinin belli bir degerinin verildigini varsayalim. Bu durumda V bélgesine U
nesnesinin alan1 denir. Alanda ele alinip incelenen nesne, skaler degerli nesne

oldugunda, bu alana skaler alan, vektorel degerli oldugunda ise vektorel alan denir.

Skaler alana bir 6rnek olarak, 1sitilmis V hacimli bir cisim ve onun sicakligini

gosteren fonksiyon ise U oldugunda, bu durumda V skaler alan olur.

Her bir alan bu alanda incelenen nesnenin adi ile adlandirilir. Mesela V hacimli
isitilmis  cismin  sicakligini  gosteren fonksiyon U oldugunda, V bdlgesine U
sicakliklar alani denir. Ancak V bdlgesinde incelenen nesne basing oldugunda ise V
bolgesine U basinglar alani denir. Sicaklik ve basing skaler nesneler olmasindan

dolay1 bu fonksiyonlarin dogurdugu alanlar skaler alanlardir.
Simdi de vektorel alana ait bir 6rnek gosterelim.

Varsayalim ki kiitlesi m olan My(Xg,Vo,Zo) maddesel noktasi, belli bir ¢ekim
kuvvetine sahiptir. Genelligi bozmadan Mq(x,yo,Z9) noktasinin koordinat
baslangicinda yerlestirilmis oldugunu varsayalim. Bu durumda uzayimn birim kiitleli
keyfi bir M(x,y,z) noktasini alalim. O zaman bu M(x,y,z) noktast koordinat

baslangicina dogru

F = Y- I'_Z
formiillii F kuvveti ile ¢ekime maruz kalacaktir. Burada y > 0 sayis1 gravitasyon
sabiti (y = 6,67x10"* Nm?/kg?), r ise koordinat baslangicindan M(x,y,z) noktasina
kadar olan uzakliktir (Bakiniz Sekil.3-1).



Bu 6rnekte uzayda bir vektorel alan tanimlanmaig olur.

Skaler ve vektorel alan zamana bagli olmadiginda bu alana stasionar alan, aksi halde,

yani zamana bagli oldugunda uygun alana stasionar olmayan alan denir.
Stasionar ve skaler alan analitik olarak,
U="fM) =1f(xy,z)

seklinde gosterilebilir.

Sekil 0-1 Ug¢ Boyutlu Uzayda Kiitlelerin Cezbi

Simdi stasionar ve ya vektorel alanin verildigini varsayalim. Bu alanin vektor
fonksiyonu U(x,y,z) olsun. U  vektériinii OX,0Y ve OZ eksenleri iizerine

projeksiyonlari uygun olarak Uy, Uy ve U, oldugunda U vektor alanini,
U = U+ Uyj+ UKk

seklinde yazabiliriz. Bu agilimdaki T , J ve K vektorleri uygun olarak OX, OY ve OZ

eksenlerinin pozitif yoniinde yonlendirilmis birim vektorlerdir.

Simdi U = f(M) skaler alanin verildigini varsayalim. Bu alanin My (Xg, Vo, Zo)

noktasini alalim ve bu noktanin degismez oldugunu kabul edelim. U fonksiyonun Mg



noktasindaki degerini U, ile gosterelim. Ele aldigimiz U = f(M) alanin U, degerine
uygun tiim noktalar kiimesi uzayda bir ylizey olusturur. Dekart (kartezyen) koordinat

sisteminde bu yiizeyin denklemi,
U(x,y,z) =c (3.1)

seklinde gosterilir. (3.1) denklemindeki c sabitini degistirdigimizde biz yiizeyler

ailesini almis oluruz. Boyle yiizeylere skaler alanin seviye yiizeyleri denir.

3.1.2. Seviye Yiizeyi

Skaler fonksiyonun sabit degerler aldigi noktalarin kiimesine bu fonksiyonun
tamimladig1 skaler alanin seviye yiizeyi de denir. Ozel halde, diizlem sekilli

bolgelerde seviye yiizeylerinin denklemi,
Uxy) =c (3.1)
seklinde yazilir.

Simdi biz vektor alanin vektor hatlarini tanimlayalim. Varsayalim ki, uzayin bir V
bolgesinde U= ﬁ(M) vektor fonksiyonu tanimlanmistir. Bu o demektir ki, V
bolgesinin her bir noktasinda U vektor fonksiyonunun belirli bir degeri ve belirli bir

yonii verilmistir. Bu yontemle uzaym V bdolgesinde vektorel alan tanimlanmis olur. U

vektor fonksiyonunun koordinat eksenleri iizerine projeksiyonlarini,

Uy = UX(X' y, Z)’
Uy, = Uy(xy,2),
U, =U,(xy,2),

gibi gosterelim. O zaman verilmis vektor alanini,
U =U,7+Uyj+U.Kk

gibi yazabiliriz. Vektdr alanini, geometrik olarak gostermek igin vektor hatlarim

kullanirlar.



3.1.3. Vektor Hatt

Her bir noktasinda tegetinin yonii bu noktadaki alan vektoriinlin yoni ile ¢akisan

hatta, vektor alanin vektor hatt1 denir.

M noktasindan gegen vektor hattinin denkleminin parametrik seklide verildigini

varsayalim. Mesela,

x = x(t),
y =y,
z = z(t)

denklemleri ile verilsin. Burada t parametredir ve t-nin belli bir [ty,t;] araliginda

degistigi varsayilir. Bu aralik genel olarak [0,1] seklinde alinir. Ozel halde zamam

gosterebilir. Sayet t parametresi zaman olarak alinirsa M noktasinin hiz vektort,

dx
dt

dz -

d
+ k

- y.
V= 54—
T

seklinde olur. Vektor hatlarinin tanimina esasen hiz vektori ile vektor hattinin tiim

noktalarinda yonlerinin ayni olmalari gerekir. O zaman alan vektoriinii,
U =U,+U}J+UK

seklinde gosterirsek, agagidaki baglantiyr buluruz:

U+ U+ UK = Xy e 92
e L TR TR T
Bu esitligi kullanarak,
U _dx U _dy _dz
*odtt Y dtt % dt
veya
dx_dy_dz_dt 32
Uy U, U, (32)
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esitliklerini buluruz. Buradaki

E_y_& (3.3)

adi tiirevli diferansiyel denklemler sistemine vektdr hatlari ailesinin diferansiyel

denklemi denir. (3.3) sisteminin genel ¢ozlimleri sistemi,

{(Pl(X, Y, Z) = Cy,

(p2(X' N Z) =0 (34)

olur. (3.4) sistemi vektor hatlarinin denklemidir. (3.4) te c; ve c, keyfi sabitlerinin

farkli-farkli degerlerinde farkli-farkli vektor hatlarinin denklemi alinir.

Alan1 olusturan vektor fonksiyonun projeksiyonlari sabit sayilar oldugunda bu

vektorel alana homojen vektorel alan denir. Simdi,
U =Ud+U,j+UKk
vektor alanin homojen vektor alan oldugunu varsayalim.

Demek ki, bu vektor alan igin,

U, = const,
Uy = const,
U, = const
olur. O zaman biz (3.2) baglantisindan,
dx = U,dt,
dy = Uydt,
dz = U,dt

esitliklerini buluruz. Bu denklemleri ¢ozerek,

X = UXt + Ay,
y= Uyt + by, (3.5)
Z = UZt + Co

11



baglantilarini buluruz. Bu (3.5) baglantilarini

X—ag y—by z—c¢g
U, U, U,

(3.6)

—

seklinde yazabiliriz. Bu (3.6) esitlikleri Ay(ag, by, cy) noktasindan gegen ve U

vektoriine paralel olan dogrunun denklemidir.

3.1.4. Yone Gore Tiirev

Ug boyutlu (x,y,z) uzaymnm bir My(X, Yo, Zg) noktasini ve bu noktadan gegen ¢

vektoriinii ele alalim (Bakiniz Sekil.3-2).

Sekil 0-2 Ug Boyutlu Uzayda Yoén Vektoriiniin Gosterilmesi

Burada ele aldigimiz ¢ vektériiniin yoneltici kosiniislerini cosa, cosf, cosy ile
gosterelim. ¢ vektorii iizerinde M, (Xo,¥0,Zo) noktasindan farkli bir M(X,y,z)
noktasini alalm. U(x,y,z) = U fonksiyonunun M, ve M noktalarinin dahil oldugu V
bolgesinde tanimlanmig, diferansiyellenen fonksiyon oldugunu varsayalim. M,
noktasindan M noktasina kadar olan uzakligi MyM ile gosterelim ve asagidaki

orantiy1 inga edelim:

U(M) — U(My)
M, M '

(3.7)
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M noktas1 M, noktasina yakinsadiginda (3.7) orantisinin limiti bulunabilir. Bu limite

U(M) fonksiyonunun M, noktasinda, ¢ yoniinde (Z)’ yonii lizere) tiirevi denir.

ou ST ou . .
Bu tiirev (—) gibi gosterilir. Boylece, (—) tiirevinin degeri
¢/ m, ¢/ m,

(6U) L U) = U(M,)
af M, N M—>rl\r/1[o MO M

seklinde bulunur. Burada biz asagidaki,

(aU) B (BU) N (aU) 4 (6U)
5%, =52 . cos o 3y cos f3 3z)., cosy

M, 0
formiiliiniin dogrulugunu ispatlayalim.
Bu amagla My M = t gibi gosterelim. O zaman,

X—Xy =t cosa,

y—yo =t cosf,

Z—7Zy =1t cosy
ve ya,

X =Xg +tcosa,

y =Yyo+tcosp,
Z=17Zy+tcosy

esitliklerini buluruz.

(3.8)

(3.9)

Burada (3.9) esitliklerini U(x,y,z) = U fonksiyonunda uygun olarak x,y,z

degiskenlerinin yerlerine yazarak t degiskenine bagl asagidaki fonksiyonu buluruz:

UM) =U(x,y,z) =U(xy+tcosa, yo+tcosPB, zo+tcosy) =F().

Bu esitlikten

U(Mp) = U(Xo,y0,%0) = F(0)
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esitligini buluruz. Bu yiizden de,

UM) —U(M,) F(t) — F(0)
MM B t

(3.10)

esitligi bulunur.
Buradan da asagidaki formiil bulunur.

0 _au dx+8U dy+6U dz 311
C9x'dt  dy'dt 9z dt’ (31D)

Demek ki F'(0) ifadesi, asagidaki

UM -UM,) . F(O-F0O)
T
formiilii ile hesaplanabilir.
Buradan da asagidaki,
ou =F'(0
72l,, ) ~F©
formiiliinii buluruz. Boylece (3.9) esitliklerinden, asagidaki
dx dy dz
dt—cosa , dt—cosB , dt—cosy

esitlikleri bulunur. Bu esitlikleri (3.11) esitliginde kullanarak asagidaki formiilii

buluruz:
F(t) = ou N d N ou
= 3 cos a 3y cos 3 o CosY.
Burada,
ou
Fl U'y(xo +t.cosa ,y, +t.cosB ,zy+t.cosy)
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ou

v = U'y(xo+t.cosa,yg+t.cosB,zg + t.cosy)
y

ou

E=U’Z(X0+t.cosa ,Yo +t.cosB ,zy +t.cosy)

olmasindan dolayi,
F'(0) = U'x(x0, Y0, Zo) cos & + U’y (X, Yo, Z) cos B + U'; (X, Yo, Zg) COSY
esitligini buluruz. Boylece (3.8) formiilii ispatlanmis oldu.

Ozel halde ¢ vektérii OX ckseni yoniinde oldugunda,

olur ve bu hal i¢in asagidaki esitligi buluruz.
ou au

FIAS
3.2 Alanin Gradiyenti

3.2.1. Alamin Gradiyentinin Tanimi

Burada skaler U(x,y,z) alaninin verilmis oldugunu varsayalim. U(X,y,z)

fonksiyonunun alanin M noktasinda P=ai+ by + ck yonil iizere tilirevi,

<6U) B (6U> N (GU)
9¢)w,  \ox/y, % T \ay
formiili ile bulunur. Burada,

(6U>2 +<6U>2 +(6U)2 40
0x/m, dy 0z/ v,

Mo

ou
cosf + (—) cosy (3.12)
0z M

Mo 0

sartin1 sagladigin1 varsayalim. ¢ vektoriiniin yonlendirici kosintisleri asagidaki

formiilerle bulunur:
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Q
a

b
cosaa = —— , cosff = = , cosy = — . (3.13)
| £] ] 4]

(3.13) ifadelerini (3.12) agiliminda dikkate alarak (3.12) formiiliinii asagidaki sekilde

buluruz:

(BU) 1 (aU N ou b+ ou ) (3.14)
-— =— |/ a -— — C .
0t/ wm, |g| 0x dy 0z M,
Simdi asagidaki esitligi kabul edelim:
S 6U%+ 6U9+ GUE
&= ox "oy "oz
O zaman,
au N ou b4 ou
Jx 4 dy 0z ¢
ifadesi ¢ vektorii ile g vektoriiniin skaler ¢arpimi olur. Yani,
(?_))_aUa N an N au
'8 7 5% dy 9z
¢ikar. Bu ylizden (3.14) formiiliinii,
(35). =137 E B, = [fw,|cos(Z" B (3.15)
i = —=\7, = Ccos .
af MO |€ | g MO gMo , g

seklinde yazabiliriz. Bu sonuncu formiilden goriiyoruz ki,

A,
cos(¥ g)=1

ou -
oldugunda (5) tiirevi en biiyiik degerini alir. U fonksiyonunun M, noktasinda ¢
M,

yoniindeki tlirevinin degeri,
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(@), == (| (2 (2 + (2

0
My

sayisina esit olur.
g vektoriine U skaler fonksiyonunun Gradiyenti denir ve,

ou, 0dU, dU-

_)= :—_) —7 —k
g = gradU 6x1+6y]+az

Jau
gibi gosterilir. Boylece, skaler U fonksiyonunun yon {izere (5) tirevi gradU
Mo

vektorii yoniinde en biiyilik degerini alir. (1.15) formiilii de asagidaki sekli alir.

ou
37 = Pre (gradU) . (3.16)

Simdi biz U skaler fonksiyonunun Gradiyentinin M, noktasindan gegen seviye
yiizeyine dik oldugunu, yani (gradU)y,, vektdriiniin M, noktasindaki seviye

yiizeyinin normali yoniinde oldugunu gosterelim.
Gergekten de ele aldigimiz alanin seviye yiizeyinin denklemi
Uxy,z=c

seklinde yazilir. M, noktasinda bu yiizeyin normalinin denklemi ise,
X—X0 y—Yyo Z—Z0
oU " 9u ~av
ox dy 0z

seklinde yazilir. Burada X, y, z, normalin keyfi M noktasinin koordinatlaridir.

Boylece,

dU_aUﬁ_I_OU%_I_OUE
sradt = 5¢! ay] 0z

normalin yoniinii gosteren vektordiir.
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Gradiyentin hesaplanmasinda ise asagidaki formiiller kullanilir.
grad(U; + U,) = grad(U,) + grad(U,)

grad(U,.U,) = U;grad(U,) + U, grad(U,)

U, U,.grad(U,) — U;.grad(U,)
rad (—) = , U, #0
ST (U,)? ;

F = [U(x,y,z)] oldugunda gradF = Fy;.gradU

3.2.2. Hamilton Operatorii

semboliine Hamilton operatorii denir. Bu operatorlere Nabla-Operator de denir. Ve

v gibi gosterilir.

Alan teorisinde Hamilton operatdrii ¢ok kullanilir. V-operatdrii ile skaler U

fonksiyonuna etki ettigimizde U fonksiyonunun Gradiyenti alinir. Yani,

seklinde olur.
Burada V vektériiile U vektoriiniin skaler carpimini ele alalim.

U =Ud+U,j+ UKk

ve

oldugundan,
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_ . dU, AU, au,

(v.0) = 0x + dy * 0z
olur.
Burada ki,
oUy , 9Uy , 3V,
Jx  dy 0z

ifadesine U vektdriiniin diverjanst denir. Ve div U gibi gosterilir.

divi = 6UX+ auy, N au,
ve = 0x dy 0z

Simdi V vektoriiniin U vektdriine vektorel carpimini ele alalim.

Tj ok
SN, o 0d 0 oy, adu ou ou ouy, 0dUy \-
Fol=|l 0 O] (We ), (@ Va3, 0V
ox dy o0z dy 0z 0z 0x 0x dy
Uy U, U,

Bu esitlikle tanimlanan vektore U vektorel alanin Burulgani veya rotoru denir. rot U

gibi gosterilir. Boylece,

i 7 Kk

~ loa o o
rotU = E (’)_y F
Uy Uy U,

determinanti ile bulunur.
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4. IKi DEGISKENE BAGLI BIiRINCi MERTEBELI KISMi
TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1 iki Degiskene Bagh Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Kuazi-Lineer
Diferansiyel Denklemlerin Geometrik Yorumu Ve Co6ziim Yontemleri

Iki x ve y serbest degiskenlerine bagl birinci mertebeli kismi tiirevli Kuazi-Lineer

diferansiyel denklem asagidaki sekilde yazilir [2]:

0z 0z
P(X; Y, Z) & + Q(Xr Y, Z) a_y - R(X! Y, Z) . (41)

Bu denklemde z=z(x,y) aranan fonksiyondur. P,Q,R fonksiyonlarinin
arglimentlerinin degisme bolgesinde siirekli fonksiyonlar olduklarin1i ve bu
fonksiyonlarin iigiiniin de ayni tanim bolgesinde sifira esit olmadigini varsayariz.

Yani,
P2+Q*+ R*#0
sartinin saglandigini varsayariz.
Simdi burada (4.1) denklemine uygun olarak siirekli
F(xy,2) = P(x,y,2)1 + Qx,y,2)] + R(x,y, 2)K (4.2)

vektor alanini ele alalim. Burada 1,7, Kk vektorleri uygun olarak OX,0Y,0Z koordinat

eksenlerinin yonlendirici birim vektorleridir. Yani,
1=(100), 7=(010), k=(0,0,1) (4.3)
vektorleridir.

Her bir noktasinda tegetinin yonii F alan vektriiniin yonii ile ¢akisan egrilere F

vektor alaninin vektor egrileri denir.



F alaninin vektér egrileri bu egrilerin tegeti yoniinde yonlendirilmis,
t= 7dx + jdy + kdz (4.4)

vektoril ile F - alan vektdriiniin kollenyar (ayn1 dogru veya paralel dogrular tizerinde
yerlesen vektorler- kolineer) sartindan bulunur. (4.4) vektori ile (4.2) alan

vektoriiniin kollenyarlik (kolineerlik) sart1 asagidaki esitliklerle yazilir:

dx  dy dz
P(xy,z) Qxyz) RXyz)

(*)

Alanin vektor egrilerinden olusan yiizeye vektor yiizeyleri denir. Vektor yilizeyle en
azindan bir ortak noktasi olan vektor egrisi tam olarak vektor ylizey iizerinde

yerlesir. Bu vektor ylizeyin en esas 6zelligidir (Bakiniz Sekil.4-1).

Sekil 0-1 Alanin Vektor Egrilerinden Olusan Vektor Yiizeyleri

Vektor ylizeyinin esas Ozelligi ondadir ki, bu yiizeyin her bir normali yoniinde
yonlendirilmis her bir N vektorii ile alamin  F vektérii birbirine dik olur. Yani N

vektorii ile F vektoriiniin skaler carpimu her bir yiizey noktasinda sifira esit olur.

Yani
(NF) =0 (4.5)

sart1 saglanir.
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Simdi alan vektor yiizeyinin,

z = f(x,y) (4.6)

denklemi ile tanimlandigini varsayalim.

O zaman denklemi (4.6) denklemi ile yazilan yiizey igin N vektorii,

L 0z, o
1+—J—k (4.7)

N =
ady

Q)|QJ
XN

esitligi ile tanimlanir. Bu yiizden de (4.5) sart1 asagidaki sekli alir:

P(x,y,7) % + Q(x,y,2) % = R(x,y,2). (4.8)
Jx dy
Simdi varsayalim ki vektor yiizeyinin denklemi,
u(x,y,z) =0 (4.9)
seklinde yazilsin.

O zaman vektdr yiizeyinin her bir noktasindaki normal vektorii yoniindeki N

vektori,
N=—i+—7+ -k (4.10)
seklinde bulunur. (4.10) formiilii ile bulunan vektdr igin (4.5) sarti,
du du Jdu
P - —_ _— = .
(x,v,2) Ix + Q(x,y,2) 3y + R(x,y,2) e 0 (4.11)

seklini alir. Bdylece vektor alanindaki vektor yiizeyini bulmak igin ya (4.8)
seklindeki Kuazi-Lineer denklemi ya da (4.11) seklindeki lineer homojen denklemi
integrallememiz gerekir. Burada (4.8) denklemini integrallersek vektor yiizeyinin
denklemi olan (4.6),

z = f(x,y)
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asikar (apagik) bir sekilde bulunur. Ama (4.11) denklemini integrallersek vektor
yiizeyinin denklemi olan (4.9),

u(x,y,z) =0
gayri asikar (kapal1) sekilde bulmus oluruz.

Vektor yiizey, vektor egrilerden olustugundan (4.8) ve ya (4.11) denklemlerinin
integrallenmesi adi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin integrallenmesine

getirilmis olur.

Boylece vektor hatlarinin denklemleri asagidaki sekilde yazilir.

dx  dy dz
P(X' y’ Z) Q(X’ y' Z) R(X’ y' Z) .

(4.12)

Bu (4.12) denkleminde P(x,y,z),Q(x,y,z) ve R(x,y,z) fonksiyonlarindan herhangi
biri sifirdan farkli oldugunda (4.12) denklemini, adi tiirevli sistem diferansiyel

denkleme getirebiliriz.

Mesela, bu fonksiyonlardan P(x,y,z) # 0 oldugunu varsayalim. Bu sartlarda (4.12)

denklemi,
(dz R(xy,2)
!& T P(xy,2)’
4.13
de - P(x,y,2)

sistemi seklinde yazabiliriz. Boylece Kuazi-Lineer

PGuY. D) S + Q7)o = RGxy,2)
XY,2) 3 Qx,y,z dy X, Y, Z

(4.8) denkleminin keyfi @ fonksiyonuna bagli olan integralini bulmak i¢in yardimei

dx  dy dz
P(X’ y’ Z) Q(X’ y’ Z) R(X’ y’ Z)
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(4.12) sisteminin bagli olmayan (biri birine bagli olmayan) iki tane
(Pl(X; Y, Z) = (1

(pZ(X) Y, Z) =0

integrallerini bulmamiz gerekir. Burada c; ve c, keyfi sabit sayilardir. O zaman &

keyfi fonksiyon olmak tizere (4.8) denkleminin aranan integrali

q)((pl(X, y’ Z) ) (Pz (X, y, Z)) == 0
seklinde bulunur.

(4.8) Kuazi-Lineer denkleminin

P,(x,y,2z) =0,
{¢2(X, y,2) = 0 (4.14)
esitlikleri ile bulunan egriden gecen integralini,
(®,(x,y,2z) =0,
® =
! 2(6y,2) =0, (4.15)

<P1(X,y, Z) = (1
chz(x,y,z) =0

sisteminden x,y,z degiskenlerini yok etmekle
(D(Cl ) Cz) =0

esitliginin bulunmasi gerekir. O zaman (4.8) Kuazi-Lineer denkleminin (4.14)

sisteminin belirledigi egriden gegen integral yiizeyi,

®(@1(x,y,2),9;(xy,2)) = 0

seklinde bulunur.
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4.2 iki Degiskene Bagh Lineer Ve Kuazi-Lineer Diferansiyel Denklemlerin
Coziimiine Ait Ornekler

Ornek.4.1:

0z N 0z 1
ox  dy
denkleminin keyfi fonksiyona bagli integralini bulalim.

Simdi bu amagla verilmis denklem igin yardimeci denklemi insa edelim.

bu sisteme uygun olarak,

dx =d
laz = ax

sistemini yazalim. Bu sistemi ¢ozerek birbiriyle bagimsiz

X—y=0
{z—xz Cy

integrallerini buluruz. Keyfi & fonksiyonuna bagli ¢6ziimii ise,
dx—y,z—x)=0
seklinde bulunur. Ama z degiskenine nazaran yapilmis ¢6zim
z=x+@(x-y)
seklinde buluruz. Burada ¢ fonksiyonu keyfi diferansiyellenen bir fonksiyondur.

Ornek.4.2:

0z az_
ay Yox

denkleminin
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b2
z=y?

egrisinden gecen integral yiizeyini bulalim.

Bu amagla verilmis denklemin yardimci denklemini yazalim.

dx dy dz
-y x 0
Burada,
{dz =0
xdx = —ydy

sistemini ¢ozerek

Z=10C
by =
bagimsiz integrallerini buluruz. x, y, z degiskenlerini,
(x=0
[
x2+y?=c,
Z=0C

sisteminden yok ederek ¢; = ¢, oldugunu buluruz. Burada ele aldigimiz problemin

¢Ozimuni,
z=x*+y?
seklinde buluruz.
Ornek.4.3:
0z 0z
X& + ya—y =17

denkleminin genel integralini bulalim.
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Bu denklemin yardimci denklem sistemi ise,

dx dy dz

X y vA

seklinde yazilir. Burada,

dx dy
Xy
dx dz
x z

sistemini ele alip ¢ozersek asagidaki bagimsiz integrallerini bulmus oluruz.

Bu yiizden verilen denklemin genel integrali,

»(2,2) =0

)
X X

seklinde bulunur. Burada & keyfi fonksiyondur. z degiskenine nazaran ¢oziilmiis

integral

z=xy(2)

X
seklinde bulunur. Burada 1 fonksiyonu keyfi diferansiyellenen fonksiyondur.
Ornek.4.4:
Burada 6rnek-2 deki,

0z 62_0
Xay Yox =

denkleminin
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z=1
by —a (4.16)

cemberinden gecen integral yiizeyini bulalim.

Burada (4.16) egrisi, vektor egrisi (karakteristik egri) oldugundan ele aldigimiz
belirli bir problem degildir. Bu problemin ¢dziimii tek olmadigindan problem korrekt
(¢coziimii var, tek ve diferansiyel denklem sinir sartlarinda verilenlere siirekli bagli)

degildir.
Gergekten de ele aldigimiz denklemin integral ylizeyi tiim
z = d(x? +y?)

sekilli donme ylizeyleridir. Bu donme yiizeylerinin déonme ekseni OZ koordinat
ekseni ile cakisir. (4.16) cemberinden gecen sonsuz sayida bdyle donme yiizeyleri

bulunur.
Mesela,
z=x%+y?-3,
47 = x?% +y?,
z=—x*—y?*+5
dénme paraboloidleri (4.16) gemberinden gecen paraboloidlerdir.
x2+y?+z2=5

kiiresi de, (4.16) ¢cemberinden gegen kiiredir. Bu yiizden ele aldigimiz bu problem
korrekt problem degildir.

Ornek.4.5:

denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.
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Ele aldigimiz bu denklemin yardimci denklemi

dx dy dz

X+2y -y 0

seklinde yazilir. Bu orantilarin pay ve paydalarimi taraf tarafa toplayarak asagidaki

esitligi buluruz:

dx+y) dy
X+y _—y

bu esitligin her iki tarafini integrallersek
In|x +y| = —In|y| + In|c]|
veya
x+y)y = ¢

birinci integralini buluruz. Zaten dz=0 dan z = c, idi. Boylece ele aldigimiz

denklemin genel ¢oziimii

z=®((x+y)y)
seklinde bulunur. Burada & keyfi diferansiyellenen fonksiyondur.
Ornek.4.6:

0z

oy ey
an yay—xy Z

diferansiyel denkleminin genel ¢6zlimiini bulalim.
Bu denklemin yardime1 denklemi su sekilde olacaktir:

dx dy  dz

X 2y x2y+z’
Bu sistemin integrallerini bulmak i¢in, birinci orantinin pay ve paydasini 2xy ifadesi

ile carpip sonra ikinci orantinin pay ve paydasini x? ifadesiyle ¢arpip ¢ikan orantilari
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toplayarak sonra tliglincli orantinin 3 katim1 toplamlardan ¢ikarirsak sonug olarak

karsimiza

2xydx +x*dy —3dz _ d(x*y — 32)
4x2y —3x2y —3z  x%y — 3z

esitligi ¢ikar. O halde yardimci1 denklemin

dx dy
X 2y

| d(x’y —3z) dx

k X%y — 3z X

denklem sistemini buluruz. Bu sistemi ¢6zersek asagidaki bagimsiz integralleri elde

ederiz:
[ %2
I
X’y —3z
|,

Boylece ele aldigimiz kismi tiirevli diferansiyel denklemin her bir ¢oziimii
®(cq,¢,) =0

esitliginden,

x? x%y — 3z
¢(_,y_) —0
y X

denkleminden gayri-asikar (kapali) sekilde tanimlanir. Burada @& keyfi

diferansiyellenen fonksiyondur. Gayri-asikar fonksiyonun 6zelligine dayanarak,

x? x°y—3z
y X

esitliginden
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X’y —3z _ x2
x ? y

esitligini buluruz. Burada ¢ keyfi siirekli diferansiyellenen fonksiyondur. Sonuncu

esitlikten

X%y x (x?
2=3 3%y

2
bulunur. Bir daha dikkate alalim ki, burada(p(%) fonksiyonu keyfi siirekli

diferansiyellenen fonksiyondur.

Ornek.4.7:

5 6u+ 6u+ 5 aud _0
Xyax Xay Zyaz 2=

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. Bu denklemin yardimci denklemi

dx dy dz

2xy  x  z?y

seklinde yazilir. Asagida ki

denklem sistemini ¢ézersek,

bagimsiz integrallerini buluruz.

Bu yiizden,
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5 2
u=(p(x—y , lnx+;>

verilmis denklemin genel ¢6ziimii olur. Burada ¢ keyfi siirekli diferansiyellenen

fonksiyondur.

Ornek.4.8:
(x% + yz)% + nyg—; =0
denkleminin genel integralini bulalim.
Verilen denklemin yardimci denklemini yazalim.
dx  dy %
x2+y2 2xy 0
Oncelikle
dx  dy
x2+y2  2xy

esitligini ele alalim. Orantilarin 6zelliklerini kullanarak sonuncu esitligi asagidaki,

dx+dy dx—dy
X2 +y2+2xy x2+y?—2xy

veya

dix+y) _ dix—y)
x+y)? (x—y)?

sekilde yazabiliriz. Bu esitligin her iki yanini integrallersek

1 1
- = - +c
X+y X—y
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esitligini buluruz. Bu esitligi

seklinde de yazabiliriz.
Ikinci denklemden dz = 0 aliriz.
Buradan da z = c, integralini buluruz.

Bu yiizden verilen denklemin genel integrali

ve ya

_ y
Z=9 Xz_yz

olur. Burada @ ve ¢ fonksiyonlar siirekli diferansiyellenen fonksiyonlardir.

Ornek.4.9:

62+ 62_ )
yzaX XZay_ Xy

denkleminin

{Z =3

x2+y? =16
¢emberinden gecen vektor ylizeyini(¢oziimiinii) bulalim.

Verilmis denklemin yardimci denklemi asagidaki sekilde yazilir:
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dx dy  dz
yZ Xz = 2Xy

Asagidaki denklem sistemini ele alalim:

{dx _dy
{yz Cxz
dx _ dz
yz  2xy
Bu sistemin birinci
dx dy
yZ Xz
denkleminden
xdx = ydy

denklemini buluruz ve bu denklemi ¢ozerek,
X2 —y%=¢

birinci integralini buluruz. Sistemin ikinci

dx B dz

yz  2xy
denkleminden

2xdx = —zdz

denklemini buluruz. Bu sonuncu denklemi ¢ozerek
2
X*+—=c
> 2

birinci integralini buluruz. Boylece, verilmis denklemin genel integralini

ZZ
x? + 5 = U(x*-y?)

34

(%)



seklinde buluruz. Burada y fonksiyonu siirekli diferansiyellenen keyfi fonksiyondur.
(**) denklemi ile(formiilii ile) tanimlanan yiizeylerden
z=3
x?+y?=16

¢emberinden gegen yiizeyi secelim. (**) esitligindeki  fonksiyonunu se¢gmek icin

(**) esitliginde

alalim. O zaman
9
16 —y? + 5 = P(16 — 2y?)

esitligini buluruz. Burada

16 — 2y? =t
alalim. O zaman
t
2 8 _
Y 2
olur. Boylece,
t+ 25
t) =
(O = —
esitligini buluruz. Buradan da
x? —y%2+25
2 _ o2y —
U =y9) 5

esitligini buluruz. y fonksiyonu ic¢in bu ifadeyi (**) formiiliinde dikkate alarak

buluruz ki:
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veya
x? +y?+22=25

Boylece, verilmis denklemin z=3 ve x?=16—y? c¢emberinden gecen

¢coziim(vektor yiizey) merkezi koordinat baslangicinda yarigap: r = 5 olan kiiredir.

Aciklama: Burada

0z 0z
P(X, vy, Z) & + Q(X) vy, Z) a_y - R(Xl Y, Z) (48)

seklinde ki (4.8) denkleminin, parametrik

Xo = Xo(S)
Yo = Yo(s) (4.17)
Zo = Z(S)

denklemleri ile yazilan egriden gegen vektor yiizeyin bulunmasi istendiginde (4.8)

denkleminin ¢6zliimiinii parametrik

x = x(t,5)
y =y(t,s) (4.18)
z =7(t,s)

seklinde aramamiz daha faydali olur.

Bu halde (4.8) denkleminin karakteristik denklemine uygun olarak asagidaki sekilde

parametre dahil etmemiz gerekir:

dx  dy = dz
Pxy,2) Qxyz) Rxyz)

dt . (4.19)

Bu (4.19) denklemler sisteminin ¢éziimiinden t = 0ve ya t =t, degerinde (4.17)

denklemleri ile yazilan egriden gegen ¢dziimiinii segmemiz gerekir.
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Ornek.4.10:

0z az_

0x 0dy

denkleminin, denklemi, (4.17) teki,

Xg =S

_ <2
Yo =S
Zg = S°

parametrik denklemleri ile verilen egriden gegen vektor yiizeyini bulalim. Bu amagla
verilmis denklemin uygun yardimci denklemini parametre dahil etmekle asagidaki

sekilde yazalim:

Bu sistemi
dx = —dy =dz = dt

seklinde de yazabiliriz. Uygun olarak asagidaki sistemi ele alalim:

dx = dt,
dy = —dt,
dz =dt .
Bu sistemin genel ¢oziimii asagidaki
x=t+ Cq
{y =—t+ C2
z=t+ C3

seklinde bulunur. Burada baslangi¢ sartlarin1 kullanarak
X[gzg =€ =5

Vl=o = ¢, = s*
Zlizg = c3 = 53
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esitliklerini buluruz. Bdylece, bulunmasi istenen vektor yiizeyin parametrik

denklemi
XxX=t+s,
y = —t+s?
z=t+s3

seklinde bulunur.

Hatirlatalim ki, (4.8) denkleminin (4.17) egrisinden gegen ¢Oziimiiniin bulunmasi

problemi Cauchy problemi diye adlandirilir.

Ornek.4.11:

% 2e* =0
aX (e Y) -

denkleminin
Zlx=0 =Y
sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Bu Cauchy problemini ¢6zmek i¢in dnce verilmis denklemin yardimci denklemini

yazalim:

dx dy dz

1 25—y 0

Bu adi tiirevli diferansiyel denklemdir. Bu denklemi ister Lagrangen sabitlerin

varyasyonu yontemini uygulayarak istersek normal yoldan

dy
2 — X —
dx © y
dy
- = 2eX
dX+y e

buluruz. Yani,
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y'+y = 2e*.
Bu esitligin her tarafini e* ile ¢arparsak
y'eX + ye¥ = 2%
Bu da o demektir ki,
(ye")' = 2¢%"
Simdi integralleme yaparsak,
yeX — e2X = ¢,
seklinde buluruz.
Boylece verilmis kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
z = @(ye* — e?)
seklindedir. Burada Cauchy sartini1 kullanarak
Zlx=o =y =@y -1
esitligini buluruz. Bu sonuncu esitlikten
e(y) =y+1
oldugunu buluruz. Buradan da genel ¢oziimden verilmis problemin ¢oziimiinii
z = @(yeX —e®) =yeX —e?* + 1
seklinde buluruz.
Boylece, verilmis cauchy probleminin ¢oziimiinii
z(x,y) = yeX —e?* + 1

seklinde bulmus oluruz.
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Ornek.4.12:
Burada

az+ az_
Xax yay_z Xy

denkleminin
Z|x=2 = y2 +1

sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulalim. Bu problemi ¢ézmek i¢in verilmis denklemin

yardimc1 denklemini yazalim:

Bu yardimci denklemler sisteminde uygun olarak birinci esitligi ve birinci orantiy1 y,

ikinci orantiy1 X ile ¢arpip liglincii ile toplarsak, asagidaki denklem sistemini buluruz:

Ifdx_dy
x y'
dxy +z) dx

kxy+z X

Bu sistemi ¢ozerek sistemin genel ¢oziimler sistemini,

X
_=C1
y

Xy +z

=Cy.
X

seklinde buluruz. Burada Cauchy sartlarini kullanarak

2
¢ ==
Ty

y2+1
2

C2=y+

esitliklerini buluruz. Buradan da
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Y=a
_12
C2_2(1 )
ve ya
2_|_4+c12
C, = —
2T 263

olur. Simdi de c; ve c, ifadelerini yerine yazarak Cauchy probleminin ¢6ziimiinii
asagidaki sekilde buluruz:

X
z _y Ty
y+-=2=+ >
X X X
257
y
ve ya
z _y 4y*+x°
Y+x_ x+ 2x2
ya da

2xz = 4xy + 4y? + x%? — 2x?%y.

Sonug olarak buradan da

(x + 2y)? = 2x(xy + z)

seklinde ¢6ziim bulunmus olur.
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5. n DEGISKENE BAGLI BiRiNCIi MERTEBELi KISMi
TUREVLI LINEER HOMOJEN DiFERANSIYEL DENKLEMLER

5.1 n Degiskene Bagh Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Lineer Homojen
Diferansiyel Denklemlerin C6ziim Yontemlerinin Genel Semasi

Asagidaki lineer homojen birinci mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemi ele

alalim:

0z 0z 0z
X1 (X1,X5, e, Xp) E + X, (X1, X3, ) Xp) F + -+ X (X1, X2, -, Xp) e 0. (5.1
1 2 n

Bu diferansiyel denklemin katsayilari olan,

X1(X1, X9, s Xpn) , Xo(X1,X0, s Xp) 5 woos Xp(X1,Xg, ooy Xp)

fonksiyonlarmin tlimiiniin ayni bir (X4, Xy, ...,X,) noktasinda sifira doniismedigini
ve bu fonksiyonlarin tanim bolgesinde sinirli kismi tiirevlerinin var oldugunu farz

edelim.
(5.1) denklemine uygun asagidaki yardime1 sistemi tertip edelim:

dx; dx, dx,

X1 (X1,X5, ey Xp) B X5 (X1, X2, o) Xp) - X (X1,X5, eeey Xp)

(5.2)

(5.2) adi tiirevli diferansiyel denklemler sistemidir. X;(xq,Xs,...,Xn) foksiyonlari
listte gosterdigimiz varsayimlar sagladiklarinda (5.2) sistemi varlik ve teklik

teoreminin sartlarin1 saglamaktadir.

(5.2) adi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin (n-1) tane biri-birine bagh

olmayan asagidaki birinci integrallerinin bulundugunu varsayalim:

L|11(X1,X2, ""Xn) = Cy,
lIJZ (X1’X2' ""Xn) = Cy, (53)
Lpn—l(XbXZ' ""Xn) = Cp-1
n-boyutlu ve x4, X5, ..., x, koordinath uzayda (5.3) sistemi (integraller sistemi) (n-1)

parametreye bagh egriler ailesidir.



Bu (n-1) parametreye bagl (5.3) egriler ailesine (5.1) denkleminin karakteristikleri

denir.
Burada biz ispatlayalim ki, (5.2) sisteminin keyfi

W(Xq,Xg, e, Xp) = C

birinci integralinin sol yan1 olan

P(Xq1, X2, o) Xp)

fonksiyonu (5.1) lineer homojen birinci mertebeli kismi tiirevli diferansiyel

denkleminin ¢oziimiidiir.

Gergekten de, (5.2) sisteminin keyfi integral egrisi lizerinde
WXy, Xz, -, Xp)

fonksiyonu aynen sabit deger alir. Yani

P(xq,Xp, 0, Xp) =C

olur. Bu yiizden de keyfi integral egrisi iizerinde
d¢g = ) —dx; =0 (5.4)

esitligi saglanir. Ama integral egrileri lizerinde (5.2) esitliklerinden goriildiigii gibi
dx; diferansiyelleri uygun olarak X; fonksiyonlari ile proporsiyonaldir (orantilidir,

miitenasiptir).

(5.4) esitliginin sol yani dx; diferansiyellerine nazaran homojen olduklarindan,

n

. a_XidXi =0
=1

1
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esitligindeki dx; diferansiyellerini onlarla miitenasip olan X; fonksiyonlariyla

degistirebiliriz. O zaman (5.2) sisteminin integral egrileri iizere,

3\11

6X1 =0 (5.5)

i=

esitligini buluruz. (5.2) sisteminin integral egrileri, X;, X5, ..., X, degiskenlerinin, ele
aldigimiz degisme bolgesinin her bir noktasindan gegtiginden ve (5.5) ayniliginin sol
yani Cq,C,, ...,C,_1 sabitlerine bagli olmadigr icin (5.5) denklemi(aynilig1) bir

integral egrisinden diger integral egrisine gectigimizde degigmiyor.

Boylece, (5.5) aynilig1 yalniz integral egrisi iizerinde degil x4,Xj, ..., X, degistigi

bolgenin her bir noktasinda saglanir.

Bu ise onu gosterir ki, Y(X4, Xy, ..., X,) fonksiyonu verilmis,

X{—
Z laxl

denkleminin ¢oztiimiidiir.

® fonksiyonu n-1 degiskenli keyfi fonksiyon olmak iizere

q)(lpll l.|12, "'ll-pn—l) =c

(5.2) denklemler sisteminin birinci integrali oldugu aciktir. Gergekten de, (5.2)
sisteminin integral egrisi iizerinde tim Wy, Y, ..., J,_; fonksiyonlarmmin her biri

sabit saytya dontisiir.
Boylece, bu yiizden

CD(Llll, L|J2' ey l-pn—l)

fonksiyonu (5.2) denkleminin integral egrisi iizere sabit sayiya doniisiir. Demek ki, ®

keyfi diferansiyellenen fonksiyon olmak iizere

Z= CD(L'JL LPZ' ""l-pn—l)
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(5.1) lineer homojen denkleminin ¢ézimiidiir.
Simdi biz burada

z =P (X1, X2, s Xn), Up (X1, X2, 00y Xp), ooy Wno1 (X1, X2, o, X))
fonksiyonunun (5.1) denkleminin genel ¢6ziimii oldugunu gésterelim.

Teorem.5.1:

@ keyfi diferansiyellenen fonksiyon olmak iizere

zZ= CD(IIJl, llJZI "'rlpn—l)

fonksiyonu

0z
ZX (X1, X3, - Xn)—_ =0

(5.1) denkleminin genel ¢6ziimiidiir. Yani

z=®0Wy, Yz ..., Yn-1),
bu denklemin tiim ¢oziimlerini kendisinde saglar.
Var sayalim ki,
z = P(Xq, Xy, oo, Xp)

(5.1) denkleminin herhangi bir ¢dziimiidiir. Gosterelim ki, 6yle bir ® fonksiyonu var
ki,

L|J = CD(L|J1, LpZ' ""Lljn—l)

esitligi saglanir. Y ve Yy, Uy, ..., ¢ (5.1) denkleminin ¢éziimleri olduklarindan
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‘
1X1 aX

=X gy, =
(5.6)

(5.6) denklemler sistemi X;,X,,...,X, degiskenlerine nazaran lincer homojen

cebirsel denklemler sistemidir. Varsayimimiza gore
Xi(X1,X3, ) Xp)

fonksiyonlar1 ayni1 zamanda her bir x4, x,, ..., X, noktasinda sifira doniismiiyor. Yani

(5.6) homojen lineer cebirsel denklemler sisteminin sifirdan farkli

X1, Xz, oo, Xy,

¢Oziimii vardir. Bu yilizden (5.6) sisteminin determinant1 sifira esittir

dy dy dy
Xm dXZ an
dy, dy, dllh

dx, dx, ::: an =0
dlIJ(n 1) dlIJ(n 1) dlIJ(n 1)

dx; dx, dxrl

Bu ise Wy ve Y, Uy, ..., _; fonksiyonlarinin arasinda fonksiyonel baglanti

oldugunu gosterir:
FOW, W1, W, oo, Wnog) = 0. (5.7)
(5.2) denkleminin yr; (x4, X5, ..., Xp) = ¢; , (i=1,2,...,n — 1)) birinci integrallerinin

bagimsiz olduklarindan dolay n tertipli (6l¢iilii)

D(L'J' lljlf lIJZI Ty LIjn—l)

D(x4,Xg, -, Xp)

Jakobyaninin (n-1) tertipli asagidaki sekilde
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D(lll, qjl' qJZ' ) Ll’n—l)

D(XOC]_)XO(ZI IXOCn_l)

bir mindriiniin sifirdan farkli olmasi gerekir.

Boylece, (5.7) denklemini { fonksiyonuna nazaran ¢oOzerck asagidaki sekilde

gosterebiliriz:

lll = @(lj}l, lpZ' e Ll’n—l) .

5.2 Ornek

Asagidaki denklemi integralleyelim.

0z N 0z . 0z
Xj=—+Xy=—+ - +X =
Lox,  “%ox, " ox,

0 (5.8)

(5.8) denkleminin karakteristiklerinin belirlendigi yardimeci (5.2) denklemi (5.8)
denklemi i¢in asagidaki sekilde olur:

dx;  dx;  dx,

X1 X2 Xn .

Bu adi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin birinci integralleri asagidaki sekilde

bulunur:

Boylece (5.8) denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki sekilde olur:

X1 X3 Xn-1
pmo(l 2 o)
Xn Xn XII

Burada @ fonksiyonu sifirinci (6lgiilit) mertebeden homojen keyfi fonksiyondur.
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6. n DEGISKENE BAGLI BiRiINCIi MERTEBELi KISMi
TUREVLI KUAZIi-LINEER HOMOJEN OLMAYAN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

6.1 n Degiskene Bagh Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Kuazi-Lineer Homojen
Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Coziim Metotlari

Birinci mertebeli Kuazi-Lineer homojen olmayan kismi tiirevli

n
0z
Z Xi(X1,X2, e, X, Z) Fraie Z(X1,X2, e, Xp, Z) (6.1)
i=1 !

denklemini ele alalim.

Burada tiim X; ve Z fonksiyonlar siirekli diferansiyellenen fonksiyonlar olduklarini
Ve Xq,Xy,..,Xp,Z degiskenlerinin degisme bolgesinde her birinin ayni zamanda

(ayn1 noktada) sifira doniismedigini varsayalim.

Bu sartlar saglandiginda (6.1) denklemi bu denklemin lineer homojen denkleme

getirilmesiyle integrallenir.

Bu amagla 3 degiskenli diferansiyel denklem halinde oldugu gibi (6.1) denkleminin z

¢Ozlimiini asagidaki asikar olmayan sekilde aramamiz yeterlidir:
u(xq,Xy, ., Xp,z) = 0. (6.2)

Ju

Burada
0z

#0 oldugunu varsayariz.

Gergekten de  z = z(Xq, Xy, ..., Xp) ¢Oziiminin (6.2) denklemini sagladigini

varsayarsak, 0 zaman,
u(xq,Xg, v, Xn, (X4, X, 0, X)) =0
ayniligini x; degiskenine nazaran diferansiyelleyerek

du +6u 0z
0x; 0z 0x;



esitligini buluruz. Buradan da,

Ou
Oz _ 0%
ox;  Ou

0z

a
esitligi bulunur. Buldugumuz i tirevlerini (6.1) denkleminde yerine yazip, sonra
i

. ou) . . .. . . . e
ise (— E) ifadesine ¢arpip, tiim terimleri denklemin sol tarafina gotiirerek,

asagidaki homojen lineer diferansiyel denklemi buluruz:

X o % 24— (6.3)
1 i(X1,Xg, ) Xn, Z) ox, X1,X2, eny Xy Z 37 -0 .

n

i=

Burada biz z degiskenini x4, X5, ..., X, degiskenlerinin fonksiyonu oldugunu ve
u(xq,Xy, v, X, z2) = 0

denkleminin ¢6ziimii oldugunu varsaymisiz.

Boylece, biz

u(xq, Xy, .., X, 2) =0

denkleminin saglanmasiyla (6.3) lineer homojen denklemini ayniliga doniistiirerek u

fonksiyonunu bulmamiz gerekir.
Once (6.3) denklemini saglayan ve serbest

X1, X2, o) Xp, Z
degiskenlerine bagli u fonksiyonunu bulalim.

Bu u fonksiyonlarini bulmak i¢in yardime1 denklemler sistemini yazalim:

dx, B dx, L dx, B dz (6.4)
Xl(Xl'XZ"Xn' Z) Xz(Xl,Xz,,Xn,Z) Xn(XIJXZJIanZ) Z(XllXZUXn:Z) . .
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(6.4) sisteminin n tane bagli olmayan integrallerini bulalim:
Uy (X, Xp, ey X, Z) = Cq,

U, (X4, X5, ooy Xp, Z) = Cy,

U, (X1, X5, ey X, Z) = Cpy -
O zaman (6.3) sisteminin genel ¢ozimii,
u=®Wy, Yy, ..., Py)
seklinde bulunur. Burada ® fonksiyonu keyfi fonksiyondur.
(6.1) denkleminin keyfi fonksiyona bagli z ¢6ziimii,
u(xq,Xy, v, X, z2) = 0
veya
PPy, Yz, o, Yp) =0
denkleminden bulunur.
(6.1) denkleminin bu yontemle bulunmus ¢éziimlerinden baska,
u(xq, Xy, .., X, 2) =0

denklemini saglayan z ¢ozlimleri de bulunabilir. Ama buradaki u fonksiyonu (6.3)

denkleminin ¢6ziimii olmayabilir. Fakat (6.3) denklemini
u(xq, Xy, 0, Xy, 2) =0

olmasindan dolay1 sagliyor. (6.1) denkleminin bdyle ¢oziimlerine 6zel ¢oziimler

denir.

Ozel ¢oziimler cok degildirler. Bu ¢oziimler bir parametreli aile olusturmazlar.

Gergekten de 6zel ¢oziimler bir parametreye baglh aile olustursalard: ve
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u(xq,Xy, o, X, Z2) =C

(6.5)

denklemiyle tamimlanmis olsalardi, burada ¢, ¢y <c<c¢; sartin1 saglayan

parametre olmak iizere, her bir C i¢in (6.5) denkleminin saglanmasiyla (6.3) denklemi

aynen saglanmasi gerekirdi. Ama (6.3) denklemi ¢ parametresini saglamiyor. Bu

yiizden de (6.5) denkleminin saglanmasiyla (6.3) denklemini ayniliga doniistiiremez.

6.2 n Degiskene Bagh Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Kuazi-Lineer Homojen

Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Céziimiine Ait Ornekler

Ornek.6.1:
Burada

0z 4 0z by 0z _
1 0x, X2 0X, *n 0x, pz

denklemini integralleyelim. Burada p sabit sayidir.
(6.6) denklemini ¢ozmek i¢in dnce (6.3) denklemine uygun olarak,
n
Z Jou N du )
. lxiaxi pzaz a
1=

denklemini yazariz. Sonra ise bu denkleme uygun yardimet,

dx; dx, dx, dz
X1 X2 Xn  PZ
denklemini yazariz. Bu sistemin bagimsiz integralleri
Xl_ XZ_C X(n_l)_c Z —c
Xy 1 Xp 2 5 ey Xy (n-1) > an n
seklinde bulunur.
Verilmis denklemin z ¢6zimii
X1 X3 X(n—l) Z .
CD(_ ] ) ) ) -
Xn Xn XII an

51

(6.6)



denkleminden bulunur. Bu denklemden,

sy (22, Keon)
n ) ) )
Xl’l Xl’l Xl'l

denklemi elde edilir.
Boylece p.-ci dereceli homojen keyfi fonksiyonu verilmis denklemin ¢oziimii olur.

Ornek.6.2:

0z 0z

—(1+Jz-x—y)+—=2

ax( +.Z—X y) + dy
homojen olmayan denklemini ¢ozelim.

Verilen denkleme uygun homojen denklem

Jdu Jdu du _

(1"'«/?—3’)&"’@"'2&—0

seklinde olacaktir. Bu denkleme uygun yardime1 adi tiirevli denklemler sistemi

dx dy dz
1+ Jz—x-y 1 2

seklinde yazilir. Bu sistemin birinci integralleri ikinci esitlikten
Z2—2y =0
ve iiclincii esitlikten birinci ve ikinci esitligi ¢ikartarak, ikinci integrallerini,

dy dz—dy—dx

1 —Jz—x-y
ve buradan da

dy d(z—y—x)

1 —Jz—x-y
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seklinde buluruz. Bu esitligi integrallersek,
y+2)z—x—y=0¢,
bulunur. O halde genel ¢6ziim
dD(Z —-2y,y+ ZJm) =0
denkleminden elde edilir. Burada @ keyfi diferansiyellenen fonksiyondur.

Ornek.6.3:
0z 0z
2 _ —_—=
(y+2) I x(y + 2z) 3y XZ

denklemini ¢ozelim.

Bu denkleme uygun homojen lineer denklem asagidaki sekilde yazilir.

ou Jdu ou
227 25) — =
(y+2) Ix x(y + Z)ay”Zaz 0
Bu sistemin yardime sistemi agagidaki sekilde yazilir.
dx dy dz

(y +2)? - —x(y + 2z) "Xz
ve ya

dx B dy _ dz
y2+2z2+2yz —Xy—2XzZ Xz

6.7)

seklinde yazilir. Yardimci sistemin sag yanindaki iki orantiyr x ile garparak, {iglincii

orant1 ikinci orantiya eklenirse

dly +z) dz
y+z oz

esitligini buluruz. Bu son denklemi ¢6zersek,
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y+2)z=0¢ (6.8)

birinci integralini buluruz. Simdi (6.7) yardimci sistemini tekrar ele alalim. Bu
sistemin orantilarinin pay ve paydalarini, birinci orantida x, ikinci orantida y ve

iclincii orantida -z ile ¢arparsak, orantilarin esitliginin 6zelligine esasen

x dx y dy _ —zdz

Xy? + xz? + 2xyz - —xy2 — 2xXyz =~ —Xz2
sistemini buluruz. Yine orantilarin esitligi 6zelliginden

x dx _ y dy — zdz _ —zdz

xy? +xz2 4+ 2Xyz  —Xy? — 2XyzZ — xz?  —xz2
sistemini buluruz. Bu sistemin birinci esitligini alarak asagidaki denklemi buluruz.
xdx +ydy —zdz =0

Bu denklemin her yanini integrallersek ikinci genel ¢oziimi agagidaki gibi bulmus

oluruz.

2

x2+y?2—z2=¢,. (6.9)

Buldugumuz bu (6.8) ve (6.9) birinci integrallerinin yardim ile,
z=12(xy)
verilmis denkleminin genel ¢6ziimii agagidaki,
O[(y+2)z,x* +y?>—2z%2]=0
denkleminden bulunabilir.

Ornek.6.4:

6z+ 62_
yzaX xzay—xy

denkleminin genel ¢oziimiinii bulalim.
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Bu denkleme uygun homojen lineer denklem

6u+ 6u+ au_o
yzax Xzay Xyaz_

seklinde yazilir. Bu sistemin yardimc1 sistemi

dx dy dz
yZ Xz Xy

seklinde yazilir. Bu sistemin birinci integralini bulalim. Once

dx _ dz
yZ Xy
sisteminden
zdz —xdx =0
22 —x?=¢
Daha sonra
dx dy
yZ Xz
sisteminden
ydy — xdx = 0
y?—x*=c,

buluruz. Buradan da
u= CD(ZZ - XZ 1y2 - XZ)’
d((z?2 —x?%,y2 —x?) =0,

22 =x* + Y(y* —x%)
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genel ¢Oziimiinii buluruz. Burada Y keyfi fonksiyondur.

Ornek.6.5:
Burada
10z 10z
_— =
x0x yady
denklemini ¢ozelim.
Bu denklemin yardimci denklemi,
dx dy dz
11 4
X y

seklinde olur. Bu sistemin birinci integrallerini bulalim.

xdx —ydy =0
y2—x*=¢
ve
dz = 4xdx

olur. Buradan,
d(y?—x2,z—-2x2)=0
z = 2x% + (y? —x?)
genel ¢Oziimiinii buluruz. Burada da {r keyfi fonksiyondur.

Ornek.6.6:

az+ 62_0
*ox yay_
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denklemini ¢ozelim.

Bu denkleminde yardimci denklemi

dx dy
y
seklinde olur. Birinci integrallerini ise
y_.
1 a
Z = Cy

olarak buluruz. Burada da @ keyfi fonksiyondur.

Ornek.6.7:
0z 0z 0
Y 0x Xay B
denklemini ¢6zmek i¢inde yardimci denklem,
dx  dy
y X
selinde bulunur. Sonuncu esitlikten
xdx +ydy = 0

denklemini buluruz. Bu denklemi integrallersek,
Y =x*+y?=c

z = O(x? +y?)
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genel ¢Oziimiinii buluruz. Burada da @ keyfi fonksiyondur.
Ornek.6.8:

Burada
Ju Ju du
g TV gyt Vg =0

denklemini ¢ozelim.

Bu denklemin yardimci denklemi ise,

dx dy dz

iy Ve
seklinde yazilir. Burada da

—dvx = —d,fy
esitligini ve

\/§ —Vx = €1

Vz—Vx=c,

¢Ozlimlerini buluruz. O halde denklemin genel ¢6ziimii

U= b(Jy — VX, V7~ V%)

seklinde bulunur. Burada da @ keyfi fonksiyondur.
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7. SONUC

Bu tezde Birinci Mertebeli Kismi Tirevli Lineer ve Kuazi-Lineer Diferansiyel
Denklemler ele alinip incelendi ve ¢oziim metotlar1 arastirildi. Bu metotlarin

uygulanmasina ait 6rnekler ¢oziilerek gosterildi.

Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi hakkindaki Kovalevskaya teoremi

verildi.
Alan Teorisinin Elemanlari, Alanin Gradiyenti ve Hamilton Operatdrleri tanimlandi.
Birinci Mertebeli Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin siniflandirilmasi yapildi.

Iki serbest degiskene bagli Kuazi-Lineer diferansiyel denklemlerin geometrik

yorumu anlatildu.

n degiskene bagli Lineer ve Kuazi-Lineer birinci mertebeli kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim metotlar1 incelendi ve gosterilen metotlarin uygulamasiyla

alakal1 ornekler ¢oziildii.
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