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OZET

Bu tezde verilmis kaynaklar incelenerek elde edilebilecek yeni sonuglarla kismi diferansiyel
denklemlerin siniflandirtlip hiperbolik diferansiyel denklemler i¢in Cauchy ve Goursat

problemlerinin ¢6ziimii ac¢ik integral formiillerle ifade edilmistir. Buradaki Cauchy ve
Goursat problemlerinin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi, bu problemlerin esdeger Volterra
integral denklemler sisteminin siirekli ¢éziimiiniin bulunmasi1 problemine getirilip ardisik
yaklagimlar metodu ile ¢6ziimii bulunarak ispatlanmistir. Bu tezde Riemann metodu lineer
diferansiyel operatorler i¢in Green formiilii kullanilarak verildiginden burada lineer
diferansiyel operatorler i¢in Green formiilleri de gereken sekilde verilmistir. Riemann
metodunun agiklanmasinda Riemann fonksiyonu 6nemli bir yer tutar. Tezde Riemann
fonksiyonu Cauchy ve Goursat problemleri i¢in gereken sekilde tanimlanmig, Riemann
fonksiyonunun Ozellikleri O6rnegin simetrikligi ve Riemann fonksiyonunun bulunmasi

yontemi verilmis ve ayr1 ayr1 6rneklerde inga metodu gosterilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis new results can be obtained by examining the given references of the
classified hyperbolic partial differential equations with Cauchy and Goursat
problems for the solution of differential equations and integral formulas are
expressed an clear. The Cauchy and Goursat problems of existence and uniqueness
of the solution of these problems equivalent Volterra system of integral equations by
the method of successive approximations to the solutions has been found and proven.
In this thesis, Riemann method for linear differential operator with the formula for
the Green, are given here for linear differential operators are provided as required in
formulas Green. Riemann method, Riemann function plays an important role in
explaining. In thesis, Riemann function defined as needed to Cauchy and Goursat
problems, Riemann function characteristics such symmetry and the presence of the
Riemann function given method and construction method is shown in the individual
cases.
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1. GIRIS

X1, X2, ..., Xy bagimsiz degiskenlerine bagl u(xy, x5, ..., x, ) fonksiyonunun ve bu

2 k
fonksiyonun 2 Jx 0w 9m 0% (k=lk, +ky+ -+ k,) kismi

axllaxz ) -.-;E;E) ’Bxflax;cz...axﬁn
tirevlerini igeren denkleme aranan u = u(xy,x,,...,x, ) fonksiyonunun kismi

tirevli diferansiyel denklemi denir[1].
Kismi tiirevli diferansiyel denklemi genel olarak asagidaki sekilde yazabiliriz:

ou ou ou 0%u dku

%, 0k 0k 9o o

F (xl,xz, e X, ) =0 (1.1)

Bu denklemdeki F fonksiyonu gosterilen arglimentlere bagli fonksiyondur.

Aranan u fonksiyonunun diferansiyel denklemin icerdigi en yliksek mertebeli

tiirevinin mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir[1].

Birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem genel sekilde asagidaki gibi

yazilir:

Ju Jdu u
) —0 (1.2)

F (xl,xz, vy Xy U, x, 9%, O,

Iki bagimsiz degiskene bagli birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem

genel sekilde uygun olarak,

Jdu 6u>
=0 (1.3)

F( ) ) I_’_
Ve ay

bi¢iminde ifade edilir.

Uygun olarak ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem,

ou du 0%*u 0*u 0%*u
~0 (1.4)

F ) ) )_F_F ) )
(x Yt ox dy’ 0x? 0xdy’ dy?

seklinde yazilir.



Aranan fonksiyonun tiim yliksek mertebeden tiirevlerine gore lineer olan kismi

tirevli diferansiyel denkleme kuazi lineer diferansiyel denklem denir.
Ornegin,

0%u 0%u 0%u
Co—=+f=0 (1.5)

Aaxz + Baxay * ady

denklemi ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskene bagli kuazi lineer diferansiyel

denklemdir.

Aranan fonksiyona ve onun tiim kismi tiirevlerine gore lineer olan kismi tiirevli

diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir[1].
Ornegin,

PR N LN L (1.6)
dx2 dxdy = dy? ox ' Cay M7 '

denklemi aranan u fonksiyonuna gore ikinci mertebeden kismi tiirevli lineer

diferansiyel denklemdir.

Aranan fonksiyonu ve bu fonksiyonun gereken kismi tiirevlerini verilmis diferansiyel
denklemde yerine yazdigimizda denklemi saglayan u fonksiyonuna kismi tiirevli

diferansiyel denklemin ¢oziimii denir[1].
Bircok fiziksel olay kismi tiirevli diferansiyel denklemle ifade edilir.

Ornegin,

ERC R BT

denklemi, kirtlma indisi n(x,y,z) olan homojen olmayan ortamda 11k 1ginlarinin

yayilmas1 denklemd;

ou 0°u
E = a2 W (18)

denklemi gubukta 1s1 iletimi denklemi;



0%u 0%u
Pk e (1.9)

denklemi telin titresimi denklemi;

0%u N 0%u N 0%u
0x?  0dy? 0z?

=0 (1.10)

denklemi Laplace denklemi olup yiiklii kaynaklarin olmadigi ortamda, elektrik alani
denklemi, veya cismin iginde 1s1 kaynagi olmadiginda homojen izotrop ortamda 1s1

iletimi denklemi;

0%u N 0%u N 0%u
d0x? dy? 0z?

=—f(x,v,2) (1.11)

denklemi homojen izotrop bolgede 1s1 iletiminin durumunu ifade eden Poisson
denklemidir. Burada —f(x,y,z) fonksiyonu (x,y,z) koordinatli noktada 1s1

kaynaginin giictinii ifade eden fonksiyondur|[1].
(1.7) — (1.11) denklemlerine matematiksel fizigin temel denklemleri denir.

(1.7) — (1.11) denklemlerinin her birinin sonsuz tane ¢dziimii vardir. Verilmis 6zel
fiziksel ve ya geometrik, teknik problemi ¢ozerken bu sonsuz ¢oziimlerden ek sartlar
saglayan bir ¢6ziim segcmemiz gerekir. Buradaki ek sartlar, baslangi¢ ve sinir sartlari

olabilir.

Genelde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle ilgili problemlerin {i¢ temel sarti

saglamasi gerekir:
1) Ele alinan problemdeki kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii olmalidir;
2) Ele alinan problemin ¢oziimii tek olmalidir;

3) Ele alinan problemdeki kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii baslangic
verilerine bagli olarak kararli olmalidir. Yani, problemdeki verilere kiigiik

degisiklikler yaptigimizda ¢6ziimde de kiiclik degisiklikler olmalidir.

Kismi tlirevli diferansiyel denklemlerle ilgili ele alinan problem bu ii¢ sarti

sagladiginda bu probleme korrekt problem denir.

3



Korrekt olmayan problemlerin fiziksel anlami1 olmayabilir.

Burada, ifade edilen tanimlara bagli kalarak ikinci mertebeden kismi tiirevli
diferansiyel denklemin kanonik sekle doniistiiriilmesi gosterilecek ve orneklerle
aciklanacaktir.  Ayrica  hiperbolik  diferansiyel  denklemlerin  ¢6ziimiinde
karakteristikler metodu tanimlanarak sonsuz telin serbest titresimleri denkleminin
karakteristikler metodu ile genel ¢oziimii i¢in D’alambert formiilii elde edilecektir.
Bunlara ek olarak Cauchy ve Goursat problemleri tanimlanarak bu problemler,
esdeger integral denklemler sisteminin ¢dzlimiine getirilerek ardisik yaklagimlar
metodu ile varlik ve teklikleri ispatlanacaktir. Tezin konusunu belirleyen Riemann
metodu, Cauchy ve Goursat problemlerine uygulanacak, farkli Grneklerle
aciklanacaktir. Riemann metodunun ortaya c¢ikmasina yardimci olan Riemann
fonksiyonu tanimlanarak fiziksel anlami anlatilacaktir. Son olarak, elektrik

hatlarindaki titresimler Riemann metodu yardimiyla agiklanacaktir.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1. Iki Bagimsiz Degiskene Bagh ikinci Mertebeden Kismi Diferansiyel
Denklemlerin Kanonik Hale Getirilmesi

Iki boyutlu bélgede iki bagimsiz degiskene bagl ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemler genel olarak,

ou du 9%u 0%u 9%u
=0 2.1)

F —
(x, Yt ax 0y’ 0x2’ dxdy’ dy?
seklinde ifade edilir[2].

(2.1) denklemi yiiksek mertebeden tiirevlere gore lineer oldugunda ve yiiksek
mertebeden  tiirevlerin  katsayilart  x,y degiskenleri ile birlikte u,uy,u,
degiskenlerine de bagli oldugunda bu denkleme kuazi lineer diferansiyel denklem
denir. (2.1) denklemi aranan fonksiyonun kendisine ve tiirevlerine goére lineer
oldugunda ise bu denkleme lineer diferansiyel denklem denir. Yiiksek mertebeden
tiirevlere gore lineer olan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler agagidaki

sekilde yazilir:

AGy) 2 4 2B y) 2 4 )62”+F( ou a“)—o 2.1
Y55z XY 0xdy XY dy? x’y’”’ax’ay =0 1)

Burada A(x,y),B(x,y),C(x,y) bir 2 bolgesinde tanimlanmig 6nceden verilmis

siirekli fonksiyonlar ve F fonksiyonu da 6nceden verilmis bir fonksiyondur.

Simdi (2.1") seklinde ifade edilen diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasini ve

kanonik sekle getirilmesini gosterelim:

Ikinci mertebeden kuazi lineer diferansiyel denklemin tipi diskriminant olarak

isimlendirilen,
A(x,y) = B> — AC

ifadesinin isareti ile belirlenir ve burada 3 farkli durum karsimiza ¢ikar:



1) A= B2 — AC > 0 oldugunda (2.1") denklemine hiperbolik diferansiyel denklem
denir ve belli bir kuralla secilmis & =¢&(x,y) ve n =n(x,y) degiskenleri

yardimiyla,
62u+F< ou 8u>_ -
afan 1 Eln’ul af’ar] - ( . )
veya
0%u 62u+F ( ou au) 3 .y
afz anz 2 E'n’u' af’arl - ( : )

sade (kanonik) sekillerinden birine getirilir.

Hiperbolik diferansiyel denklemin (2.2) sekline birinci kanonik sekli, (2.2") sekline
ise ikinci kanonik sekli denir. Kolaylikla,
§+1 §—1

2 FPE

a = >

doniistimiiniin kullanilmasiyla diferansiyel denklemin birinci kanonik sekli ikinci

kanonik sekline veya tersine getirilebilir[2].

2) A= B2 — AC = 0 oldugunda (2.1") denklemine parabolik diferansiyel denklem
denir ve bu denklem belli bir ¢ = £(x,y) ven = n(x, y) dontisimii ile

62u+F< ou 6u>_ 23
afz 3 f'n'u'aé—’ar] - ( " )
veya
62u+F ( ou 6u> 3 )3
anz 4 f'n’u' af’an - ( " )

kanonik sekillerinden birine getirilebilir[2].

3) A= B? — AC < 0 oldugunda ise (2.1") denklemine eliptik diferansiyel denklem
denir ve bu denklemi belli bir ¢ = £(x,y) ven = n(x,y) dontisiimii ile



0°u  0%u
—+—+F; (E,n,u

ou 6u>
0é?  on?

—,—)= 2.4
YT 0 (2.4)
kanonik sekline getirmek mimkiindiir[2].

Ornek 2.1.

0%u 0%u
XW-Fya—yz—u:O

diferansiyel denklemini ele alalim.
Bu denklemde,
A, y)=x , Blx,y)=0, Clxy)=y
oldugundan;
A(x,y) = B> — AC = —xy
olur.
Buradan;

—xy > 0 dolayistyla xy < 0 oldugunda yani Oxy diizleminin 2. ve 4. bolgelerinde
ele aldigimiz denklem hiperbolik diferansiyel denklemdir.

—xy < 0 dolayisiyla xy > 0 oldugunda Oxy diizleminin 1. ve 3. bdlgelerinde ele

aldigimiz denklem eliptik diferansiyel denklemdir.

2.2. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Kanonik Hale Getirilmesi Icin Degisken
Doniisiimii

Simdi ikinci mertebeden kismi tiirevli (2.1") denkleminde,

§=¢(xy)
{n =n(x,y) (2:5)

dontigtimic  yapalim. Bunun i¢in (2.1") denkleminin igerdigi tiirevlerin yeni

degiskenlerdeki tiirevlerle ifadelerini bulalim:



Ju du 6{ Lo ou 877
ax af dx an dx

Ju du 65 Lo Ju an
dy  0¢dy ' anay

0°u (6u 08  Ou 677)
9x2  0x \9¢ ax on ox

0 (au) af+au625 (au)an auazr]
T 0x \9&)dx ' 9Eax? ' 9x\on)ox ' anox?

9 9Ean  0%uAn\® 0ud? ouo?
(€)+2 u 9on  O%u (”) ,Juo% | ouot
652 dx 0édn dx dx  0n? \dx 0¢ 0x? ~ 0n 0x?

0’u 0 (6u> <6u af+auan)
dxdy 0y \ox) 9y \a&ax ' onox
0 ((’)u) (')E+ (65) 6u+ d (6u> 6n+ d (677) Ju
oy \a&/oax  ay\ax/ &  ady\on)ox = dy\dx/ dn
uaf 43 N (65 on L% 0 an) 0%u on on N ou 0%¢ Ou 9%y
652 dx dy 65877 dxdy 0yodx/ 0n?dxdy 0ndoxdy 0ndxdy

0’u (au o0& L ou ou 677)
dy? _ dy\afoy ' onady

0 (au) 0 N ou 9%& N 0 (6u> on N oud?n
0y \d&/ay 0&dy*  dy\on/dy dnay?

_ 9% <a§>2 N u 9§ an  9%u (an)z N du 0% N du 027
-~ 082 \gy dEonaydy  on? \ay 0¢ dy?  0ndy?



Tirevler i¢in buldugumuz bu ifadeleri (2.1") denkleminde uygun olarak yerlerine

9%u 9%u o%u .. . .. < ' ; ;
YazZIp 32 Gean ve oz tiirevlerine gore gruplandirdigimizda (2.1") denklemi yeni &

ve 1 degiskenleri ile asagidaki sekilde yazilir:

A 2u+ZB 62u+662u+F< ou 6u>_0 2.6
1552t gyt g TR S ge ) T (26)
Burada;
n=a () B2 (% 27
7 \ox dx dy dy (2.7)
a& 0 & 0 o0& 0 0¢& 0
pooal B pE o
Jx 0x dx dy 0y Ox dy 0dy
om> on 0n on\*
Cl_A(a) +2B& @+C<$> (2.9)
dir.

2.3. Hiperbolik Diferansiyel Denklemlerin Kanonik Hale Getirilmesi

Simdi A(x,y) = B> — AC > 0 esitsizligi saglandiginda yani (2.1") denklemi
hiperbolik diferansiyel denklem oldugunda (2.1") denklemini birinci gesit kanonik

sekle getirelim. Bu durumda, A; = C; = 0 ve B; # 0 sartinin saglanmasi gerekir.

Varsayalim ki, A; = C; = 0 olsun. O zaman A, ve C; katsayilarinin (2.7) ve (2.9)

ifadelerinden & (x, y) ve n(x, y) fonksiyonlarinin uygun olarak

A(g)2+zgg.g+c(g):o

om\? an an on\’
A(a) +2B— £+c<@) =0

denklemlerinin ¢oztimleri olmasi gerekir. Bu denklemlere dikkat ettigimizde ise

&(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlarinin ayni,



4 (62)2 e (62) (62) i (62)2 o
dx dx/ \dy ay)

denkleminin farkli ¢6ziimleri oldugu goriiliir.

Bu sonuncu denklemin her iki tarafini (Z—;) ifadesine bolelim ve
0z
x _ Y
0z dx
dy

seklinde yazalim.

Bu durumda sonuncu denklem asagidaki gibi yazilir:

dy\’ dy
A(—) —2B—+C=0
dx dx+

Bu (2.10) denklemine (2.1") denkleminin karakteristik denklemi denir.

(2.10)

Burada B2 — AC > 0 oldugundan (2.10) denklemini Z—z tiirevine gore ¢ozersek,

dy B+VBT—AC
dx A
dy B-VBZ—AC
dx A

esitliklerini elde ederiz.

Burada genelligi bozmadan A # 0 oldugunu varsaydik.

(2.10"

(2.10™)

Buldugumuz bu denklemlerde B? — AC > 0 oldugundan bu denklemlerin sag

taraflar1 reel ve farkli fonksiyonlardir. Bu denklemlerin uygun olarak genel

integrallerini,

<P(x,}’) =C , 1/)(95'}’) =0C

ile gosterelim.

10
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(2.11) egrilerine (2.1") denkleminin karakteristik egrileri ve ya Kkarakteristikleri
denir. Boylece, B?—AC >0 oldugunda (2.1') denkleminin farkli reel

karakteristikler ailesi vardir[2].
Simdi (2.5) dontigiimiinde;

{€=H%w=¢&w)

n=ny) =9y (2.119

aldigimizda A; = C; = 0 elde edilir. Burada B; # 0 oldugu genel olarak ispatlanir.
Ayrica, ¢ (x,y) ve Y(x,y) fonksiyonlarinin yukaridaki diferansiyel denklemlerin iki

kez siirekli diferansiyellenebilen ¢oziimleri olduklarini varsayariz.

Boylece (2.11") doniisiimiiniin yardimiyla (2. 1") denklemi,

2B 2u+F< ou au)—o 2.12
16567’] 1 E’Tl’u’aé'an - ( ' )

ve ya
62u+ 1 F( ou au)_ ) 10

kanonik sekline getirilmis olur.
(2.12") kanonik seklinden ikinci kanonik sekle gegmek i¢in (2.12") denkleminde,

&+ §—1
q=2"1

N
N

esitlikleri ile yeni « ve [ degiskenlerine gegtigimizde,

FI)

ou 1 <6u N au) ou 1 (au 6u> 0°u _1(0*u 0%u
da  0B) ' on 2\da 0B/ ' 9fdn 4\da? 0B2
esitliklerini kullanarak (2.12") denklemini

0°u  0%u

o0 ¢ ("5:‘42—;F>

ikinci kanonik sekline getirmis oluruz.

11



2.4. Parabolik Diferansiyel Denklemlerin Kanonik Hale Getirilmesi

Parabolik diferansiyel denklemler i¢in B> — AC = 0 oldugundan (2.1") denklemi
parabolik oldugunda (2.10) karakteristik denkleminin yalniz bir tane ¢oziimii olur.
Yani (2.1") denkleminin yalniz bir karakteristik denklemi olur. Ikinci karakteristik

oyle secilir ki, § = &(x, y),n = n(x,y) doniisiimiiniin,

9§ 0§
D& |ax 3y
D(x,y) |91 dn

dx OJdy

%0

J¢&n) =

Jakobiyani sifirdan farkli olsun. n(x, y) burada ifade edilen sartla secildiginde (2.1")
denklemi parabolik oldugu durumda B = v AC oldugundan,

Ale(g)ZZBg.gH(gi) _(vaZ i veZ )

olur.

Bu esitligin saglanmasindan da,

9& an (af an  0¢ an) L %0

B=A——+B
L= Ao dxdy 0yodx dy dy

0 0 d 0
_ (vz_ﬁﬁi) (VA +vEST) = 0
d0x dy 0x dy
esitligi bulunur.

Bu yiizden (2.1") denklemi parabolik oldugunda (2.5) doniisiimii burada gosterilen
yontemle se¢ildiginde (2.1") denklemi

Cazu+F( ou au)_
167’]2 f’n’u'af'an -

veya

%u ( ou 6u> ( B 1F>
ar]z_(p f)niulaflar’ ) ¢_ Cl

12



kanonik sekline getirilmis olur. Bu denklemin sag tarafinda g—? tiirevi olmadigindan

bu denklem & parametresine bagl adi tiirevli diferansiyel denkleme doniisiir[2].
2.5. Eliptik Diferansiyel Denklemlerin Kanonik Hale Getirilmesi

(2.1") denklemi eliptik denklem oldugunda yani B? — AC < 0 sart1 saglandiginda
(2.10") ve (2.10") denklemlerinin sag taraflari kompleks degerli fonksiyonlar olur.

Varsayalim ki,

p(x,y) =¢
(2.10") denkleminin kompleks integralidir.
Bu durumda,

P(x,y) =c,

(2.10") kompleks eslenik denklemin genel integrali olur. Burada @(x,y)
fonksiyonu ¢ (x, y) fonksiyonunun kompleks eslenigidir. Simdi biz (2.5) doniisiimii

olarak,

{f =&(x,y) = o(x,y)

n=nky)=oy) (2.13)

dontistimiinii aldigimizda (2.1") denklemi (2.12) ve ya (2.12") denklemi sekline

getirilir.

Kompleks degiskenlerle islem yapmamak icin asagidaki doniisiimlerle yeni

a, [ degiskenlerine gegelim:

W PFT  _9-0
2 2
Boylece;
E=a+if , n=a—if
olur.

13



Bu durumda,

A(§)2+23g.§+c(g)2

() v 2n 28 () - ((L) 428 L2 (2
- dx dx 0y dy 0x d0x dy dy

o (A8 (22 S0 e

Aoxox TP aay+@6x @ay

Yani,

2
(2.6) denklemi :;Tu tirevinin katsayisina boliindiikten sonra asagidaki sekle

2

getirilmis olur:

02u+62u_ ( ou 6u> ( B 1F>
a2 Tapr = P\ @B ugag) 0=

Bu ise eliptik diferansiyel denklemin kanonik seklidir[2].
2.6. Ornekler
Ornek 2.2.

262u+3 0%u +62u+66u+36u_ 0
0x? dxdy 0y? dx dy

denklemini kanonik sekle getirelim.

Bu denklemde;

oldugundan,

14



B2 AC—9 2—1>0
T4 4

olur ve ele aldigimiz denklemin hiperbolik kismi diferansiyel denklem oldugu

anlasilir. S6z konusu denklemin karakteristik denklemi, yani

dy\’ dy
AG&)‘QBQE)+C—°

dy B+VBZ—AC dy B-VBZ—AC

dx A "’ dx A

denklemleri uygun olarak

2(d—y)—2§(d—y)+1=o

dx 2 \dx
§+Ji 3_[1
dy 272 dy 27 ~\%
x 2 " dx 2
olur.
Buradan,
dy " dy 1
dx = dx 2
dir.

Bu denklemleri ¢ozerek;
X—y=c¢ ve x—2y=c¢,
genel integrallerini buluruz.
Boylece verilmis denklemin karakteristikleri,
§=x—y ,n=x-2y

olur.

15



Simdi ele aldigimiz diferansiyel denklemin igerdigi tiirevleri bulalim:

Ju auag auan 6u Ju
ox afax anax 65 an

du Jdudé Oduoadn Ju Ju

ay 9€dy ‘omay 9 ‘o

0’u 0 <6u) 0 (au) 62u+ 0%u N 0%u +62u
9x2  0x \9&)  ax \an 062  0&dn  0&dn  0n?

3 0%u o 2%u N 0%u
982 0éon = on?

azu 0 (6u> 0 (6u> [ 0%u 2%u 2%u

0%u
— -2 -2 4 -1
5y? ~ ax\ag o oez 2oty “ozan o Y

B 62u+4 0%u +462u
~ 082 " 9gon T on?

0%u 0 (6u>+ 0 <6u) 0%u ) 0’u  0%u 262u
axay ay \o¢ on 0&? déon 0d&on on?

0%u 362u Zazu
9§z~ 9¢on  In?

Tiirevlerin bu degerlerini ele aldigimiz denklemde yerlerine yazdigimizda verilmis

hiperbolik diferansiyel denklemin asagidaki birinci kanonik seklini bulmus oluruz:

0%u au
65677 af

=0

16



Simdi bu birinci kanonik sekilden ele aldigimiz hiperbolik diferansiyel denklemin
ikinci kanonik sekline gegmek i¢in bu elde ettigimiz birinci kanonik denklemde;

$+nm §—n

a3 P

degisken donlisimiiniic  yapalim. Yukaridaki denklemde bulunan tiirevleri

hesapladigimizda;

6u_6u6a+6u0[3_1(0u+6u>
0§ 0adé 0BIE 2\da O

0’u 1[6 (6u)+ d (6u>]

9éon  2lon\aa) " on\op
62u6a+ 0%u aﬁ+ 0%u 6a+62u6,8
da?0dn 0dadBon OdadB on 0dB?dn

1

2

1 10%u 162u+1 0°u  10%u _162u 10%u
- 2(20a? 20adB  20adB 20P%| 40a? 402

esitliklerini elde ederiz.
Tirevler icin buldugumuz bu ifadeleri yukaridaki denklemde yerlerine yazdigimizda;

10%u 10%u (16u 16u)_

202z aopz 232 "208
veya
0°u  0%u ou ou
o)
da? a2 " \oa ' 0B
bulunur.
Ornek 2.3.
0%u 0°u  0%u ou ou

9 10—-15

ox? 66x0y + dy? + dx dy

S0u+x—-2y=0

17



denklemini kanonik hale getirelim.

Bu denklemde;

oldugundan
A=B?—AC=9-9=0

olur. Boylece soz konusu bu denklem parabolik diferansiyel denklemdir. Ele

aldigimiz bu denklemin karakteristikler denklemi;

9(3—1)2 - 2(—3)%+ 1=0
olur.
Buradan
dy_-3__1
dx 9 3

denklemini elde ederiz.
Bu sonuncu denklemi ¢ézerek genel integralinin,
x+3y=c
seklinde oldugunu buluruz.
Demek Ki;
§=8(xy) =k y)=x+3y
dir.

Simdi n =n(x,y) fonksiyonunu oyle segelim ki J(&,1) # 0 kosulu saglansin.

Ornegin; n = x alalim.

18



Bu durumda,

9& 08
D(E,m) _|ox ay |1 3|

](f,n)=D(x’y)— o o =1} ol="3%0
dx 0dy
olur.
Boylece,
§=¢xy) =9ky)=x+3y
n=ny) =9y =x
dir.

Ele aldigimiz denklemde bulunan tiirevleri hesaplayalim:

6u_0u0€+6u677_6u+6u_6u+6u
ox 0fdx odnox 0& dn 0E  On

du OJud§ dudn OJu Ju ou

9y otay ooy "a¢ Yan "ot

0%u E)(E)u) 6(6u> 0%u 0°u  0%u

o2 ~ ox\az) T ox\ay) =552t 2 5zan T a2
azu_gazu
3y? " 98

0%u 0 (6u> 0 (au) 0 <6u) 3 0%u 0%u

oxdy ~ ay\oz) Tay\ay) = *ax\6z) T 3%z T ozan

Tiirevler i¢in buldugumuz bu ifadeleri ele aldigimiz denklemde yerlerine yazip

sadelestirdigimizde;

19



g 27u 356u+10a 50u+x — 2y =0

veya

0%u 356u 106u 50 +1( 23) = 0
o 99t g YT — V=

esitliklerini elde ederiz.
E=x+3y , n=x
doniistimiinii yeniden kullanarak,

5n —2¢
3

2
x=2y=n—z@¢-n=
esitligi bulunur.
Boylece ele aldigimiz denklemin kanonik sekli;

0%u 356u+106u 50 +1(5 26) = 0
iz 9o T ooy outymOnT2)=

denklemi olur.

Ornek 2.4.
62u+462u+1362u+36u+246 Qu+9(x+y)=0
axz " Taxay T Cayr T Cox T gy HTINTYIE

denklemini kanonik hale getirelim.

Bu denklemde;

oldugundan,

A=B?2—AC=4-13=-9<0

20



olur ve dolayisiyla bu denklemin eliptik diferansiyel denklem oldugu elde edilir. Bu

denklemin karakteristiklerinin denklemi;

dy 2 dy
—) —22—+4+13 =
(dx) dx +13=0

seklinde yazilir.

Bu denklemi Z—i tirevine gore ¢ozerek karakteristikler i¢in asagidaki denklem

bulunur:

Z—i:z&t , (i=v-1)
Bu denklemi ¢ozerek,

y=2xt3ix—c
¢Oziimii, buradan ise

2x—yt3ix=c

bulunur. Bu integralin reel ve sanal kisimlarini uygun olarak ¢ ve n alarak denklemi

direkt kanonik sekle getirebiliriz. Boylece,
§=2x—y , n=3x
elde edilir.

Ele alinan denklemin igerdigi tiirevleri hesaplayalim:

Jou oOJudé OJudn OJu OJu Ju ou
—=——+4——=—+—=2—+3—
dx 0&dx Ondx 0& On 0¢ on

au_aua§+auan_ Ju
dy 0&dy ondy  0¢

21



+3

0%u 2%u 23l 0%u 0%u B 0%u 0%u 0%u
0¢on 082

azu_c')zu

dy?  0&2
0%u 0 (Ou)_ 262u+3 0%u B 262u 3 0%u
axdy  ax\ag) = " |“aez T ozan|T ""aez ~ “aeay

Tiirevler i¢in buldugumuz bu ifadeleri verilmis denklemde yerlerine yazip gereken
sadelestirmeleri yaptigimizda ele aldigimiz denklemin asagidaki sekilde kanonik

halini elde ederiz:

62u+62u 26u+6u N — 0o
oez T Pag tan TN TES

Ornek 2.5.

denklemini kanonik hale getirelim.

Bu denklemde;

oldugundan,

elde edilir.
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Buna gore,

a) A= —xy > 0,xy < 0 oldugunda denklem hiperbolik,

b) A= —xy = 0,xy = 0 oldugunda denklem parabolik,

€) A= —xy < 0,xy > 0 oldugunda denklem eliptik diferansiyel denklem olur.
Bu durumlarin her biri i¢in verilen denklemi kanonik hale getirelim:

Ele alinan denkleme uygun karakteristik denklem,

dy2
—_— :O
x(dx) Ty

olur.
Bu karakteristik denklemin ¢6ziimii;
a)

dy y
=4 |-, <0
dx X Xy
seklindedir.
Burada iki durum s6z konusu olabilir.

x>0, y<0 ve x<0, y>0

Birinci durumda, yani x > 0, y < 0 oldugu durumda;

=x

s
<
Dl &

denklemini ¢ozerek,

—2/—y = +2vx + 2¢

esitligini elde ederiz.
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Boylece bu durum igin,

\/§+\/—_y=c1, \/E_\/—_}’:Cz

birinci integrallerini buluruz. Yani bu durum igin
§=8{xy) =90y =Vvx+-y

n=nly) =¢xy) =vx— /-y
olur

Ikinci, yani x < 0,y > 0 durumunda ise uygun olarak,
E=Exy) =0 y)=V—x+y
n=n(y) =¢xy) =vV-x—.y

oldugu kolayca goriilebilir.

Once birinci durum igin verilen denklemi kanonik hale getirelim. Bunun igin

denklemin igerdigi tiirevleri hesaplayalim:

6u_6u6§+6u677_6u 1 +6n 1
0x 0&0x 0nox 0f2\x O0x2x

6u_6u6€+6u6n_6u -1 +677 1
dy 09§dy ondy 09§2./—y 0x2. /-y

0°u  10%u 1 0°u 1 0%u 1 du 1 du

9xZ  4x 082 | 2x0¢0n  4x 0n?  dxvx 0  4xvx o

azu_azu(—1)+1 0%u 162u+ 1 ou 1 ou
dy* 0% 4y  2y0fon 4y on* 4y [—y 0§ 4y [—yOn

24



Tiirevler i¢cin buldugumuz bu ifadeleri ele aldigimiz denklemde uygun olarak

yerlerine yazip gerekli sadelestirmeleri yaptigimizda,

0%u < 1 1 )c?u < 1 N 1 >6u 0
— — e =y =
agon  \4vx 4, /—y/ 0§ \avx 4 /—y/0n
esitligini elde ederiz.

Bu sonuncu denklemde,

§—1
Vism . st

oldugunu dikkate alarak,

0%u N 1 ( ou 6u) — o
oton T —2\Nar Cap) T

denklemini buluruz.

Ikinci durumda da, yani x < 0, y > 0 oldugu durumda denklem,
E=¢y) = y) =V—x+y

n=n(xy)=9xy) =v-x—y

dontigiimil ile ayn1

0%u N 1 ( ou au)
ozon T2 \Nar Sy

kanonik sekline getirilir.

b) xy = 0 durumunda denklem parabolik diferansiyel denklemdir ve onun kanonik

sekli;

oldugunda,

25



seklinde;
x=0, y+0
oldugunda ise,
0%u
ya—y2 —u=0

seklinde olur.

c) xy > 0 oldugunda denklem eliptik diferansiyel denklem olur ve burada da iKi

durum ortaya ¢ikar. Bu durumlar;
x>0, y>0ve x<0, y<0
dir.

Birinci durumda karakteristik denklemin ¢6ziimleri,

d
olur ve uygun olarak karakteristikleri,
Vi+ify=c¢ , Vx—ify=c,
olur.

Bu durum i¢in;

E=Vvx , n=\ly

dontisimiinii yaparak ve denklemde olan tiirevleri yeni degiskenlerle ifade ederek

verilmis denklemi asagidaki gibi kanonik hale getirebiliriz:

0°u 0%*u 10u 10du
- u=

oez "oz ot 7qon
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Ikinci durumda, yani x <0, y <0 esitsizlikleri

denklemin ¢oziimleri,

DNy
dx — vV —=x

seklinde bulunur.

Karakteristikleri ise,

V=rx+if-y=c , V=x—i\/-y=¢,

seklinde elde edilir. Bu durum igin,

§=v=x , n=\-y

doniistimiinii yaparak verilen diferansiyel denklem,

0°u 0%*u 1ou 1du

et ———u=0

aez T onz "ot "oy

kanonik sekline getirilir.

27
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3. HIPERBOLIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
KARAKTERISTIKLER METODU ILE COZUMU

Diferansiyel denklemler teorisinde genelde hiperbolik diferansiyel denklemler
titresimlerle ilgili problemlerin incelenmesinde karsilasilir. Biz de burada sonlu ve
sonsuz telin titresimi denklemini hiperbolik diferansiyel denklemlerle ifade edip

¢ozlimii i¢in bir yontemi anlatacagiz[3].
3.1. Hiperbolik Diferansiyel Denklemler i¢in Karakteristikler Metodu Tanim

Hiperbolik diferansiyel denklemi kanonik sekle getirerek onun genel ¢Oziimiini
bulup sonra ise genel ¢oziimde olan keyfi fonksiyonlar1 secerek verilen diferansiyel
denklemlerin 6zel ¢oziimlerinin (verilmis baslangic veya sinir kosullarini saglayan

¢ozlimlerinin) bulunmasi yontemine karakteristikler metodu denir.

Karakteristikler metodunu uygulayarak sonsuz telin titresimleri denklemi igin

Cauchy probleminin ¢oziimiiniin bulunmasini gosterelim[3].

3.2. Sonsuz Telin Serbest Titresim Denkleminin Karakteristikler Metodu fle
Coziimii

Homojen telin serbest titresimlerinin denklemi asagidaki sekilde yazilir:

0%u ,0%u T
anﬁ,az ; (31)

Bu denklemde u = u(x,t) fonksiyonu telin x koordinathh noktasinin t anindaki
denge durumundan yer degistirmesini (sapmasini) gosterir. Burada biz telin Ox

ekseni iizerinde yerlestirildigini varsayalim. O zaman telin denge durumu Ox
koordinat ekseni olur. a = \E esitligindeki p telin birim uzunlugundaki kiitle
yogunlugu, T ise telin her bir noktasindaki gerilim kuvveti (gerginligi) dir[3].

Simdi karakteristikler metodunu uygulayarak telin titresimi denklemini ¢6zelim. Bu

amagla telin titresiminin (3.1) denklemini,



0%u 0%u ,
azﬁ—ﬁ=0 (31)

seklinde yazalim.

Bu denklem sabit katsayili ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

Bu denklemde,

oldugundan,
B2—AC=a%*>0
olur.

Yani (3.1) ve ya (3.1") denklemi hiperbolik diferansiyel denklemdir. (3.1")

denkleminin karakteristikleri denklemi,

a? (%)2 —1=0 (3.2)

seklinde yazilir.
(3.2) denklemini,
(dx — adt)(dx + adt) =0

seklinde yazarak,

dx —adt =0

dx +adt =0
denklemler sistemini elde ederiz.
Sonuncu denklemlerin integralleri uygun olarak,

x—at=c¢

x+at=rc
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seklinde bulunur.
Boylece (3.1) ve ya (3.1") denklemini kanonik sekle getirmek igin,
E=x—at, n=x+at

donilisimiini yapalim.
Simdi (3.1") denklemindeki 2% Fyiirres
ifade edelim.

Bu amacla,

Ju Odu 6€+6u 677 au du
ax 65 dx 0n ax 65 61}

Ju du a§+au 67] au au
dy 9¢ dy on ay 05

0°u 0 (au af+auan> 0 (6u)+ 0 <6u>
dx2  0x \dfdx ondx) 0x\9¢ on
azu azu 0%u +62u 0%u o 0%u aZu
92 (’)fan 35577 o>  0¢? 05077 an?

’u 0 ou ou d /0u d /0u
Bt )

ot?2 ot 0¢ ot \o¢ t\on
B valca 2t o2
B DY aafa e afa @ on?

B Zazu 22 0%u N Zazu_ ) 0%u ) 0%u +62u
Coer T " ggan T oz T ¢ |aez T “agan  an?

esitliklerini elde ederiz.
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0%u 0%u

- Ve o5 tirevleri i¢in buldugumuz bu ifadeleri (3.1") denkleminde yerlerine
yazarak,
0%u
2 =
a 3¢0m 0
veya
0°u
asan

denklemini elde ederiz.

Bu denklemi,

seklinde yazalim.

Bu denklemi & degiskenine gore integralleyerek,

u

% =w(n)

esitligini buluruz. Burada w(n) fonksiyonu n degiskenine bagl keyfi fonksiyondur.

Bu sonuncu denklemi n degiskenine gore integralleyerek,

u= fW(n)dn +60:(8)

esitligini elde ederiz.

Burada,

J w(n)dn = 6,(n)

seklinde gosterelim.
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Bu durumda,

u=0:(&)+6,(n)

¢oziimiinii buluruz. Burada 6;(¢) ve 6,(n) fonksiyonlar1 argiimentlerinin keyfi

fonksiyonlaridir.
Bu sonuncu ¢oziimde,
E=x—at, n=x+at
alarak (3.1) denkleminin ¢6ziimiind,
u(x,t) =0,(x —at) + 6,(x + at) (3.4)
seklinde bulmus oluruz.
(3.4) seklinde buldugumuz bu ¢6ziimiin (3.1) denklemini sagladigini gosterelim:
Bunun i¢in,
u, = —ab; +ab; = [—6;(x —at) + 6,(x + at)]a
U, = 0;(x —at) + 0;(x + at)
U = a%6, (x — at) + a?6; (x + at)
Uy = 01 (x + at) + 05 (x — at)
esitliklerini yazabiliriz.
Bu esitliklerden,
Upr = AUy
denklemi elde edilir.
(3.1) denkleminin (3.4) seklinde bulunan ¢éziimiine D’alambert ¢6ziimii denir|3].

Bu ¢6ziimde,
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U, = 91(96 - at)

fonksiyonu Ox eksenine gore pozitif yonde yayilan dalgayr gosterir. Bu dalgaya saga

dogru yayilan dalga denir.
u, = 0,(x + at)

fonksiyonuna ise Ox eksenine goére negatif yonde yayilan dalgayr gosterir. Bu

dalgaya sola dogru yayilan dalga denir.
u; = 0;(x — at)
dalgasi a hizi ile Ox ekseninde saga (pozitif yone),
u, = 6,(x + at)
dalgasi ise a hizi ile Ox ekseninde sola dogru (negatif yone) yayilir.
Boylece (3.4) ¢oziimii diiz ve ters dalgalarin toplamidir|3].

3.3. Sonsuz Telin Serbest Titresimleri Denklemi Icin Cauchy Probleminin
Karakteristikler Metodu ile Céziimii

Burada sonsuz telin serbest titresimlerinin,

0%u Zazu
902 - Y a2 —o<x<+oo , t>0 (3.5)
denkleminin,
Uli=o = u(x,0) = @(x) , —0 < x < +00
{ (3.6)
Ue|e=0 = U (x,0) = YP(x) , —0 < x < 4o

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. (3.5) —
(3.6) problemine Cauchy problemi de denir. (3.6) kosullarindaki ¢ (x) fonksiyonu x
koordinatli noktanin ¢t = 0 anindaki yer degistirmesini, Y (x) fonksiyonu ise telin x

koordinatli noktasinin ¢t = 0 anindaki baslangi¢ hizin1 gosterir.

Simdi, (3.5) denkleminin (3.6) sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii bulmak igin (3.5)

denkleminin,

33



u(x,t) =0,(x —at) + 6,(x + at)

D’alambert ¢oziimiindeki 6;(x) ve 6,(x) keyfi olan fonksiyonlar1 dyle segelim ki,

(3.6) baslangi¢ sartlar1 saglansin. (3.6) baslangi¢ kosullarini kullanarak,
01(x) + 6,(x) = ¢ (x)
—a[61(x) — 6;(x)] = ¥(x)
esitliklerini elde ederiz.

Bu sistemdeki ikinci esitligi 0-dan x-e kadar integralleyerek,

0,00 +0,0) = p(x)
1 X
0.0 = 0,00 = =2 [ w(ddz + ¢
0

yazabiliriz. Burada C keyfi sabit sayidir.

Sonuncu sistemden asagidaki esitlikleri elde ederiz:

( 1 1 c
0.0 = 3000 — 5 [ Wz + 5
0

< X (3.7)
1 1 C
.00 = 3000 + 3 [ wras =
0

(3.7) esitliklerini,
u(x,t) =0,(x —at) + 6,(x + at)

D’alambert ¢ozlimiinde yerlerine yazarak,

( ) 1x—at C ( ) 1x+at c

px —at o(x + at

w0 =g [y g+ o [ e -5
0 0

esitligini elde ederiz.
Buradan,
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x+at
u(x, t) = 9(x —ab) ; $lx +ab) + % f Y(z)dz (3.8)

x—at

formilina buluruz.

(3.5) — (3.6) Cauchy probleminin (3.8) secklindeki ¢6ziimiine (3.5) — (3.6)

probleminin D’alambert ¢6ziimii ve (3.8) formiiliine de D’alambert formiilii denir.

Bu (3.8) formiiliindeki ¢(x) fonksiyonu ikinci mertebeye kadar (ikinci mertebe
dahil olmak tizere) siirekli diferansiyellenebilen, ¥ (x) fonksiyonu ise birinci
mertebeye kadar (birinci mertebe dahil olmak iizere) siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olduklarinda (3.5) — (3.6) probleminin (3.8) formiilii ile bulunan
¢ozlimii (3.5) — (3.6) probleminin klasik ¢6ziimii olur|[3].

3.4. Sonsuz Telin Serbest Titresimleri i¢in Cauchy Probleminin Korrektligi

Sonsuz telin serbest titresiminin,

d0%u 202u
Sm=alas . —e<x<to, >0 (3.9)
denkleminin
{u(x. 0) =@k, —o<x<4o (3.10)
u(x,0) =), —o<x<+o '

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini yani, Cauchy

problemini ele alalim.

Simdi burada (3.9) — (3.10) probleminin korrekt problem oldugunu gosterelim.

(3.9) — (3.10) Cauchy probleminin ¢ézliimii var ve bu ¢6ziim;

x+at

! d
+% f Y(z)dz (3.11)

x—at

o(x —at) + p(x + at)

u(x,t) = 5

formilii ile bulunur.

(3.9) — (3.10) probleminin (3.11) formiilii ile bulunan ¢6ziimii tektir.
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Bu (3.11) formiiliiniin bulunmas1 yonteminden gorilir. (3.11) formiilii ile bulunan
¢ozlim i¢in baglangi¢ kosullarinda verilen ¢(x) ve ¥(x) fonksiyonlarini ¢ok kiigiik

degistirelim. Baslangi¢ sartlarinin,

Uleco = 0" (%)
A (3.12)

seklinde verildigini varsayalim. Bu (3.12) baslangi¢ sartlarina uygun (3.9)
denkleminin ¢oziimiinii u*(x,t) seklinde gosterelim. (3.9) denkleminin (3.12)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii var ve tektir.

Bu ¢6ziim,
( ) ( ) 1 x+at
x—at) +p*(x +at
wt) =2 ¢ +— f v(Ddz  (3.13)
2 2a
x—at

D’alambert formiilii ile bulunur.
(3.9) — (3.10) probleminin ¢dziimii ise (3.11) formiilii ile bulunur.
Simdi gosterelim ki, keyfi € > 0 sayisi i¢in 6yle § > 0 sayis1 bulunabilir ki,
lp—@*| <6, [p—y7| <0 (3.14)
Kosullarini saglayan her bir ¢*(x) ve *(x) fonksiyonlari igin,
lu—u*|<e
esitsizligi saglanir.

Keyfi € > 0 igin,

alalim ve bu § sayisi igin (3.14) esitsizliginin saglandigini varsayalim. O zaman

asagidaki degerlendirmeyi yapalim:
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. _lo(x—at) —@*(x —at)| |e(x+at) —¢*(x + at)
lu —u*| < +

2 2
x+at
+1 j‘ () “(D)dz < £ 4 £ N e-2at
20 | WO v @z <o St oy e+ o)
x—at

_ & n & b=
T+t (A4t 0T

&

Boylece ele aldigmmiz (3.9) — (3.10) Cauchy probleminin ¢oziimii var ve tek

oldugundan ve baslangigta verilen ¢(x) ve Y(x) fonksiyonlarma siirekli baglh

oldugundan ele aldigimiz bu Cauchy problemi korrekttir[3].

3.5. Sonlu Telin Serbest Titresimleri Denkleminin Karakteristikler Metodu ile
Coziimii

Simdi sonlu telin serbest titresiminin denklemini ele alalim. Genelligi bozmadan telin
sol ucunun x = 0 noktasina, sag ucunun ise x = [ noktasina sabitlestirildigini
varsayalim. O zaman telin durumunu belirleyen u(x, t) fonksiyonu asagidaki sinir

sartlarin1 saglayacaktir:
u(x: t)|x=0 =0 ’ u(x' t)|x=l =0

Boylece burada telin titresimleri denklemi i¢in asagidaki sinir deger-baglangic deger

problemini ele alalim.

Boylece sonlu telin serbest titresimlerinin

0°u ,0%u
anﬁ, O0<x<l, t>0 (315)
denkleminin,
u(0,t) =0 , u(l,t) =0 (3.16)

sinir sartlarini ve

{u(x,0)=go(x) , 0<x<l

u(x,0) =y, 0<x<I (3.17)
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baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada

@ (x) ve P(x) fonksiyonlar1 0 < x < [ araliginda tanimlanis fonksiyonlardir.

(3.15) denkleminin karakteristikler metodu ile bulunmus genel ¢oziimiini yani

D’alambert ¢6zlimiinii ele alalim:
u(x,t) = 0,(x — at) + 6,(x + at) (3.18)

Simdi burada 8;(x) ve 8,(x) fonksiyonlarini 6yle secelim ki, (3.18) formiilii ile
bulunan bu u(x, t) fonksiyonu (3.16) siir sartlarini ve (3.17) baslangi¢ kosullarimni

saglasin.

(3.16) kosullarini saglamasi sartina gore,

o ((z_ . 2552;; (tz):a(t)) =0 (3.19)
kosullarini elde ederiz.
Bu esitliklerin birincisinden,
0,(at) = —0,(—at) (3.20)

esitliginin saglanmasi gerektigini buluruz.

Argiimentinin pozitif degerlerinde 8, fonksiyonu belli oldugu i¢in arglimentinin

negatif degerlerinde 6; fonksiyonunu (3.20) bagntis1 ile tanimlariz. Ozel durumda,
6,(l+ at) = —0,(—1 — at)
olur.
Bu degerleri (3.19) da yerine yazarak;
6,(l —at) =6,(—1—at)
esitligini elde ederiz.

Buradan,
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0.2l —1l—at) =6,(l —at) = 6,(—1L— at)

esitligini yazabiliriz. Bu ise 6; fonksiyonunun 2l periyotlu fonksiyon olarak
secilmesinin gerektigini gosterir. Boylece, (3.18) ¢oziimiiniin (3.16) smir sartlarini

saglamasi i¢in genel ¢oziim,
u(x,t) = 0,(x —at) — 6,(—x — at)
seklinde secilmeli ve bu formiilde 6,, 21 periyotlu fonksiyon olmalidir.

Simdi buradaki 6; fonksiyonunu Oyle secelim ki, (3.17) baslangi¢c sartlar1 da

saglansin.
Yani,
Ule=o = 01(x) — 01(—x) = (%)
Utlt=0 = —abi(x) + ab{(—x) = P(x)
esitlikleri de saglansin.
Burada,
@(x) = 6,(x) — 6, (—=x)
esitliginin saglanmasi i¢in ¢ (x) fonksiyonu tek fonksiyon olmalidir.
Diger yandan,
ex+20) =0,(x+20) —60,(—x—20) = 0,(x) — 0, (—x — 21 + 21) = (x)
esitliginden ¢ (x) fonksiyonu 2! periyotlu fonksiyon olmasi gerekir.

Simdi (x) fonksiyonunun da tek ve 2l periyotlu fonksiyon olmasi gerektigini

gosterelim.

Gergekten,

Y(x) = —alb; (x) = 6;(=x)]

oldugundan,
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Y(—x) = a[f;(—x) — 6;(x)] = —P(x)
olur.
Diger yandan,

= lim
h h—0 h

O:(x +20) = }lir% = 6;(x)
oldugundan ¥(x) fonksiyonu da 2! periyotlu fonksiyon olmasi gerekir.

Boylece ¢(x) ve Y (x) fonksiyonlarini tiim (—oo, 4+00) araligina tek ve 21 periyotlu

fonksiyon gibi devam ettirdigimizde (3.15) — (3.16) — (3.17) probleminin ¢dziimd,

x+at
w0 = @(x — at) -; o(x + at) N % f W(2)dz
x—at

esitligi ile bulunur.

Bu ¢o6ziim (3.15) denklemini saglar. (3.16) ve (3.17) sartlarin1 da saglamasi
kolaylikla gosterilebilir.

Ornek 3.1.

0%u  9%u

a2 ox?
denkleminin
Ule=o = X%, Uglp=g =0
baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.
Burada,
a=1, Px)=0

oldugundan,
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(x — )% + (x + t)?

u(x, t) = 5 =x2+t2
olur.
Ornek 3.2.
@ _ 462u
ot? dx?
denkleminin

sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Burada,
a=2, ox)=0, Yx) =x

oldugundan,

xX+2t

1 21x+2t 1 2 2
U=z zdz=§z |x_2t=§[(x+2t) —(x—2t)*] = xt

x—2t
elde edilir.
Boylece,

u(x, t) = xt

olur.

41



4. IKINCi MERTEBEDEN KISMi DIFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN CAUCHY VE GOURSAT

PROBLEMLERI

Adi diferansiyel denklemler teorisinden, n. mertebeden

F(x,,9,y", ., y™) =0 (4.1)

denkleminin genel ¢oziimii, n tane keyfi ¢y, c,,...,c, sabitlerine bagh
¢(x,cq,¢y, ..., cy) seklinde fonksiyon olur. (4.1) diferansiyel denkleminin herbir
¢coziimii @(x, cq,Cy, ..., Cy) ¢OzUmiinden ¢y, C, ..., ¢, Sabitlerinin herhangi bir se¢imi
ile elde edildiginde n sayida keyfi sabite bagli bu ¢(x,cq,cy, ..., ¢c;) ¢Oziime n.
mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii denir. Aranan fonksiyonun
diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevinin mertebesine verilmis
diferansiyel denklemin mertebesi denir. Uygun olarak verilmis kismi diferansiyel
denklemin igerdigi aranan fonksiyonun en yiiksek mertebeli kismi tiirevinin
mertebesine verilmis kismi diferansiyel denklemin mertebesi denir. Burada dikkat
edilmelidir ki, n. mertebeden kismi diferansiyel denklemin genel ¢oziimiin tane
keyfi fonksiyona bagli olur. Bu ozelligi burada bir 6rnekle gosterelim. Ikinci

mertebeden kismi tiirevli;

0%u 3 ou 0
dxdy ox

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu diferansiyel denklemi integralleyebiliriz. Bu

diferansiyel denklemi integrallemek i¢in asagidaki sekilde yazalim:

a(au 3 )—O
dx \dy v)=

Bu esitligin her iki tarafin1 x degiskenine gore integralleyerek,

ou
7y 3u=c(y)

denklemini buluruz. Burada c(y) fonksiyonu y degiskenine bagh keyfi

fonksiyondur. Bu sonuncu denklem adi tiirevli birinci mertebeden sabit katsayili



homojen olmayan diferansiyel denklemdir. Bu denklemi Lagrange sabitlerin
varyasyonu yontemini uygulayarak ¢ozdiigimiizde ¢oziim igin asagidaki ifadeyi

buluruz:

uCey) = e/ oo + j e I3 ay

Burada,

Yy) = f (et dy

ile gosterelim. Bu esitligin sag tarafinda integral altindaki c(y) fonksiyonu
y degiskenine bagli keyfi fonksiyon oldugundan belirsiz integralin sonucu olan (y)

fonksiyonu da y degiskeninin keyfi fonksiyonu olur.

Boylece ele aldigimiz denklemin genel ¢oziimiinii asagidaki sekilde iki keyfi ¢(x)
ve Y (y) fonksiyonlarina bagl olarak,

u(x,y) = e [p(x) + p)]
seklinde elde ederiz[4].
4.1. Cauchy Problemi
Simdi ikinci mertebeden kismi tiirevli lineer,

Aazu+ZB 62u+C62u+Dau+Eau+G = 4.2
0x? 0xdy dy? ox dy u=f (4:2)

diferansiyel denklemini ele alalim.
(4.2) diferansiyel denkleminin katsayilar1 olan A(x,y), B(x,y),C(x,y),D(x,y),

E(x,y),F(x,y) fonksiyonlarinin ve diferansiyel denklemin sag tarafi olan f(x,y)
fonksiyonunun belli bir 2 bolgesinde tanimlanmis yeterince diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olduklarint varsayalim. Oxy koordinat diizleminde koordinat
eksenlerine paralel olan her dogru ile yalniz bir noktada kesisen bir [ egrisinin
verildigini, bu egrinin denkleminin y = g(x) oldugunu ve [ egrisinin (4.2)
denkleminin karakteristikleri ile cakismadigini varsayalim.
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(4.2) diferansiyel denkleminin [ egrisi iizerinde,

u(x,y)| y=g(x) = @o(x)

ou(x,y) B (4.3)
T |y=g(x) = (Pl(X)

kosullaini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir[4].
4.2. Goursat Problemi
Ele aldigimiz (4.2) denkleminin karakteristiklerini,
§uy)=ca, 1y =c
ile gosterelim.
Bu sonuncu esitlikleri y degiskenlerine gore ¢oziip,
y=&(xc1), y =m(x,c2)
esitliklerini bulalim.
(4.2) denkleminin;
u(x, Vly=¢,xcp) = Y1(x)
U Y ly=n, (x.cp) = P2(%)
kosullarini saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi problemine Goursat problemi denir[4].
4.3. Cauchy ve Goursat Problemleri Arasindaki Farklar

[4] Cauchy problemi ile Goursat problemlerinin birbirinden farkli olan taraflarini

aciklayalim. Bu amagcla agagidaki tanim1 yapalim:

Tanmm 4.1. [ egrisi iizerinde (4.2) denkleminin tim ¢oziimleri ve bu ¢ozliimlerin
tiim birinci mertebeden tiirevleri ¢akisir, yani ayni olur fakat ¢éziimlerin iki ve daha
yiksek mertebeli tirevleri c¢akigsmaz, yani farkli olursa (4.2) denkleminin

cozlimleri [ egrisi lizerinde dallanir denir.
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Kolaylikla gosterilebilir ki, (4.2) denkleminin (4.3) Cauchy sartlarini saglayan
¢Oziimii bulundugunda ve [ egrisi iizerinde,
dy dy

2
A(E) —ZBE+C¢O

sart1 saglandiginda bu ¢6ziim [ egrisi lizerinde dallanmaz ve bu ¢oziim tek olur.
[ egrisi tizerinde;

dy\* dy
A(a) ~2B2+C=0 (4.5)

esitligi saglandiginda [ egrisi (4.5) denkleminin integral egrisi ve ya bagka bir
deyisle | egrisi (4.2) denkleminin karakteristigi olur. Bu durumda ya (4.2) — (4.3)
Cauchy probleminin ¢ézliimii yoktur ya da ¢oziimii varsa tek degildir. Bu ise, [ egrisi

tizerinde (4.2) denkleminin ¢6ziimiiniin dallanmas1 demektir.

Ardisik yaklagimlar yonteminin uygulanmasiyla (4.2) — (4.3) Cauchy probleminin

ve (4.2), (4.4) Goursat probleminin ¢ézlimlerinin var ve tek olduklari ispatlanir.

Cauchy ve Goursat problemini ¢6zmek i¢in verilen denklemi kanonik sekle getirmek
onun genel ¢oziimiinii bulmak i¢in genel ¢ozlime dahil olan keyfi fonksiyonlar1 6zel
olarak se¢mek gerekir. Problemin ¢6ziimiinliin bu sekilde bulunmasi yontemine

karakteristikler metodu denir[5].

4.4. Cauchy Probleminin Karakteristikler Metodu ile Coziimiine Ornekler

Ornek 4.1.
0%u 2%u ou ou
1 AR 1 2y —_—y — = .
denkleminin,
ou
u(x,y) = @o(x), @ ly=0 = p1(x) (4.7)

baslangi¢ sartlarii saglayan ¢oziimiinii bulalim. Bunun igin 6nce (4.6) denklemini

kanonik hale getirelim.
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Bu denklemde,
A=1+x?%, B=0, C=—1—y2
oldugundan,

B2—AC=(1+x2)(1+y?) >0

olur. Bu ise denklemin hiperbolik diferansiyel denklem olmasi demektir.

Bu denklemin karakteristik denklemi,
dy z
(1+x) () —A+y) =0
seklinde yazilir.

Bu denklemin integral egrileri ise;

dy = dx
J1+y? V1 + x?

denklemini ¢ozerek bulunur.

Bu sonuncu denklemin her iki tarafini integralleyerek;

(x+ 1+x2)(y+\/ryz)=cl

y+1+y2
—=c
Xx+V1+x2 2

bulunur.

Boylece,

€=(x+ 1+x2)(y+m)

_y+1+y?
1 x+V1+x2
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doniisimiinii  yaparak (4.6) denklemini

denkleminde bulunan tiirevleri hesaplamak i¢in 6nce ¢ ve n fonksiyonlarinin x ve y

kanonik gsekle getirebiliriz.

degiskenlerine gore gereken tlirevlerini bulalim:

%®__¢ %__ ¢
% Viraz' O ity
on____1 on___1
xR W iy
0% _(Vit-x) 0% _{(THyl-y)
ox2 2 dy? 2
(1+x2)2 (1+y2)2
om_ a(ITF-x) o n(TFyE-y)
ox? 2 ay> 25
(1+x2)2 (1+y2)?

Simdi u(x, y) fonksiyonunun (4.6) denkleminde bulunan tiirevleri hesaplayalim:

Ju Jdu

B 65 9 ou ou 677 1 ( Ju au)
ox 98 9x T ax iz \eaE Tam
Ju du 65 Ju 677 1 ( Ju 6u)
gy 0 dy  on dy J1+y2?

62u

J0x?

ou 0%¢ oOu 9%y

0§\’
— 2 D A T
6{2 ((’)x) * +6€ 6x2+617 0x?

1 Zazu ) 62u+
=T+ 2\$ 222~ %55,

d%u 9¢ on 62u<6n>2

9Zdn 0x dx & onZ \ox

,0%u\ ou n(vV1+x% —x)
Uewol ey 3
M) 0% (14422
un(v1i+x2 —x)

T a5 3

M1 +x2)2
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azu_azu(af)z 9%u 9¢ an 62u<6n>2+6u 62€+6u a%n
dy? 082 \dy dy 0¢ dy? 0n 0dy?

1 <62u 0%u 262u>+6_u.€(\/1+y2—y)

—+2
Ty \og T G T ) T T Lt

_ou nly—V1+y?)

3
o (1+y?)2

(4.6) denklemindeki tiirevler i¢in buldugumuz bu ifadeleri denklemde uygun olarak
yerlerine yazip sadelestirmeleri yaparak sonugta asagidaki kanonik denklemi
buluruz:

0%u — 0
ogon

Sonuncu denklemi ¢ozmek igin;

seklinde yazalim.

Bu sonuncu denklemi dnce ¢ degiskenine gore integralleyerek;

elde edilir. Burada c(n) fonksiyonu n-ya bagh keyfi fonksiyondur. Sonuncu

denklemi n-ya gore integralleyerek;

u(§,m) =) + P2 ($)
esitligini buluruz.

Burada,

i () = j cGdy
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ve Y, (&) fonksiyonlar1 keyfi fonksiyonlardir. ¢ ve n —nin (4.8) ifadelerini burada

g0z oniinde bulundurarak (4.6) denkleminin genel ¢oziimiini;

_ y + vV 1+ yz 2 2
‘Ll(x,y)—ll}l(x_i_—m +1/)2((x+ 14+x )(y+\/1+y )) (49)
seklinde elde ederiz. Burada i, ve i, fonksiyonlar1 argiimentleri iki kez stirekli

diferansiyellenebilen keyfi fonksiyonlardir.

Buldugumuz (4.9) genel ¢ozlimiinii (4.3) baslangi¢ sartlarinda yerlerine yazarak ¢,

ve P, fonksiyonlarinin bulunmasi i¢in asagidaki denklemler sistemini elde ederiz:

{(wl (ﬁ) + 1, (x +1+22) = po(x)

!

kx+\/11+—x2w1<x+\/11+—xZ>+(x+ 1+x2)t/J§(x+ 1+x2)=<p1(x)

. c e . .. o dx . .
Bu sistemin ikinci denkleminin her iki tarafini NeEw ile ¢arpalim. Bu durumda sistem

asagidaki sekilde yazilir:

( 1
Yy (m)"‘lpz (x+ 1+x2):<p0(x)
{ dx l/J'( ! >+x+ 1+x2dxt/1’(x+ 1+x2)
it (ctvitad) Wit Vize 02
dx
L:m(pl(x)

Burada,
d( 1 >_ dx
x+V1+ x2 \/1+x2(x+\/1+x2)
ve
d( + 1 2) x+m
x X2 )= ——
ite

esitliklerini g6z Oniine alarak sonuncu denklemler sistemini asagidaki sekilde

yazabiliriz:
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(4, (ﬁ) +, (x4 V14 22) = o)

, 1 1
_lpl(x+m)d<x+m

>+1/J§(x+ 1+x2)d(x+ 1+x2)

A

_ @1 (x)dx
Vita?
Bu sistemin ikinci denkleminin her iki tarafin1 x,-dan x-e kadar integralleyerek
sistemi,
( ( ! ) T+ 2) =
— t X+V1+x2)=q@x
1101 x+m 11112( ) 900( )
1 [ g (0)dt
[ - (—)+ x++/1+x2 =f L +1,(x0) — P (x
k 1/)1 x+m lpZ( ) . m ll)Z 0 ll)l( 0)
0

seklinde yazabiliriz.

Bu sistemi ¢6zerek;

i () =2 | - (GO ) —paceo| a0
ACTEG 2] S B e AR G

1 1(H)d 1
l.l’z(x‘|' 1+x2) 2@0() 3% 2¢1(X0)+ lpz(xo) (4.11)

esitliklerini elde ederiz.

Burada (4.10) ve (4.11) formiillerinde x ++V1+ x? =a ile gosterelim. Bu

durumda,
_a2—1
= 2a
olur.
_y+J1+y? _
RN A G EEEDICASERTD
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seklinde gosterirsek,

olur.
Boylece,
y+1+y2 ) _
e <x+m )‘l”l(“)
1-a?
2a
1 1—-a?\ 1 p.(H)dt 1 1
—5900( 2a >_EJ m"‘z%ﬁ(%)‘z’l’z(%)
b ((x +VT+22) (v + YT+ 72)) = a(B)
BZ-1
1 pZ—-1\ 1 H p,(Hdt 1 1
- 1
:Efl’o( 28 >+§f m‘}‘/h(xo)"‘zlpz(xo)
olur.

P, ve P, fonksiyonlarimin bu ifadelerini (4.9) esitliginde yerlerine yazdigimizda

(4.6) — (4.7) Cauchy probleminin ¢éztimiinii;

B*-1
2B
1 1—a? p?—1 @, (t)dt
2a

seklinde bulmus oluruz. Gorildigii gibi Cauchy probleminin ¢ozimii ¥, (x,) ve

Y, (xg) degerlerine bagl degildir.
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Ornek 4.2.

u
—+y7+——y=0,(y<0) (4.13)
denkleminin,
Ly: x — 2,/—y = 0 karakteristiginde;
ve
Ly:x + 2\/—_y = 0 karakteristiginde;

asagidaki Goursat;

IA
=
IA

u(x»J’)|L1 =@:(x),
(4.14)

—_ N|

N = O
IA
=
IA

u(x;3’)|L2 = @,(x) ,

kosullarini saglayan Goursat problemini ¢ézelim.

Burada,

P1 5) = P2 )
Uyum sartinin saglandigini varsayalim.

Burada ele aldigimiz Goursat problemini ¢ézmek i¢in Once ele aldigimiz (4.13)
denklemini kanonik sekle getirmemiz gerekir. (4.13) denklemine uygun

karakteristik denklem;

veya

seklinde yazilir.
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Kosula gore y < 0 oldugundan —y > 0 esitsizligi saglanir ve

A=1,B=0, C =y oldugundan B?> — AC = —y > 0 olur. Bu yiizden de ele
aldigimiz  (4.13) denklemi hiperbolik diferansiyel denklemdir. Boylece, ele
aldigimiz (4.13) denkleminin karakteristikleri;

x—Z\/—_y=cl, x+2\/—_y=cz
olur.

Boylece, verilmis denklemi kanonik sekle getirmek igin,

{E=x—2J—_y
77=x+2\/—_y

dontligimiinii yapmamiz gerekir. Simdi ele aldigimiz (4.13) denkleminde bulunan

(4.15)

kismi tlirevleri hesaplayalim:

Ju Odu 65 ou 677 au du
ax af ax 677 ox 65 61}

du du 65 du on 1 du 1 Ju

9y ~a¢ ay "an ay =T ETT

0°u 2u<6§)2 0%u 0¢é 6n+62u<6n> ou 02 E ou 6277
dx2 082 \ox 0édn 0x Ox 0n? \dx 65 6x2 an " 9x2
_62u+2 0%u +62u
082 T ogan - on?

0%u (65) ) 0%u 0¢ 6n+ 0%u <an)2+6u 62§+6u 0%n
dy? 652 ay 0édn dy dy 0déon\dy 0¢ dy?  0n dy?
B 162u+2 0’u 1 0%u 1 <6u 6u>
y0§2 yodéon yodéon 2y [—y\d¢ On
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Buldugumuz bu tiirevlerin ifadelerini verilmis diferansiyel denklemde yerlerine

yazip gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

0%u “ o
a&on

denklemini buluruz.
Bu sonuncu denklemin genel ¢oziimii;

u(§,m = 1($) + Y2 ()

seklinde bulunur. Burada ¥, ve ¥, keyfi fonksiyonlardir. £ ve n-nin (4.15) ifadesini

bu ¢6ziimde gz onilinde bulundurarak (4.13) denkleminin genel ¢6ziimiini;
u(x,y) =Py (x — 23/=y) + Yo (x + 2./—y) (4.16)
seklinde bulmus oluruz.

(4.14) Goursat sartlarin1 kullanarak ¢, ve Y, fonksiyonlarinin se¢imi i¢in,

Y,(0) + Y,(2x) = @4(x), OSxS%
Y,(2x —1) +P,(2x) = @,(x) , %SxSl
sistemini elde ederiz.
Bu denklemler sisteminden;
$a (26 = 1) = 9, () = (1)
$2(20) = 91 () = 1 (0)

veya

¥ (x - 2073) = 0, (x Ll 1) — (1)

2
+ 2=
Yo +2077) = (#) — ,(0)
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bulunur.

Boylece. (4.13) — (4.14) Goursat probleminin ¢dziimiinii,

x+22\/—_y>+(p2<x—2\/2—_y+1>

u(x,y) = ¢ < — [¥1(0) + ¥, (1)]

seklinde elde ederiz.

Burada;
o (3)=0(3)
oldugundan,
1(0) + 1, (1) = (%) = ¢, (%)
olur.

Bu yiizden (4.13) — (4.14) Goursat probleminin ¢oziimii asagidaki sekilde ifade

edilir:

2

2./- 2=y +1 1
u(x,y)=tp1<#>+<pz<x \/z_y )—%()
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5. CAUCHY VE GOURSAT PROBLEMLERININ ARDISIK
YAKLASIMLAR METODU iLE COZUMUNUN VARLIGI
VE TEKLIGI

5.1. Cauchy Probleminin Esdeger Integral Denklemler Sistemine Getirilmesi

Birinci kanonik sekli,

2%u

dxdy

ou Ju
+a(x,y)a+b(x,y)@+c(x,y)u=f(x,y) (51)

bigiminde olan hiperbolik diferansiyel denklemi ele alalim.
Bu denklemin karakteristikler denklemi,
A(dy)? — 2Bdydx + C(dx)* =0

seklinde ve

A=0, C=0
oldugundan,
dydx =0
veya
dy=0, dx=0
olur.

Buradan (5.1) denkleminin karakteristikleri
X=C , Y=0C
olur[3].

Oxy koordinat diizleminde koordinat eksenlerine paralel olan dogrularla bir noktadan

fazla noktada kesismeyen [ egrisinin verildigini ve bu egrinin denkleminin

y=g(x) veya x=h(y)



seklinde yazildigin1 varsayalim. Buradaki g(x) ve h(y) fonksiyonlarinin g’'(x) ve

h'(y) tiirevleri var ve sifirdan farkli oldugunu farz edelim.

o o e . du . o .. o qree s
[ egrisi iizerinde u ve % fonksiyonlarmin degerlerinin verildigini varsayalim:

Uly=gx) = Po(x) , Uyly=gu) = P1(x) (5.2)

(5.2) sartlarina Cauchy sartlar1 denir. (5.2) Cauchy verilerinin yardimiyla Z—Z

tiirevinin y = g(x) egrisi iizerinde degeri bulunabilir. Ger¢ekten (5.2) kosullarinin

birincisinin her iki tarafini x degiskenine gore diferansiyelleyerek,
Uxly=gx) T Uyly=gx) - 9" (X) = @o(x)
esitligini buluruz.
Bu esitlikten,
Usly=g) = Po(X) = @1(x) - g"(x) = W(x) (5.3)
bulunur.

Boylece, Cauchy probleminde [ egrisinin bir komsulugunda (5.1) denklemini
saglayan ve [ egrisi lizerinde ise (5.2) Cauchy sartlarii saglayan ¢oziimiin

bulunmas: istenir.
Asagidaki fonksiyonlari dahil edelim:

u ou

U:a ,W:@ (54)

Bu durumda (5.1) denklemi kendisi ile esdeger olan ii¢ denklemli asagidaki sistem

denkleme getirilir:

0

(£=f(x,y)—av—bw—cu

0

< % = f(x,y) —av — bw — cu (5.5)
Ju

oy "
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= =<

D c
g . N(x,y)
'Q
yo e i
X
0 Xo *
Sekil 5.1.

Bir ABCD dikdortgeninin iginde keyfi bir N(x,y) noktasini ele alalim. Bu
N noktasindan NP ve NQ karakteristiklerini [ egrisini kesinceye kadar devam
ettirelim. (5.5) sistemindeki birinci ve tgiincii denklemlerini QN dogrusu tizerinde
integralleyelim. (5.5) sisteminin ikinci denklemini ise PN dogrusu iizerinde
integralleyelim. O zaman (5.2) ve (5.3) kosullar ile (5.4) doniisiimlerini de g6z
oOniinde tutarak (5.5) denklemini onunla esdeger olan,

( y

v(x,y) =w(x)+ f [f (x,y) — av — bw — cul]dy

gx)
X

w(x,y) = @.(x) + f [f(x,y) —av — bw — cu]dx (5.6)

h)
y

u(x,y) = go(x) + f w(x,y)dy
\ g(x)

A

integral denklemler sistemine getirmis oluruz.
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u(x,y) fonksiyonu (5.1) denkleminin (5.2) Cauchy sartlarin1 saglayan ¢6ziimii
oldugunda, o zaman u, v ve w fonksiyonlarinin (5.6) integral denklemler sisteminin
¢oziimii olduklar1 agiktir. Tersine, (5.6) sisteminin siirekli (u, v, w) ¢oziimi (5.5)
denklemler sisteminin, u(x,y) fonksiyonu ise (5.1) denkleminin (5.2) sartlarini

saglayan ¢oziimi olur. Gergekten, (5.6) denklemler sisteminin dgilincii

denkleminden, Z—; =w oldugu bulunur. Bunlara ilave olarak (5.3) — (5.4) — (5.5)
ve (5.6) nin birinci denkleminden,

y

ou o, , aw
Froi ©o(x) —w(x, ¥)|y=gx) - 9" (x) + ady
gx)
y
o, Jdu o
= () = 5 g0 8GO + f [—av — bw — cu + f(x,y)ldy
gx)
y
= 0h(@) — P2 (g () + j [~av — bw — cu + f(x, y)]dy
gx)
y
= 0(0) — 91 (0g'(0) + f [~av — bw — cu + f(x,y)ldy
g(x)
y
=w(x) + J [—av —bw —cu+ f(x,y)ldy = v
gx)

elde edilir.

Boylece (5.4) denkleminin her iki denklemi de saglanir. Simdi (5.4) esitliklerini
(5.5) denklemler sisteminin birinci denkleminde vyerlerine yazarak u(x,y)
fonksiyonunun (5.1) denklemini sagladigi goriiliir. u(x,y) fonksiyonunun (5.2)

Cauchy sartlarini sagladigi da kolaylikla gosterilebilir.

Boylece (5.1) — (5.2) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varligr ve tekligi (5.6)
integral denklemler sisteminin siirekli ¢éziimiinliin varligi ve tekligi problemine

dondstiirilmiis olur.
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(5.6) sisteminin ¢oziimiini ardisik yaklagimlar metodu ile arayalim. Sifirinci

yaklagim olarak;

alalim.

vo(x) = w(x) , wo(x) =@1(x) , uy(x) = @o(x)

Sonraki yaklagimlari ise asagidaki formiillerle hesaplayalim:

A

.

\

y

Ue(6y) = w(x) + f [F () = Wy — bWy_y — Cltn_1]dy

gx)
X

o, ¥) = 01() + f F (6, Y) = Aoy — bWn_y — Clin_11dy 5.7)

h(y)
y

Un(%,) = o) + f Wo (o y)dy, n=123,..

g(x)

Simdi {uy, v, w,} dizisinin BCD egrisel tiggeninde diizgiin yakisak dizi oldugunu

ispatlayalim. Bu amagla asagidaki esitlikler sistemini yazalim:

( y
Upng1 = Up = — f [a(vn - vn—l) + b(Wn - Wn—l) + C(un - un—l)]dy
gx)
x
< Whpi1 — Wy = — f [a(vn - vn—l) + b(Wn - Wn—l) + C(un - un—l)]dx (58)
h()
y
Upy1 —Up = f (Wn - Wn—l)dy
\ g(x)

Burada |v, —v,_1], [Wn — Wp_1|, |un — un—1| farklarinin asagidaki esitsizlikleri

sagladigini gosterelim:

( ety —xg—yo)™ !
|V — V1| S K™ 1A TR
Lty —xg—yo)" !
3 |Wn _Wn—ll < K" 1A (Tl— 1)! (59)
(x+y—2x9—yo)" "
_ -1
klu" Up_1| S K" A =1l
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Burada,
K = max(1,M),

M = max[[a| + |b| + |c|]
BCD

dir. A ise yeterince biiylik bir pozitif sabit sayidir.

A sayisini yeterince bliyiik segerek n =1 durumunda (5.9) esitliginin saglandigi
gosterilebilir. (5.9) esitsizliginde n sayisim n+ 1 ile degistirdigimizde (5.9)
esitsizliginin saglandigin1 gosterelim. Bunu gostermek i¢in (5.8) esitsizligini

kullanarak asagidaki degerlendirmeyi yapalim:

y
Un41 — Unl = | j- [a(vn - vn—l) + b(Wn - Wn—l) + C(un - un—l)]dy

gx)

y

< f [l - 1 = Vnesl + 1Bl - Wy = Woea | + [¢] - [t — s |Idy

g(x)
4 ( )nl
Xty —=x0—Yo)"
< b -A-K"1 d
< | ol + 101 +1cD) Sy
g(x)
y( )Tll
X+Yy—Xo—Yo)
<K"-A- d
- f (n—1)! Y
Yo
X+y—x9— n x — xg)"
:Kn_A_I( Y — Xo — Yo) _( 0)
n! n!
x+y—xo—y)"
SK”-A-( ), , (o <x,v0 < g(x) < D).

n!

Ayni sekilde tlimevarim yonteminin uygulanmasiyla |wy,q — wy| ve |upsq — Uyl
farklar1 da degerlendirilir. (5.9) esitsizliklerinin yardimiyla asagidaki serilerin

mutlak ve diizgiin yakinsak olduklar1 gosterilir:
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Uy + 2 [un - un—l]
n=1

Vo + Z[Un - vn—l]
n=1

Wy + 2 [Wn - Wn—l]
n=1

Gergekten, bu serilerin terimleri mutlak degerce asagidaki diizgiin yakinsak olan

serinin terimlerinden uygun olarak kiigiiktiir.

had _ _ n-—1
n=1 ’

Boylece ardisik u,,v,,w, yaklasimlari egrisel BCD {iggeninde diizgiin olarak
sirasiyla u,v,w limitlerine yakinsar. Burada tiim ardigik yaklasimlar siirekli
fonksiyonlar olduklarindan limit fonksiyonlar1 da siirekli fonksiyon olur. (5.7)
esitliklerinin her iki tarafindan n — oo iken limit aldigimizda u(x,y),v(x,y) ve

w(x,y) limit fonksiyonlarin (5.6) sistemini sagladigi elde edilir.
Simdi (5.6) sisteminin ¢dziimiiniin tekligini gosterelim:
(5.6) sisteminin iki farkl stirekli,
Uy, V1, W1 Ve Uy, Uy, Wy
¢ozlimlerinin olduklarini varsayalim. O zaman burada,
U=u —u,, V=v—-v,, W=w—w,

seklinde gosterelim. Bu durumda U,V,W fonksiyonlarinin asagidaki homojen

integral denklemin siirekli olan ¢dziimleri olur:
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( y

Vix,y)=— f (aV + bW + cU)dy
gx)
X
{W(x,y) =— f (aV + bW + cU)dx (5.10)
h(y)
y
UG = [ weaydy
\ g(x)

Burada U =V = W = 0 oldugunu ispatlamamiz gerekir. U,V ve W fonksiyonlar
egrisel kapali BCD figgeninde iki siirekli fonksiyonlarin farki gibi siirekli ve

siirhdirlar. Bu yiizden 6yle pozitif B sayist bulunabilir ki,
V. »l<B, Wyl <B, [Uxy)|<B
esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikleri kullanarak (5.10) esitliklerinin yardimryla

asagidaki degerlendirmeyi yapabiliriz:

(x+y—x0— o)
1!

y
V(xy)| < f(|a| +1b] + [c)Bdy < KB(y — yo) < KB

Yo

Benzer sekilde,

(x+y—2x0—Yo)
1!

|W(x,y)| < KB

(x+y—2x0—Yo)

degerlendirmeleri de gosterilebilir.

Burada matematiksel indiiksiyon (tlimevarim) yontemini kullanarak asagidaki

esitsizliklerin her bir n dogal sayisi i¢in saglandigi ispatlanir:

(x+y—x0—y)"
nl

V| < K"B

(x+y—x0—yo)"
n!

|W| < K"B

63



X+y—xo—Y)"
|U|SK”B( i4 n"’ y°), n=123,..

Bu esitsizliklerden n — oo iken limit alarak,
U=V=W=0
oldugu, yani
V=V, WS W, U = U,
esitlikleri elde edilir.
5.2. Goursat Probleminin Esdeger integral Denklemler Sistemine Getirilmesi

Burada (5.1) denkleminin x = x,, y = y, karakteristikleri tizerinde asagidaki

{ulxzx0 =u(xp,y) =91(y), Yo<y<bh (5.11)

Uly—y, =ulx,¥0) = P2 (x), xp<x=<a

Goursat sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. (5.1)
denkleminin (5.11) sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Goursat

problemi denir[3].

Burada ,(y) ve ¥,(x) fonksiyonlarmin birinci mertebeden siirekli tiirevleri

olduklar1 ve

Y1(¥o) = P2 (x0)
Uyum sartinin saglandigini varsayariz.
Cauchy probleminde oldugu gibi burada da,

ou u

a= v, @ZW (5.12)

degiskenlerini dahil edelim. O zaman (5.1) denklemi asagidaki ii¢ denklemler

sistemi ile esdeger olur:
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(0v

@zf(x,y)—av—bw—cu

9]

<% = f(x,y) —av — bw — cu (5.13)
Ju

Loy ="

(5.11) ve (5.12) esitliklerini kullanarak asagidaki integral denklemler sistemini elde

ederiz:

( y
v(x,y) = o) + j [f (,y) — av — bw — culdy

Yo
x

{wxy) = i) + f [f (x,y) — av — bw — cu]dx (5.14)

X0

y
() = P () + f w(x,y)dy
\ Yo

Cauchy probleminde oldugu gibi (5.1),(5.11) Goursat probleminin ¢oziimiiniin
varlig1 ve tekligi (5.14) integral denklemler sisteminin siirekli ¢6ziimiiniin varlig1 ve
tekliginin gosterilmesine getirilmis olur. (5.14) integral denklemler sisteminin

stirekli ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi yukaridaki gibi ardigik yaklasimlar yonteminin

uygulanmasiyla gosterilebilir.
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6. CAUCHY VE GOURSAT PROBLEMLERININ RIEMANN

METODU iLE COZUMU

6.1. Green Teoremi

Ikinci mertebeden kismi tiirevli lineer diferansiyel denklemlerin acik sekilde
integrallenmesinde Green teoreminin ¢ok biiyilk 6nemi vardir. Bu yiizden Green

teoremini burada ifade edelim.

Oxy diizleminde kapali C egrisi ile sinirlanmis | bolgesinin verildigini varsayalim.
P ve Q fonksiyonlariin x ve y degiskenlerine baglh fonksiyonlar olduklarini ve bu
fonksiyonlarin kendilerinin ve kismi tiirevlerinin (birinci mertebeden kismi
tiirevlerinin) / bdlgesinin i¢inde ve C sinirinda siirekli olduklarini varsayalim. J

bolgesi tizerinde alinmis iki katli,
J] G+ 55) e
ox  ay) Y

J

integralini ele alalim. Burada bu iki katli integralin  bir katli integrale
doniistiiriilebildigini gosterelim. Bu amagla C sinir egrisinin noktalariin x apsisinin

a; Ve a, arasinda degistigini (a, > a,) varsayalim.

Genelligi bozmadan, Oy koordinat eksenine paralel olan her bir dogru C egrisini
yalniz iki, koordinatlar1 y; ve y, olan noktalarda kestigini ve y, > y; oldugunu

varsayalim. Bu durumda,

ﬂ_d"dy‘ fdxf—dY— f [Q(x,y2) — Q(x, y)]dx

olur.
C sinir egrisi tizerinde pozitif yonde alinmig fc Qdx integrali agsagidaki,

az

f [0 y1) — Q(x, y)ldx

a



integraline esit olur. Gergekten C egrisi lizerinde pozitif yonde hareket ettigimizde x

apsisi (x, y;) noktasinda artar, ama (x, y,) noktasinda azalir. Boylece,

ﬂ.g—gdxdyz —dex
] c

esitligini buluruz.

Ayni1 yontemle,

[ s = o

esitligi bulunabilir[6].

Boylece asagidaki Green formiilii elde edilir:
ff + — dxdy jg(de Qdx) (6.1)

Simdi ikinci mertebeden agagidaki lineer diferansiyel ifadeyi ele alalim:

0%u 2 0%u
L(u) = A— + 2B

ou du
C—+D—+E—+F 6.2
0x? axay+ dy? + 6x+ 6y+ u (6.2)
Bu diferansiyel ifadenin katsayilari olan A,B,C,D,E,F fonksiyonlarinin Oxy
diizleminin verilmis bir |/ bolgesinde tanmimlanmis, kendileri ile birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli fonksiyonlar olduklarint varsayalim.

Simdi (6.2) diferansiyel ifadesine uygun ikinci mertebeden asagidaki baska bir
diferansiyel ifadeyi ele alalim:
0%(Av) _9%*(Bv) 0%(Cv) d(Dv) 0J(Ev)

M) = 922 + 2 o3y + 3y7 B 3y + Fv (6.3)

Bu M(v) diferansiyel ifadesine L(u) diferansiyel ifadesinin eslenik diferansiyel
ifadesi denir. Uygun olarak M(v) =0 diferansiyel denklemine L(u) =20

diferansiyel denklemine eslenik olan diferansiyel denklem denir.
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Asagidaki esitlikleri ele alalim:

0%u 0%(Av) 0

”axz u O0x? ox

V——u

[A Ju Jd(Av)
ox dx

0%u 0%(Bv) 9. ouy 9 0(Bv)
=—|Bv—|—|u

Bvovay Y axay oy lPUaxl “ax "oy

0%u 0°(Bv) 0 [_ du]l 0 0(BV)]

B —|Bv—|——u

Vaxay  “axay axl” Yoyl ayl" ax |

0°u  9*(Cv) 0 c ou  9(Cv)

Yayr T Tayr Tayl oy T "oy

0u+ O(Dv)_a[D |
ox  “Tox  oax

ou Jd(Ev) 0
3y u 3y —@[Euv]

Fvu—uFv =20

Bu esitlikleri taraf tarafa topladigimizda asagidaki esitlik bulunur:

aP 0Q
vL(u) —uM@w) = —+ —
dx 0y
Burada,
P-4 ou 6(Av)+B ou 6(Bv)+D
=Av———u—- vay u 3y uv
_p ou 6(Bv)+C du 6(Cv)+E
kQ_ ”ax u 0x ”ay v dy w
dir.

(6.4)

(6.5)

Burada u, v fonksiyonlarinin x, y degiskenlerine bagl siirekli ve birinci, ikinci kismi

tirevleri var hem de siirekli olan fonksiyonlar olduklarini varsayalim. Ayrica

Oxy diizleminin kapal1 C egrisi ile sinirlanmis bir baglantili / bolgesi tlizerinde alinan

iki katl asagidaki integrali ele alalim:
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[vL(u) — uM(v)]dxdy = P + — dxdy
Il Il G

Bu esitligin sag tarafina (6.1) formiiliinii uygulayarak asagidaki esitligi elde ederiz:

ff [vL(u) — uM(v)]dxdy = f(de — Qdx) (6.6)
] c

Bu esitligin sag tarafindaki integral / bolgesinin sinirt olan C egrisinin pozitif yonde

alinmig egri boyunca integraldir. (6.6) formiiliine Green formiilii denir[6].
v fonksiyonu eslenik diferansiyel denkleminin ¢6ziimii oldugunda, yani M(v) = 0

denklemini saglayan fonksiyon oldugunda (6.6) esitligi

ff vL(u)dxdy = f(de — Qdx) (6.7)
J c

seklinde yazilir.

u fonksiyonu da L(u) = 0 diferansiyel denkleminin ¢dziimii oldugunda,
f(de —Qdx) =0 (6.8)
C

esitligi saglanir.
Boylece Green teoremi asagidaki sekilde ifade edilebilir.

M (v) diferansiyel ifadesi L(u) diferansiyel ifadesinin eslenik diferansiyel ifadesi
oldugunda ve P,Q ifadeleri (6.5) esitlikleri ile tanimlandiginda (6.6) esitligi
saglanir. Bu esitlikte u ve v fonksiyonlar1 x ve y degiskenlerine bagl olup kapali C
egrisi ile sinirlandirilmis bir baglantili J bolgesinde kendisi ile birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardir. L(u) lineer diferansiyel
ifadesinin katsayilar1 da J bolgesinde ve bu bolgenin C sinirinda hem siirekli hem de

stirekli birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri olan fonksiyonlardir.

M (u) diferansiyel ifadesi L(u) diferansiyel ifadesi ile ¢akistiginda L(u) diferansiyel

ifadesine 6z eslenik diferansiyel ifade denir.
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Oz eslenik diferansiyel ifadenin genel seklini bulmak icin M(u) diferansiyel

ifadesini asagidaki sekilde yazalim:

M =A—+2B——+(C— 2—+2—-D
W 6x2+ 6x6y+ 6y2+ 6x+ dy

0%u 0%u 0%u (c?A 0B >6u
0x

+(263+266 )6u+ 62A+2623+62C oD 6E+F
dx dy dy \0x? dxdy dy? 0x 0dy u
Buradan ve (6.2) esitliginden,

M(w) = L(w)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart,

D_6A+6B
~ox 0y
g 0B oC
~dx  dy

esitliklerinin saglanmasidir.

O zaman 6z eslenik diferansiyel ifadenin en genel sekli asagidaki sekilde bulunur:

L()—a(Aau+Bau>+a(Bau+Cau>+F 6.9
Weax\"ox T P8y Tay\Pax T Fay) T (6.9
Asagidaki,
au( dv B6v>_ ( 6v+B av) 6( dav Bav>
ax\"ax T ay) Tax\"Max TP ey) T ax\“ax T T oy
au( ov Cav)_ ( 6v+C av) 6( v C@v)
ay\"ax ' “ay) "9 ox  Yay) " Yay\"ax T "oy
—Fuv = —ufFv

esitliklerini taraf tarafa toplayarak asagidaki ifadeyi buluruz:
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Aauav+B(6u6v+6u6v)+66u6v F _6p+6q L(v) 6.10
axox  \axay "ayox) T iayay W T ax Ty WV (610)
Burada,
I{ = (Aav+Bav>
4”‘” ox " ay 611
B (Bav Cc’hz) (6.11)
Lq—u ox dy
dir.

Simdi burada J bolgesinin Oxy diizleminde bir bolge, C’nin ise J bolgesinin siniri
oldugunu varsayalim. O zaman (6.1) formiiliinii uygulayarak asagidaki esitligi elde

ederiz:
c’) i}
ff P+ 50 dudy = f (pdy — qdx)

Oz eslenik L(u) diferansiyel ifadesi (6.9) esitligi ile ve p, q ise (6.11) esitlikleri ile
tamimlandiginda buldugumuz sonuncu esitligi (6.10) ifadesine uygulayarak

asagidaki formiilii yazabiliriz:

ff [ ou (')v (')u av u 617) Judv

oxox axay ayox) T Cayay ~ Fuv|dxdy

= f(pdy —qdx) — ff uL(v)dxdy (6.12)
C J

Bu (6.12) formiiliinde u ve v fonksiyonlarmin yerlerini degistirdigimizde asagidaki

esitligi buluruz:

ﬂ [ ou av au Jv Jdu 617) ou v

———F
dx ax ax ay 5 dy 0x e dy dy uv| dxdy

= f(p'dy —q'dx) — ﬂ vL(u)dxdy (6.13)
c J
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Burada,

- (B ou Cau) (6.14)
T=V """ "5y
dir.
(6.12) ve (6.13) formiillerini birlestirerek,
H [vL(u) — uL(v)]dxdy = f(de — Qdx) (6.15)
] c
esitligini elde ederiz.
Burada,
{P— ) —A( ou 6v>+B( ou 617)
J —PTPE AV T Yax Yoy “ay 616
o, —B( du 6v)+c( du av) (6.16)
LQ_q 1= 5\"ax ~ “ox Yoy~ “ay
dir.

Boylece L(u) ozeslenik diferansiyel ifade oldugunda, yani M(v) = L(v) esitligi

saglandiginda (6.6) Green formiilii (6.15) Green formiiliine doniisiir.
6.2. Riemann Metodu
Asagidaki hiperbolik,

AL L L 6.17
0x0y @ ox oy = (617)

diferansiyel denkleminin verildigini varsayalim. O zaman (6.2),(6.3) ve (6.5)

formiilleri asagidaki sekilde yazilir:
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L()—azu+ au+bau+ 6.18
W= %xay T Yox T Pay T (6.18)

0%v  0d(av) 9(bv)
- - +cv

M@) = dx0dy 0x dy
_ 0% ov ov ( da 6b> 619
0x0y dx oy €7 ox dy (6.19)
(P B N 1( ou av) 1 d(uv) (617 )
= auv Zvay uay =279y uay av
10(uv) du
~ T2y Y (a_ * a”)
4 y y (6.20)
_ b +1( ou 6v>_16(uv) <6v b )
Q= buv 2\Wax  Yox) T2 ax  Hlax
B 10(uv) du
\ ~ T2 Y (& * b”)

Simdi Oxy diizleminde Ox ve Oy koordinat eksenlerine paralel dogrularla yalniz bir

ortak noktasi1 olan [ egrisinin verildigini varsayalim.

Y
N
\ T
Al A
U2
z
A2
E_%___—___———h
> X
0
Sekil 6.1.
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& ven koordinath bir A noktasindan her iki karakteristikleri, yani y =1, x = ¢
dogrularin1 gegirelim. Bu karakteristik dogrular [ egrisini A; ve A, noktalarinda
keser. u fonksiyonunun L(u) = 0 diferansiyel denkleminin ¢dziimii oldugunu, v
fonksiyonunun ise eslenik M(v) = 0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimii oldugunu
varsayalim. [ egrisi ve A noktasindan gecirilen y =7, x = & karakteristikleri ile
sinirlandirilmis J bolgesinde wu,v fonksiyonlarinin ve diferansiyel (6.17)
denkleminin a, b, ¢ katsayilari ile bu katsayilarin ve u, v fonksiyonlarinin birinci
mertebeden tiirevlerinin siirekli olduklarin1 varsayalim. O zaman (6.8) esitligi

saglanacaktir:
j(de —Qdx) =0
c

Burada C egrisi J bolgesinin sinirin1 gosteren egridir. O zaman bu sonuncu esitligi

asagidaki sekilde yazabiliriz:

A Az
A{ Pdy + dex+ f(de Qdx) =0

Burada bu esitligin sol yanindaki integral [ egrisi tlizerinde A; noktasindan A,

noktasina kadar alinmistir.

Burada P ve Q fonksiyonlarinin (6.20) formiilleri ile gosterilen degerlerini g6z

ontinde bulundurarak,

dey— J[la(uv)_u a-”—av)]dy

2 0x
1 [ 0
v
= 3l — )] - [ u(5-av)dy
Ay
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fosen [ 02

= %[(uv)A — ()4, | - JAu (Z_Z B bv) dx
4

esitliklerini yazabiliriz[7].

Burada (¢), sembolii ¢ fonksiyonunun A noktasindaki degerini gosterir. Boylece

yukaridaki esitliklerin yardimiyla asagidaki formiilii yazabiliriz:

Az
(uv), = %[(uv)A1 + (uv) 4, ] — J (Pdy — Qdx)
Aq
+fu(a—v—bv)dx+ fu(a—v—av>dy (6.21)
i 0x i dy

Simdi x,y ile &,n degiskenlerine bagli ve asagidaki sartlar1 saglayan v(x,y;¢,n)

Riemann fonksiyonunu tanimlayalim:

1. ] bolgesinde v(x,y; &, n) fonksiyonunun kendisi ile x ve y degiskenlerine gore
birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli fonksiyondur ve eslenik M(v) =0

denkleminin ¢éziimiidiir.

2. y = n karakteristigi lizerinde yani AA; dogrusu iizerinde

——bv=0
ox v

esitligi saglanir, ama x = & karakteristigi tizerinde yani AA, dogrusu lizerinde

ov 0
3y av =

esitligi saglanir.

3. (x,y) noktast A(&,n) noktasi ile ¢akistiginda v = 1 esitligi saglanir.
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Simdi dikkate alalim ki y degiskenine sabit n degerini verip, yani y = n alarak
yalniz x degiskeni degistirildiginde, o zaman v(x,y; &, n) fonksiyonu asagidaki,

v b
ox v
diferansiyel denklemini saglayacaktir.
Bu diferansiyel denklemi x = & noktasinda
v|y=n
x=&
kosulunu saglayan ¢oziimii,
e J7 bax

fonksiyonu olur.
Boylece y = n alindiginda v fonksiyonunun,

X
eff bdx

fonksiyonu ile ¢akismasi gerekir.

Benzer sekilde v fonksiyonunun x = ¢ alindiginda,
ol ady

fonksiyonu ile ¢akismasi gerekir.

Boylece v(x, y; €,n) Riemann fonksiyonu M (v) = 0 diferansiyel denkleminin y = n

oldugunda;

Dlyy = efg‘bdx
sartin1 saglayan ve x = ¢ oldugunda,

Vls = efnyady

76



sartin1 saglayan ¢oziimii gibi tanimlanabilir. Bu sekildeki ¢6zliimiin varlig1 ve tekligi
Bolim 5°te ardisik yaklasimlar metodu ile ispatlanmistir. Boyle bir ¢éziim yine

Bolim 5°te gosterilen sonsuz seri seklinde insa edilir.

(6.21) esitligindeki v fonksiyonunu yukarida tanimladigimiz v(x,y; £,17) Riemann

fonksiyonu ile degistirdigimizde,

W)y = Wy =u&,m)

oldugundan ve son iki integral sifira esit oldugundan asagidaki formiil bulunur:

4z
1
um) =5 (@), + @ody] = [ (Pdy - Q) (622)
A
Burada,
b 4 1 ( u 617)
= auv > vay uay 623)
v + 1( ou 6v> '
Q = buv 2 v dx ”ax
dir.
ou Jou

Simdi, [ egrisinin A;A4, egri yay1 iizerinde u(x,y) fonksiyonunun ve onun EE

kismi tiirevlerinin stirekli fonksiyon gibi degerlerinin verildigini varsayalim.

Burada

du = adx +@dy

oldugundan ve burada dx, dy, du diferansiyelleri [ egrisi iizerinde alindiklarindan, [
egrisi lizerinde u ve Z—Z fonksiyonlarinin degerleri verildiginde Z—; fonksiyonunun

degeri de belli olur. v fonksiyonunu belli olarak alabildigimizi kabul ederek P
ve Q fonksiyonlarmi1  (6.23) esitliklerine dayanarak | egrisi  iizerinde

hesaplayabildigimizden (6.22) esitliginin sag tarafindaki integral belli olur.

77



= =<

U
: Us
Al A
Uo
U2
A2
0 > X
Sekil 6.2.
. . o . .. . 5} 5} . o .. y qeee
Simdi, U,U, egri yay1 lizerinde u,ﬁ, ﬁ fonksiyonlarinin degerlerinin verildigini

varsayalim. U; Ve U, noktalarindan Oy ve Ox eksenlerine uygun olarak paralel olan
karakteristiklerin gegirildigini varsayalim. Bu karakteristikler bir Uy U,U3U;
dikdortgenini olusturur. Bu Uy,U,U3U; dikdortgeninin i¢inde yer alan keyfi bir

A(&,m) noktasimi ele alalim. O zaman u(¢,7n) degerini (6.22) formiili ile

Ju OJu . . . e g
o 3y fonksiyonlar1 [ egrisi lizerinde verildiginde,

hesaplayabiliriz. Bununla biz wu, ™

(6.17) denklemini saglayan yalniz bir tane u fonksiyonunun oldugunu ispatlamig

oluruz.

Simdi [ egrisinin Oy eksenine paralel olan U; U, dogrusundan ve Ox eksenine paralel
olan U,U, dogrusundan olustugunu varsayalim. O zaman (6.22) formiili ile, u
fonksiyonunun degeri U;U, ve UyU, karakteristikleri iizerinde verildiklerinde, u
fonksiyonu ((6.22) formiili ile) tim UyU,U;U; dikdortgeninde bir degerli olarak

bulunur.
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Gergekten de A(&,7n) noktasimin R(U,U,U5U;) dikdortgeninden alinmis keyfi bir
nokta oldugunu varsayalim. 4 (x,,n) ve A, (&, y,) noktalarinin A noktasindan gecen
karakteristiklerin ele aldigimiz dikdortgenin U,U, ve U,U, taraflan ile kesistigi

noktalar oldugunu varsayalim. A, (x,, ¥o) noktasi U, noktas1 olsun.

Bu durum i¢in (6.22) formiiliindeki

A4z
f (Pdy — Qdx)
A
integrali agagidaki sekilde yazilir:
Ay Ao Ao
f (Pdy — Qdx) = f Pdy + f Qdx
Diger yandan;
Ao A
j p _j 10(uv) <6u+b>d
Qdx = 2 ox ax )|
2 2
Ao
1 Ju
=5 [(uv)a, — Wv)a,] + J v (a + bu) dx
4z
olur.
Benzer sekilde,
Ag Ag
1 Ju
f Pdy = E[(uv)A1 — (uv)Ao] + f v (a + au) dy
A1 Al

esitligi yazilabilir.

Boylece, bu durum i¢im (6.22) formiilii agagidaki sekilde yazilir:
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AO AO

u(é,n) = (uv)y, — f v (3—1; + bu) dx — f v (g—; + au) dy  (6.24)

AZ Al

Simdi, A,A, karakteristigi tizerinde u fonksiyonunun degeri belli oldugundan bu

o . . ou .. .. . . .
dogru tlizerinde 5, ttrevinin degeri belli olur.

Uygun olarak A; A, karakteristigi lizerinde u fonksiyonunun degeri belli oldugundan

T . u .. .. o - .
bu karakteristik lizerinde % tiirevinin degeri de belli olur.

Buradan goriiyoruz ki, u fonksiyonunun degerleri her iki A4, ve Ay4,
karakteristikleri iizerinde verildiginde u(¢,7n7) fonksiyonunun degerini (6.24)

formiilii ile hesaplanabilir.

Boylece (6.17) denkleminin U U, ve U,U, karakteristikleri iizerinde verilmis

degerleri alan tek bir tane ¢ozliimii vardir.

Buradan da 6zel durumda, M (v) = 0 denkleminin x = ¢ ve y = n karakteristikleri
izerinde verilmis smir sartlarini saglayan ¢oziimii olan v(x,y;¢&,n) Riemann

fonksiyonu bir degerli olarak bulunur.

(6.17) denkleminin R = (U,U,U,U3) dikdortgeninde birinci mertebeden kismi
tiirevleri ile stirekli olan stirekli ¢oztimiintiin U; U, ve UyU, karakteristikleri iizerinde
onceden verilmis degerleri alan ¢oziimii tektir ve R dikdortgeninin keyfi alinmisg
A(&,m) noktasinda v(x,y;€&,m) Riemann fonksiyonunun yardimiyla asagidaki
sekilde gosterilebilir:

A A
" ou Y
u(f,n):(uv)A0+fv(a+bu>dx+ f v<@+au>dy
AO AO

Bolim 5’ te elde edilen sonuca asagidaki sonug eklenebilir:

(6.17) denkleminin R dikdortgeninde kendisi ve birinci mertebeden kismi tiirevleri

.. . . . .. Ju ou . .
stirekli olan ve [ egrisi lizerinde kendisi u ve ' 3y tiirevlerinin dnceden verilmis
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degerleri alan ¢oziimii R dikdortgeninin i¢inden alimmus keyfi (&,7) noktasindaki

¢Oziimii asagidaki sekilde gosterilebilir:

Ay

1
um) =5 (@), + @ndy] - [ (Pdy - Q)

A
Bu formiildeki P ve Q fonksiyonlari (6.23) formiilleri ile tanimlanir.

Simdi x,y ve &', n' degiskenlerine bagh u(x,y; ¢',n") fonksiyonunu dahil edelim.

Bu u(x,y; &',n") fonksiyonunu L(u) = 0 denkleminin x, y degiskenine gore,
y = 1’ oldugunda;

—fg‘,bdx

u r=e

y=n
degerini alan,
x = &' oldugunda ise;

y
—-Jrad
Ulgr = €l

degerini alan ¢dzliimii olarak tanimlayalim.

(Dikkate alalim ki L(y) diferansiyel ifadesinden eslenik M (v) diferansiyel ifadesine

gecildiginde a, b katsayilar1 - a, —b katsayilarina gegilir.)

Simdi burada &' ve 7' parametrelerinin A, noktasinin koordinatlar1 olduklarini
varsayalim. ¢’ ve n' parametrelerinin A, noktasinin koordinatlari olarak alalim ve
(6.24) formiilinde yerlerine yazalim. Burada yeni dahil ettigimiz
u(x,y; &',n") fonksiyonunu da (6.24) formiiliinde u fonksiyonunun yerine yazalim.

O zaman AyA, dogrusu iizerinde, yani y = 1’ oldugunda
M e bu=0
0x =

esitligi saglanacak, ama AyA; dogrusu iizerinde ise, yani x = ¢’ oldugunda
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X au=0
ay au =

esitligi saglanacaktir. Yani (6.24) formiiliindeki integraller sifir olacaktir.
(w4, = 1 esitligi saglandigindan,
u(€,m =v("n)

esitligini
veya acik sekilde,

u(€n;¢n) = v n';¢n) (6.25)
formiiliinii bulmus oluruz.
6.3. Riemann Metodunun Baz1 Ozel Uygulamalar
Ornek 6.1.

0%u —o
oxdy

(6.26)

denklemini ele alalim.
v(x,y; &,1) Riemann fonksiyonu eslenik

v 0
xdy

diferansiyel denklemini saglar. Verilen (6.26) denkleminde a ve b katsayilar sifira
esit olduklarindan v(x,y; &, 1) Riemann fonksiyonu x = £ ve y =7 oldugunda da

yani bu iki durumda da
V=g =1, v|y—py =1

kosullarini saglar.

Simdi (6.26) diferansiyel denkleminin y =x dogrusu iizerinde u,g—z,g—;

fonksiyonlarimin degerleri verildiginde u(x, y) ¢6ziimiinii bulalim.
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Boylece (6.26) denkleminin

u|y=x = f(x): (uy - ux)|y=x =F(x) (6.27)
sartlarini saglayan ¢6zliimiinii bulalim.
Burada f (x) ve F(x) fonksiyonlar: verilmis fonksiyonlardir.

A, noktasi ise y = x dogrusu ile x = & dogrusunun kesistigi noktadir. A; noktasinin
koordinatlar1 x = & ve y = & olur. A, noktas1 y = x dogrusu ile y = 1 dogrusunun

kesistigi noktadir. A, noktasinin koordinatlari x = n ve y = n olur.
(6.23) esitliginde

—b=0 av_av_o
a=o=0 dx dy

olduklarimi dikkate alarak,

P_lau _lau
20y’ Q_Zax

oldugunu buluruz.

(6.22) esitliginde A, A, lizerinde alinmis integralde y = x oldugundan dy = dx olur.
Bu yiizden de ele aldigimiz denklemde (6.22) formiilii (6.27) kosullarinin

kullanilmasi ile agsagidaki sekli alir:

n
1 1
um =317 + F] - 5 [ Feod (6:28)
§
Ornek 6.2.
0"u =0 6.29
xdy +cu= (6.29)

denklemini ele alalim. Bu denklemde c katsayis1 verilmis sabit bir sayidir.

Riemann fonksiyonu v(x, y; &, 1) asagidaki eslenik,
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d0%v

6x6y+cv:0

diferansiyel denklemini saglar. Riemann fonksiyonu

v,y 6 M= =1 vy 6 M y=y =1

sartlarini saglar.

v(x,y; &,n) Riemann fonksiyonunu z = (x — &)(y —n) ifadesinin fonksiyonu gibi

arayalim. Dikkate alalim ki,
Z|x=§ = 0, Z|y=,7 =0

sartlar1 saglanir.

v(z) = v((x -8y — n)) fonksiyonunun tiirevlerini hesaplayalim:

ov B v 0z —( )
dx 0z dx y=n
(')v dv oz — )
ay azay d

v 0%v

== - n)—+—=z—+—

0z2 0z2

Boylece (6.29) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olur.

0%v N v v
Zogtg v =
Asagidaki fonksiyonu ele alalim:
z? z3
p(z) =1- o

12 1222 122232
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Boylece,

P(2) = ]0(2\/5)

esitligini elde ederiz. Burada,

4 6

Z Z VA
Jo@) ==t i~ g T

dir.

Buradaki J,(z) fonksiyonu sifir indisli birinci mertebeden Bessel fonksiyonudur. O

Zaman,

v = ¢(cz)

fonksiyonu (6.29) denkleminin z = 0 oldugunda ¢|,—, = 1 sinir kosulunu saglayan

tek ¢oziimii olur. Boylece, Riemann fonksiyonunu asagidaki sekilde bulmus oluruz:
vy Em = d(clx = Oy —n) (6.31)
Simdi (6.29) denkleminin,
Uly=x = (), (uy = Uy)ly=x = F(x) (6.32)
sartlarini saglayan ¢ozliimiinii bulalim.

Omek 6.2 de oldugu gibi A; noktas: koordinatlart x = &, y =71 ve A, noktas
koordinatlar1 x = 71, y = n olan noktalar olsun. (6.22) esitligindeki integralin A, A4,
tizerinde alindigindan ve A, A, lizerinde y = x oldugunu dikkate alalim ve bu dogru

tizerinde (6.23) esitliklerine gore;

1 c
= §¢(C(x -y —-n)Fx) - 50— P'(cx—ly—m)f(x)

A, ve A, noktalarinda v = 1 oldugundan (6.22) formiiliinii kullanarak,
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n
1 1
um =5 (F© + £ = [ $eC = O = m)F
§

n
1
+5¢01 =) [ @'(cc = O - W)F I (633)
¢

esitligini elde ederiz.

Ornek 6.3.

0%u g’ ou f ou
— —=0 (6.34)
dxdy x—yodx x—yady

diferansiyel denkleminin Riemann fonksiyonunu bulalim.

(6.34) diferansiyel denkleminin eslenik diferansiyel denklemi asagidaki sekilde

yazilir:

0%v B’ av_l_ g ov p+p

6x6y_x—ya x—y@_(x—y)zzo

Bu eslenik diferansiyel denklemde,
v= (=) *Fw
doniistimii yaparak asagidaki,

0w I 6W+ B ow
dxdy x—yox x—yady

diferansiyel denklemini elde ederiz:

Bu denklemim asagidaki sekilde ¢oziimii vardir:
_ A (— _p 2
w=x*F (<2,6,1-f = 2%)

Burada A keyfi sabit sayidir. F(a, 8,y,x) fonksiyonu ise Gauss’un hipergeometrik

fonksiyonudur. Bu fonksiyon hipergeometrik seri ile tanimlanir.
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Ozel durumda w-ya gére diferansiyel denklemin bir ¢ (x,y) ¢dziimii bulundugunda,

bu diferansiyel denklemin,

=P o-Pe (i 2=

x—¢'y—§

seklinde de ¢ozlimii olur. Burada ¢ ve n keyfi sabitlerdir.

Boylece yukarida yazilmis ¢6ziimden asagidaki ¢6ziim elde edilir:
w=0 -0 - F - OFF(-181-B ~20)

Burada,

G=&—8@—m
x-mMly—2%)

(6.35)

dir.

Burada w fonksiyonunu (x—y)B“LB’ ifadesi ile carparak eslenik diferansiyel

denklemin asagidaki ¢6zliimiinii buluruz:

v=0-0'E -0 -0 PG -0 P11~ ~20)

Bu ¢6ziim x = £ aldigimizda

V|y—z =€

kosulunu saglarsa ve y = 1 oldugunda,

_x B —x\F
U|y=17 =e fsx_ndx = (77 )
n—g
sartlarin1 sagladiginda burada buldugumuz ¢6ziim Riemann fonksiyonu olur.

x =¢ oldugunda 0 =0 ve F|,—; = 1olur.(§ — x)~F'-2 carpani ya sifira ya da

sonsuza esit olur (bunun i¢in A # B’ olmasi gerekir). 1 = B’ oldugunda ise

v=m0-x)"F-Fy-x)FFFPB, B 1,0) (6.36)
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olur.

Buradan,
ol = (y_—f)ﬁ'
=T \n-¢
e = (2=5)
Vl|y=y =
y=n n— ";

esitlikleri elde edilir. Boylece (6.36) formiilii ile bulunan fonksiyon verilmis

denklemin Riemann fonksiyonudur.
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7. HIPERBOLIK LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN

RIEMANN METODU ILE COZUMU

7.1. Eslenik Diferansiyel Operatorler

Smir deger problemlerini integral seklinde gosterebilmemiz ic¢in bazi yardimei
formiiller belirleyelim. Bu amagcla hiperbolik lineer diferansiyel denklemlere uygun

asagidaki lineer diferansiyel operatortii ele alalim:
Lu = Uy, — uyy + alx, y)u, + b(x, y)uy, + c(x, y)u (7.1)

Buradaki Lu ifadesini bir v fonksiyonu ile g¢arparak Lu ifadesinin ayri ayri

terimlerini asagidaki sekilde yazalim:
Viley = (Vi) — (VW + Uy
Vilyy = (Uuy)y B (vyu)y T UVyy
vau, = (avu), —u(av),
vbu, = (bvu), —u(bv),
vcu = ucv

Bu esitlikleri taraf tarafa toplayarak asagidaki esitligi elde ederiz:

L =uM|v|+ o + oK 7.2
Burada;
M[v] = vy — vy — (av), — (bv),, + cV (7.3)

H = vu, — v, + avu = (vu), — Qv, —av)u = —(vu), + Qu, + aw)v (7.4)
K = —vu, + vyu + bvu = —(vu), + (Zvy + bv)u = (uv), — (Zuy + bu)v (7.5)
dir.

Buradaki M operatériine L operatériiniin eslenik operatorii denir[7].



Iki diferansiyel operatér igin,
vL[u] — uM|[v]

farki, iki H ve K ifadelerinin uygun olarak birinin x degiskenine gore tiirevinin

digerinin y degiskenine gore tiirevinin toplamina esit olursa, yani

_OH 9K

vL[u] — uM[v] = a+@

seklinde gosterilebilirse bu diferansiyel operatorlere eslenik diferansiyel operatorler
denir.

u ve v fonksiyonlar1 bir G bolgesinde iki kez siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olduklarinda, C ise G Dbdlgesinin parga parca (regiiler)
diferansiyellenebilen  smnir1  oldugunda yani G bolgesi parca parca

diferansiyellenebilen egri ile sinirlandirildiginda asagidaki esitlik dogru olur:

j (vL{u] — uM|[v])dédn = j(Hdn — Kdé§) (7.6)
C

G

Ozel durumda,

esitligi saglandiginda L[u] diferansiyel operatoriine 6zeslenik operator denir[8].
7.2. Coziimiin Integral Sekli
Asagidaki problemi ¢6zmek icin (7.6) esitligini kullanalim. Boylece,
Uy — Uyy +alx, YIu, + b(x, y)u, + c(x, y)u = f(x,y) (7.7)
diferansiyel denkleminin C egrisi iizerinde,
ule = @(x)
Unlc = ¢ (x)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢ozliimiinii bulalim.
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a - - - o o e e — . oo ee o e <1
Burada ﬁ = u,, ifadesi u fonksiyonunun C egrisinin n normali yoniindeki tiirevidir.
C egrisinin,

y=fx)

denklemi ile verildigini ve f(x)’in diferansiyellenebilen fonksiyon olup |f'(x)| < 1

esitsizligini sagladigini varsayariz.

C egrisi lizerinde konulan bu sartlardan, y—x=c¢; Ve y+x=c,

karakteristiklerinden her birinin C egrisini birden fazla noktada kesmedigi elde edilir.

Sekildeki MPQ egrisel liggenini ele alalim:

Y
A

M

Sekil 7.1.

(7.6) esitligini MPQ egrisel liggeni iizere yazarak;

j (wL[u] — uM[v])dédn = J (Hdy — Kd&) + j (Hdy — Kd¥)
Q M

MPQ

Q
+J(Hdn — Kdé§)
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esitligini elde ederiz. Bu esitligin sag tarafindaki birinci ve ikinci integraller MQ ve

MP Xkarakteristikleri tizere alinmistir. Burada ds = /d&? + dn? olmak iizere QM
egri elemant olsun. O zaman;

QM fizerinde;

df = —dn = -—

MP tzerinde;

df = dn = ——

olur.

(7.4) ve (7.5) formiillerini kullanarak,

M

f(Hdn — Kdé§) = —!Md(uv) +J (23—:— a\};b v) uds

M

= —(uw)y + (uv)g +! (23—: - a\;;b v) uds

esitligini elde ederiz.

Benzer sekilde,

‘ r dv b—a
f(Hdn—de) =—(uv)M+(uv)p+f <2$— 7z v)uds
M P

yazabiliriz.

Buradan ve (7.6) esitliginden asagidaki formiilii buluruz:
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M M
(uv)p + (uv), ov b— a _a+t b
(uv)y = > +f (g— i uds+! o v)uds
f(Hdn Kdé) — = f (vL{u] — uM|[v])dédn (7.8)
MPQ

Bu esitlik yeterince diferansiyellenebilen u ve v fonksiyonlar1 i¢in saglanir. Baska
bir deyisle, bu formiil iki kez siirekli diferansiyellenebilen u ve v fonksiyonlar1 i¢in

saglanir.

Simdi (7.8) esitligindeki u fonksiyonu olarak ele aldigimiz baslangic deger
probleminin ¢éziimiinii, ama v fonksiyonu olarak M noktasina parametrik olarak

bagli olan ve MP(Q ii¢geninin i¢inde;

M[v] = vgr — vy — (av)¢ — (bV), + cv =0 (7.9)

diferansiyel denklemini saglayan ve MP karakteristigi lizerinde,

ov b—a (7.9
—-—= v .
ds 242
esitligini, ama MQ karakteristigi lizerinde ise,
v b+a (7.9
—= v .
ds 22
esitligini saglayan ve
v(M) =0 (7.9

sartin1 saglayan fonksiyon olarak alalim.

Buradaki karakteristikler iizerindeki (7.9'), (7.9"”) ve (7.9"') sartlarindan

asagidaki esitlikleri buluruz:

MP karakteristigi iizerinde;
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fs b—a

v =e022

MQ karakteristigi lizerinde;
jsbta
v =e022

olur.
Burada s, ve s degiskeninin M noktasindaki degeridir.

(7.9) denkleminin MP ve MQ karakteristikleri tizerinde (7.9"), (7.9") ve (7.9"")
sartlarin1 saglayan problemin ¢oziimiiniin bulunmasi problemi Goursat problemidir.
Goursat probleminin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi gosterilmistir. Boylece (7.9'),

(7.9") ve (7.9"") probleminin MPQ bolgesinde ¢oziimii var ve tektir.

(7.9) denkleminin (7.9"), (7.9") ve (7.9"") sartlarim saglayan v fonksiyonuna

Riemann fonksiyonu denir[8].

Boylece (7.7) denklemini saglayan u fonksiyonu i¢in (7.8) formiilii asagidaki
sekilde yazilir:

(uv)p + (uv)y 1 :

uh) = 20 [u(ugdn + g d€) = u(vgdn + vyde)
J
+uv(adn — bdé) + ﬂ (M, M f(M")do,y ,  (doy = dédny) (4.10)
MPQ

ele aldigimiz problem (7.10) formiilii ile ¢oziiliir. PQ egrisi lizere alinan integral
altindaki fonksiyonlar C egrisi iizerinde belli verilmis fonksiyonlardir. Gergekten, v

fonksiyonu yukarida belirlenmis fonksiyondur ve
ulc = ¢ (x)

@' () + P f'(x)

/1 + f2(x)

Uy|c = ug cos(xs) + u, cos(xn) =
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_9'Of ') + ()

Uy|c = ug cos(ys) + u, cos(yn) =
,fl + ()

formiilleri ile hesaplanip bulunurlar.
7.3. Riemann Fonksiyonunun Fiziksel Anlamm

v(M,M') Riemann fonksiyonunun fiziksel anlamini agiklayalim. Bu amagla

homojen olmayan,

Llul = f
denkleminin homojen

ulc=0

ou

%|c =0

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢éziimiinii bulalim. (7.10) formiiliine dikkat ettigimizde

ele aldigimiz bu problemin ¢6ziimiiniin,

u(M) = f f v(M,M")f(M") da,, (7.11)

MPQ
seklinde buldugumuzu goriiyoruz.

Simdi (7.11) formiiliindeki f (M) fonksiyonunun bir M; noktasinin lokal fonksiyonu
oldugunu varsayalim. Yani f(M) fonksiyonunun M; noktasmin bir kiigiik

S komsulugu disinda sifira esit bir fonksiyon oldugunu ve,

ﬂ fM)doy =1 (7.12)

Se
normallestirme sartin1 sagladigini varsayalim.

Bu durum igin (7.11) formiilii asagidaki sekilde yazilir.
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u, (M) = ff v(M,M")f(M") do,, (7.13)
Se

(7.13) formiiliiniin sag yanindaki integrale ortalama deger teoremini uygulayarak

asagidaki esitligi elde ederiz:

w (M) = v(M, M) j f FMY) doyy = v(M, M)
Se

Burada M; noktasi S, komsulugunda bir noktadir. M; noktasinin S, komsulugunun
€ >0 vyaricapmi sifira yaklastirdigimizda M; noktast M; noktasina yakinsar.

Boylece,

u(M) = lgl_rg u.(M) =v(M,M") (7.14)

esitligini buluruz.

Adeta y degiskeni zamani, f fonksiyonu ise fiziksel olarak kuvvet yogunlugunu

gosterir[4].

Asagidaki,

| raun o = || reemagan (7.15)
S, S,

ifadesi kuvvet impulsunu gosterir.

Buradan (7.11) formiiliine dayanarak v(M,M") fonksiyonunun M, noktasina etki

eden birim impuls fonksiyonu oldugu goriiliir.

v(M,M") = v(x,y; & n) fonksiyonu M (x,y) parametrelerinin fonksiyonu olarak M,

noktasinin ¢ ve n koordinatlarina gore,
M(fﬂ?) [U] =0 (716)

denkleminin (7.9"), (7.9") ve (7.9"") sartlarim1 saglayan ¢oziimii gibi

tanimlanmuisti.
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Simdi,
u=u(M,M,)
fonksiyonunu ele alalim.

u =u(M,M,) fonksiyonu M;(&,n) parametrelerinin fonksiyonu olup x ve y

degiskenlerinin yani M noktasinin koordinatlarinin fonksiyonu olarak,
L(x,y) [u] =0 (717)
denkleminin asagidaki

(M, Q, karakteristigi izerinde

ou b-—a
—_— u ,
ds 22
M, P, karakteristigi izerinde
. du b+ ag (7.18)
_— u ,
as 22
ve
\ uM,M;) =1
sartlarin1 saglayan ¢oziimiidiir.
(7.18) sartlarindan,
M, Q karakteristigi iizerinde,
fs b=a,,
u(M,M,) = e®02V2 (4.19)
M, P; karakteristigi lizerinde,
fS bta,,
u(M,M,) = e %022 (4.19")
ve
u(M,M;) =1

oldugunu buluruz. (7.17) denklemi ve (7.18) sartlar1 u(M, M;) fonksiyonunu olusan
M P; M, Q, dortgeninde tam olarak belirliyor.
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= =<

Sekil 7.2.

(7.6) formiiliinii M P; M, Q, dortgenine uygulayarak asagidaki esitligi buluruz:

M Q1 My

ff (vL[u] — uL[v])dédn = f(Hdn—de)+ f+ f +f =0
Py

MP1M10Q, M Q1 My

(7.10) formiiliiniin bulunmasinda kullanilan yontemleri ve (7.4) — (7.5) esitlikleri

ile tanimlanan K ve H fonksiyonlarinin ifadelerini dikkate alarak ve v fonksiyonunun

(7.9) sartlarim1 karakteristikler lizerinde dikkate alarak yukaridaki esitligin sag

yanindaki ilk iki integral i¢in agagidaki esitlikler bulunur:

Py

f (Hdn — Kd§) = —(uv)y + (),
M

M
f(Hdn —Kd&) = —(uv)y + (uv),,
Q1
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u(M, M,) fonksiyonu i¢in karakteristikler tizerindeki (7.19) ve (7.19") sartlarini ve
(7.4")-(7.5) esitliklerini kullanarak asagidaki esitlikleri buluruz:

My My
f (Hdn — Kd§) = f [-(vwedn — (uv), d¢|
Py Py
My
+ f [(Zugdn + Zundf) + (audn — budf)]
Py
5 T b
u a-+
= | dlu)+ | 2(—- u|vds = (uv)y, — (Uv)p,
P[ P[ (as 242 )
(a6 = dn = E)
V2
Q1
| an - kag) = G, - ) (ag = an="5)
J M, Q1 \/E

Bu esitlikleri taraf tarafa toplayarak;

2(wv)y = 2(1“7)1\/11
veya

u(M,M;) =v(M, M,)

ifadelerini elde ederiz.
Burada,

(u)M1 =Wy =1
esitligi kullanildi.
Boylece buradan goriiyoruz Ki v(M, M;) Riemann fonksiyonunu bulmak i¢in

L(x,y) [U(M; Ml)] =0
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denkleminin (7.18) sartlarini saglayan ¢ozliimiinii bulmakla da bulabiliriz.
7.4. Sabit Katsayili Denklemler
Burada sabit katsayili,
Uyy — Uyy + AUy + bu, + cu =0 (7.21)
(a, b, ¢ sabitlerdir) denklemi igin,
uly=o = @) (7.22)
Uyly=0 = P(x) (7.23)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
(7.21) denkleminde u(x, y) degiskenini yeni,
u(x,y) = ue?>*wy (7.24)

degiskenini dahil ederek (7.21) denklemi yeni aranan u(x,y) fonksiyonu igin

asagidaki sekilde,
Uy —Uyy +Cu=0, ¢ = %(4{2 —a? —b?) (7.25)
denklemi igin,
ulymy = p(0)e" = 9, () (7.22")

b 2, :
tylymo = ($0O) 290 2 =, (7.23)

baslangi¢c sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine getirilmis olur.

Bunun i¢in (7.24) doniistimiinde;

a
1=

S u=_= 7.26
5 M (7.26)

2

almamiz gerekir.
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(7.25) denkleminin (7.22")- (7.23") baslangig sartlarini saglayan u(x, y) ¢éziimiinii

bulmamiz i¢in bu probleme uygun v(x, y, §,n) Riemann fonksiyonunu insa etmemiz

gerekir.

(7.25) denkleminin (7.22')-(7.23") baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢6ziimiiniin

bulunmasina uygun Riemann fonksiyonu,
Vyx — Vyy + v =10
denkleminin,

MP karakteristigi lizerinde

v=1,
MQ karakteristigi iizerinde
v=1

sartlarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin ¢éziimii olur.

(7.27) denkleminin (7.28) sartin1 saglayan ¢6ziimiini,
v=v(z)
seklinde arayalim.

Burada,

z=(x =82+ —-n? veya z2 = (x — ) + (y —n)?

seklindedir.

z? i¢in ifadeyi iki kez x ve y degiskenlerine gore diferansiyelleyerek,

zZy =x—¢&
ZZy=—(y—77)
ZZyy + 22 =1

2 —
ZZyy + 2y = 1
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Buradan da,

Zy —Zy =1, Zyy — Zyy =
esitliklerini elde ederiz.

Boylece v fonksiyonunun bulunmasi problemi,
1
v'+-v' +cv=0
z
denkleminin,

v(0)=1

sartin1 saglayan ¢oOziimiiniin bulunmasima getirilmis olur. Bu denklemin ¢6ziimii

sifirinct mertebeden Bessel denklemi olup,

v(2) = Jo(Je12)

ve ya

v(x,y,6,m = Jo (VeulGr = 97 = v = m7]) (7.31)
seklindedir.

Simdi u(x, y) fonksiyonunu bulmak i¢in (7.10) formiiliinii kullanalim. Bizim burada

ele aldigimiz problem i¢in (7.10) formiilii asagidaki sekilde yazilir:

v(P) +u(Q)

u(M) = >

Q
1
+ Ef(vundf - uvndf) , (dn=0) (7.32)
P

Bu esitligin sag yanindaki integrali PQ pargasi lizere dnce integralleyelim:
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Q

f(vun - uvn)df =

P

x+y

—— uemvfwdw‘(x—QZ—y)
J‘{O(JQKx e N (RO S

x-y
(7.33)

Burada (7.22") ve (7.23") baslangig sartlarini kullanarak aranan u(x, y) fonksiyonu

icin agagidaki formiilii buluruz:

x+y
u(x,y) = P1(x—y) ‘; @2 (x +}’) j Jo (\/— (x—8)Z—y )¢1(f)df
x y

x+y
+Ly f ]1(\/C—1 x—=%) _Y)lp1(f)d€ (7.34)

Vx =82 —y?

Bu (7.34) formiilinde (7.24) donisimi ile (7.22") ve (7.23') esitliklerini
kullanarak (7.21) denkleminin (7.22) — (7.23) baslangi¢ sartlarin1 saglayan

¢Ozlimiiniin bulunmasi i¢in asagidaki formiilii buluruz:

a+b

PG =)e” T +p(x+y)e T
u(x,y) = :
1 b i b
_Eeiy j {Efo (\/C—l (X—f)z—yz)
x-y
]1(\/_ (x —&)?2—y? )} ——(x—f)
GL;
~/ay Vx =82 —y?
) x+y
sz [ (JeGm =) e i Opas (.39

x=y
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Simdi biz (7.21) denkleminde a = 0, b = 0 durumunu ele alalim. O zaman (7.25)

esitliklerinde ¢; = ¢? olur ve bu durum igin,

Uyy —Uyy +cu =0

denkleminin (7.22) — (7.23) baslangig sartlarin1 saglayan ¢6ziimii uygun olarak,

x+y

u(ey) = LEDTOCIN 2 [ (o[ 27 77wz

xy

) x-8*-y
j ! s ) p(erae
NCEE TR
seklindeki formiil ile hesaplanir.
Burada ¢ = 0 ve y = at aldigimizda,
Ut = azuxx
titresim denkleminin,
u(x,0) = @(x)
ut(x' 0) = l/)(X)
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimii igin,
( ) ( ) 1 x+at
px—y)+epx+y
u(x,y) = - v | v
a
x—at

formiliinii buluruz ki bu formiile D’alambert formiilii denir.
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8. RIEMANN METODUNUN ELEKTRIiK HATLARINDAKI
TITRESIMLERIN INCELENMESINE UYGULANMASI

8.1. Serbest Elektrik Titresimlerinin Diferansiyel Denklemleri

Elektrik hatlarinda elektrik akimi gectiginde bu elektrik hatlarinin etrafinda
elektromanyetik alan olusur. Bu elektromanyetik alan, elektrik hatlarindaki elektrik
akiminin giiclinlin ve gerginliginin titresimlerinin olugsmasina sebep olur. Burada bu
titresimler denkleminin elde edilmesini ele alacagiz. Bu amagla Ox eksenini elektrik
hatt1 gibi diislinelim. Koordinat baglangicini ise elektrik hattinin uglarindan birinde
yerlestirelim. Elektrik hattinin uzunlugunu [ ile gosterelim. Elektrik hattinin x
koordinatli noktada zamanin t anindaki akimin giiciiniin degerini i = i(x,t) ile,
geriliminin degerini ise v = v(x, t) ile gosterelim. i ve v fonksiyonlarinin degerleri
birer birinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem seklindedir. Bu
denklemleri yazabilmek igin elektrik hattinin C sigay1 (kapasitans), R aktif direnci, L
kendi kendisinin indiiksiyonu (kendi kendini etkilemesiyle olusan indiiksiyon akimi)
ve elektrik hattindan disariya sizan G sizintisinin sabit olduklarimi ve C,R,L ve G
karakteristiklerinin (parametrelerinin) elektrik hattinin birim uzunluklarma gore

hesaplandiklarini varsayalim.

Elektrik hattinin x = x; ve x = x, koordinathh noktalar1 arasinda kalan kismini
(x1 < x3) ele alalim. Elektrik hattinin bu kismina Ohm kanunu uygulayarak

asagidaki esitligi yazalim:

X2 X2

0i(x,t
v(x, t) —v(x,,t) =R f i(x,t)dx + L J (61: )dx (8.1)
X1 X1
Ama diger yandan,

X2

dv(x,t)

v(xy,t) — v(xy,t) = — f dx
Jat

X1

oldugundan asagidaki esitligi elde ederiz:



X2
f(av+Lal+R>d ~0
ox ot

X1

Burada x; ve x, noktalar1 keyfi noktalar oldugundan,

aU-I-Lai+R'—0 8.2
0x ot b= (8.2)

denklemini buluruz.

Ele aldigimiz elektrik hattinin (x;,x,) kismindan birim zaman araliginda gegen

elektrik miktari,
X2
di
i(xy,t) —i(x,t) = — f adx
X

(%1, x5) kismmin yiikklenmesi i¢in gereken elektrik miktari ile bu kismin koétii izole

edilmesinden kaynaklanarak kayip olan elektrik miktarinin toplamina, yani

f—dx+vadx

toplamina esit olur.

Boylece,
X2
j(ai+cav+c; )d — 0
F ot T V)=
X1

esitligi yazilabilir.

Buradan x; ve x, noktalar1 keyfi alindigindan,
ot +C ov +Gv=0 8.3
ox " “ac VT (83)

denklemini elde ederiz.
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Burada buldugumuz (8.2) — (8.3) denklemler sistemine telgraf denklemler sistemi

denir.

Simdi burada v(x, t) ve i(x, t) fonksiyonlarinin bulunmasi i¢in bir denklem bulalim.
8.2. Telgraf Denklemi
Burada v(x,t) fonksiyonunu bulmak igin bir denklem bulmak amaciyla (8.2)

denklemini x degiskenine gore, ve uygun olarak (8.3) denklemini ise t degiskenine

Z.
gore diferansiyelleyelim. Buldugumuz bu denklemlerden % ifadesini yok ederek

sonucta v fonksiyonu i¢in asagidaki,

azv—LCazv+(RC+GL)av+GR 8.4
oxZ ot ot v (84)

denklemini elde ederiz.
Benzer sekilde i(x, t) fonksiyonu i¢in,

0% —LCaZi+(RC+GL) o | GRi 8.5
oxz "otz ot ' (8:5)

esitligi yazilabilir.

(8.4) ve (8.5) denklemlerine telgraf denklemi denir. Bu denklemlerde G = R = 0
oldugunu yani elektrik hattinda sizintinin ¢ok ¢ok kiigiik oldugunu ve direncin hemen
hemen olmadigini varsayarsak (G =R =0) o zaman v ve i fonksiyonlarinin
bulunmasi i¢in (8.4) ve (8.5) denklemlerinden uygun olarak asagidaki titresim

denklemlerini buluruz:

0%v ,0%v 1 ,
an ﬁ , a = E (84)
9% 9% ,
ﬁ=a W (85)

Boylece (8.4) —(8.5) ve (8.4")-(8.5") denklemlerinden goriiyoruz ki, gerilim

fonksiyonu v ve akim siddeti fonksiyonu i ayni,
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2%w 2%w ow

e aoﬁ+2boa+cow
denklemini saglar.
Burada,
a, = LC , 2by, = RC + GL co = GR
dir.

(8.6) denklemine telgraf denklemi denir[9].

Telgraf denkleminde,

_bo
w=e Yu(x,t)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

dontisimii yaptigimizda (8.6) denklemi u(x,t) fonksiyonuna gore daha sade hale

getirilmis olur:

0%u X 0%u X
F =a F + b u
Burada,
Lo L _Ybi—a
Nl %
dir.

8.3. Telgraf Denkleminin Riemann Metodu ile Céziimii
Riemann metodunun uygulanmasiyla (8.9) denkleminin,

Ule=o = f(x), Ut|t=0 = F(x)
baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Bu amagla ilk 6nce (8.9) denklemini yeni,
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_b _b 8.12
f="(ta), g=-(x—ap) (8.12)

degiskenleri ile kanonik hale getirelim. (8.12) doniisiimlerine uygun olarak (8.9)

denklemi asagidaki sekilde yazilir:

0
(w) 0€6n+4u 0 (8.13)
Yeni degiskenlerde t = 0 dogrusu,
§=n (8.14)
bissektrisasina (agiortay) doniisiir.
¥
A
P /
b M
X
0 >
Sekil 8.1.
(8.12) formiillerinden,
L_ag+n _1¢&-m
b 2 b 2

esitlikleri bulunur.
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Bu esitlikleri kullanarak,

Ju au_lau
a¢ an_bat

esitligi bulunur.

Bu esitlikte (8.11) baslangi¢ sartini kullanarak,

ou ou - _1ow 1. . 1 @ 8.15
3E " 3 15 =y g leeo =5 FO =3 F (5:€) (8.15)

ve
Ul = f(%g) (8.16)

esitligini elde ederiz.

4. Bolimde verilen Riemann formiiliinde a =0, b =0 ve f =0 alip ve burada

(8.14) baglantisin1 géz Oniine alarak agagidaki,

( ) = (uv)p + (uv)g N 1 f (au 6u>d 1 f <6v 6v>d 8.17
QP QP
esitligi yazabiliriz.
Simdi burada,
v = v(f; n; EO' Tlo)
Riemann fonksiyonunu bulalim.
v(&,1m; &,1o) Riemann fonksiyonu eslenik;
0% + L. 0 8.18
ooy ' 4~ (8.18)

denkleminin ¢6ziimii olmali ve MP ve MQ Kkarakteristikleri tizerinde 1’e esit

olmalidir.

110



(8.18) denkleminin ¢oziimiinii,

v=6(VE—)m—1)) =6

seklinde arayalim. Burada,

A=y (E—&)m—1n0)

dir.

O zaman G (A) fonksiyonunun bulunmasi igin,
1
G"(A) + IG,(A) +61) =0 (8.19)

denklemi bulunur. Bu denklem sifirinci mertebeden Bessel denklemi olup bu
denklemin bir 6zel ¢6ziimii sifirinct mertebeden Bessel fonksiyonudur:
2 /14 /16

Z @z @2aer

Jo(H) =1~ (8.20)

Burada biz,

v=Jo(d)

aldigimizda (8.18) denkleminin & = &, ve n = n, karakteristikleri {izerinde 1’¢ esit

olan ¢oziimiini bulmus oluruz (burada & =&, ve n =17, oldugunda A =0 ve

Jo(0) = 1 olur).

Boylece Riemann fonksiyonu asagidaki sekilde bulunmus olur:

v, 15 €0,10) = Jo (VE = &)1 —10)) (8.21)

Bu (8.21) esitligini kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir:

ov dJ, 04 1 §— 1o
—_— e =mE— | _ = — ! /1 _
o a2
9 dj, 02 1 -

v Jo §—4%o ](’)(/1)|n=f

s ==l ==
an "¢ dlanlnf 2~ &) —no)
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Bu sonuncu buldugumuz esitlikleri kullanilarak asagidaki esitligi elde ederiz:

Jv Odv o — 1Mo

= Jo (D) |n= 8.22
9 ~on "¢ 2J & =) —10) In=¢ (6:22)
Sonra ise,
uP) =f(36) ,  w@=£(3m)

oldugunda dikkate alarak (8.15), (8.16) ve (8.22) degerlerini de (8.17) formiiliinde

uygun olarak yerlerine yazarak u(&,, 1) ¢6ziimii igin,

F(55) + £ (5m0)

u($o,mo) = )

$o
+%j]o (VE=eG—m)F (5¢)
Mo

$o

$o — Mo a ]6(\/(5—50)(77—770))
_20 0 —¢ d
4 jf(b ) \/(f‘fo)(n_no)

$

Mo
esitligini elde ederiz.
Sifir indisini atip x ve t degiskenlerine donerek ve yeni z = %f integralleme
degiskeni dahil ederek aranan u(x, t) ¢ozlimii i¢in asagidaki formiilii buluruz:

x+at

1
+ f b(x,t,2)dz (8.23)

x—at

fx—at)+ f(x +at)

u(x,t) = 5

Burada,

15 (g\/(z —x)% — aztz)
\/(z —x)% — a?t?

1 b
o(x,t,z) = aF(z)]O (a\/(z —x)?% — aztz) + +btf(2)

(8.24)

dir.
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8.4. Riemann Metodu ile Tlgili Ornekler
Ornek 8.1.

5 0%u 0%u

X y? 37 =0
denkleminin
Uly=1 = fx), Uyly=1 = F(x)
baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.
Coziim: (8.25) denkleminde x ve y degiskenleri i¢in
$=xy , m =%
dontigiimlerini yaparak (8.25) denklemi,

0’u 1 du 3

oo 2ton "

seklinde kanonik hale getirilir.

(8.27) doniigiimiinde y = 1 dogrusu esit yanli hiperbolige doniismiis olur.

n=1

yazilabilir.

\4

Sekil 8.2.

113

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)



(8.27) esitliklerinden,

x= |-, y=\& (8.30)

esitlikleri bulunur.

(8.30) esitliklerini kullanarak asagidaki hesaplamalar1 yapabiliriz:

1
Uelen=17 U +2—5uy|fn=1

& §
Uplen=1 = T U + Euy|é’n=1
Boylece (8.26) sartlarin1 da kullanarak,
1 1
u§|§n=1§f (f)+§F(f) (8.31)
e, §
Ulegn=1 =~ f (f)"‘EF(f) (8.32)
ve
ulgp=1= f() (8.33)
olur. Riemann formiiliinde,
=0 b = ! =0
a= ) 25 ] f

alarak ¢oziim i¢in asagidaki Riemann formiiliinii elde ederiz:

u(ggn) = et o 1 | (vg—?—uf)—;‘u;> AT

2 2 Yon~ “an
QP

(8.34)

Simdi v(&,n; &y, ny) Riemann fonksiyonunu insa edelim. Bu durumda Riemann

fonksiyonu,
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0%v N 1 av_o
9&on  2&dn

denkleminin ¢6ziimii olmal1 ve karakteristikler tizerinde asagidaki,

MQ karakteristigi iizerinde,

¢ dé
U(E: n; EO' nO) = 8&026 - %
ve
MP karakteristigi lizerinde ise,
T odn
U(E' n; EO' T]O) = e’ =1

sartlarini saglamalidir.

Riemann fonksiyonunun,

U(E' Uifo' Tlo) = \/i_o

oldugu kolayca gosterilebilir.

(8.35)

(8.36)

(8.37)

(8.38)

Gergekten, (8.38) fonksiyonu (8.35) denklemini saglar. (8.38) fonksiyonu (8.36)

ve (8.37) sartlarini1 da saglar.

Boylece, Riemann fonksiyonu (8.38) esitligi ile bulunmus olur.

(8.31),(8.32) ve (8.33) esitliklerini ve (8.38) esitligini (8.34) formiiliinde

yerlerine yazarak ve,

u(P) = £(50)
w@=1(:)

v(P) = U(fo'f_loifo,no> =1
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1
v(Q) = V(%,Uoifo,ﬁo) = v$oMo

esitliklerini de dikkate alarak,

1
o
0 0 O 0 F
(g mg) = f(E) \/En \/ ff(f) \/25 f (?d
& 2

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte eski x ve y degiskenlerine donerek verilmis

(1) — (2) Cauchy probleminin ¢dziimiinii agagidaki sekilde buluruz:

F
u(x,) ——f(x V) +2 f ] ] 19 4, ‘/— f (EZ) dz (8.39)
2y z2 vy Z2
Ornek 8.2.
0°u 0%u odu — o 840
Xﬁ—a—yzﬁ'a = ( . )
denkleminin
u|y=0 =f(x), uy|y=0 = F(x) (8.41)

baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Coziim: (8.40) — (8.41) problemini Riemann metodu ile ¢dzmek icin (8.40)
denklemini kanonik sekle getirelim. Bu amagla (8.40) denkleminin karakteristik

denklemini yazalim:
xdy? —dx? =0 (8.42)

Bu karakteristik denklemin iki farkli integrali vardir:

%'{'\/;:Cl , X_

S —Vr=c (8.43)

Boylece yeni & ve n degiskenlerini asagidaki esitliklerle dahil etmemiz gerekir:
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E=%+«/§ , n=%—+x (8.44)

N[

Asagidaki esitlikle yeni aranan w (&, n) fonksiyonunu dahil edelim:
w=u/é—n (8.45)

(8.44) ve (8.45) doniistimleri ile (8.40) denklemi asagidaki sekilde denkleme

doniistir:

Ozw_l w
9éon 4 (& —n)?

=0 (8.46)

Simdi (8.41) sartlarin1 ve (8.44) formiillerini ele alalim. Bu esitliklerden goriiyoruz

Ki, AB egrisi olarak Riemann metodunda,

n=-< (8.47)
bissektrisini elde etmemiz gerekir.
Ele aldigimiz problemi ¢6zmek i¢in Riemann metoduna dayanarak eslenik,

v 1 v

oo 1G-n7 849
denkleminin,
MP karakteristigi iizerinde,
v(&o, 560, M0) =1 (8.49)
MQ karakteristigi lizerinde,
v(§,M0; §0,M0) = 1 (8.50)

sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii bulmamiz gerekir.
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> =

> X
M
P
\ ]
Sekil 8.3.
(8.48) eslenik denkleminin ¢oziimiinii,
v=G(0) (8.51)
seklinde arayalim.
Burada,
o= (& — )M —10) (8.52)
(o —m0)(E —m)
dir.
Aranan G (o) fonksiyonu i¢in asagidaki denklem elde edilir:
1
0(1-0)G"(0)+ (1 —-20)G'(0) — ZG(O’) =0 (8.53)

Bu denklem asagidaki hipergeometrik Gauss denklemi olarak isimlendirilen,
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c(l—-ao)y'"+[ly—-A+a+pB)aly —aBy =0 (8.54)

denkleminin

olacak sekilde 6zel bir halidir.

(8.54) Gauss denkleminin asagidaki hipergeometrik seri seklinde 6zel bir ¢oziimii
vardir:
af ala+ BB +1) ,

F(a,,B,%G)=1+1!ya+ 270+ 1) g%+ - (8.55)

Bu ¢6ziim |o| < 1 bolgesinde mutlak yakinsaktir.

(8.55) ¢oziimiinde ¢ = f = %,y = 1 aldigimizda,

2,2, ’ 2 2 4

Bu ¢6ziim (8.46) denklemi (8.49),(8.50) sartlarim1 ((8.52) esitliginin

saglanmasiyla) saglar.

Boylece,

_ (& —$0)(m —10)
v=_ <(fo — 1) (€ — 7])) (8.57)

fonksiyonu aranan Riemann fonksiyonudur.

Simdi (8.40) denkleminin (8.41) sartlarindaki ¢dziimiinii bulmak i¢in Riemann

formiiliinde,
a=b=0, f=0

alalim.
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O zaman,

esitligini elde ederiz. Burada v fonksiyonu (8.57) esitligi ile tanimlanan

fonksiyondur. Burada (8.47) esitligini dikkate alirsak w fonksiyonu i¢in asagidaki,

$o $o
w(&o, M) = —W(P) ; w(Q) + = j ( g‘;: GW) dé — = J <Wg_§ + W@v) dé¢
—no —no
(8.58)
esitligini yazabiliriz.
Burada (8.58) formiiliindeki tiirevleri hesaplayalim.
Asagidaki,
1
x=7E-m*, y=¢+n
formiillerini kullanarak,
Ug|p=—g = SUx + Uy |y=0
Unlp=-g = —SUx +uyly—0
esitlikleri elde edilir.
Boylece (8.41) sartlarini kullanarak,
Ug + Uy ly=—g = 21y ly=o = 2F(§?) (8.59)

(8.45) esitliginin her iki tarafin1 & ve n degiskenlerine gore diferansiyelleyerek ve
sonra elde edilmis esitliklerde n = —¢ alarak asagidaki,
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u u

Weln=-¢ =\/2_f§+2 =

Ju u

Wplpe—e = /26 — —
nln=-¢§ am 2 /—25
esitlikleri elde edilir.

Buradan (8.59) esitliginin kullanilmasiyla,

We + Wyly=—g = 28 (ug + ) Ip=—¢ = V2EF (§?) (8.60)
bulunur.

Sonra ise asagidaki,

_ _ 1(§+n0)( + &)
Vely=—¢ = GoOgly=—¢ = = 37—, Y7z Coln=

1(§—10)(§ — &)
Unlp=-¢ = GoOply=-t = 4 (& 0—770)52 - Goly=—¢

esitliklerini elde ederiz.

$o + Mo

—mGa|n=_f (861)

R

(8.58) esitligini kullanabilmemiz igin w fonksiyonunun n = —¢& bissektrisasi

tizerindeki degerini ve P, Q noktalarindaki degerlerini hesaplamamiz gerekir.

Dolayisiyla,
W|n=—f = W(f' _f) =+ 26

u(x,0) = /26 (£2)

esitlikleri bulunur.
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Buradan,

{ w(P) = w(&, —&) = /28 f (3 (8.62)

w(Q) = w(=n0,1m0) = y—210f (13)
esitliklerini elde ederiz.
Burada,

u(xg, Vo) = w(&o,M0)
’ —\/2— %

esitligini kullanarak (8.58), (8.60), (8.62) formiillerinin yardimiyla asagidaki esitligi

yazabiliriz:

$o
VEfED + = f D) 1 ((fo —HE+0)) .,
u(xg,yo) = 2% +% J G 28080 —110) )F(f )\/Edf

—To

$o + 1Mo

N «
4(&o — Uo)vx—o_

V&

$o
f Ga |n=—€f(€2)
No

Simdi bu sonuncu esitlikte x ve y degiskenlerine donersek ve bu degiskenlerde olan
sifir indislerini atarsak ele aldigimiz Cauchy probleminin ¢oziimiinii asagidaki

sekilde bulmus oluruz:

/\/E+%f<x+\/ﬁ+y¢2)+ \/E—%f(x—\/x_y+yT2)

u(x,y) = i
\/§+%
1
+— x,V,z)dz
7 J d(x,y,2)
VL

2
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SONUC

Bu tezde ikinci mertebeden kismi tirevli lineer diferansiyel denklemlerin
karakteristikler metodu ile ¢oziim yontemi anlatilmistir. ikinci mertebeden hiperbolik
lineer diferansiyel denklemler i¢in Riemann metodu agiklanmistir. Ayrica Riemann
metodunun temelini olugturan Riemann fonksiyonu tanimlanmis ve bazi drneklerle
Riemann fonksiyonunun ingast ag¢iklanarak s6z konusu Riemann fonksiyonunun
belirttigi fiziksel anlam acik sekilde ifade edilmistir. Bunlara ek olarak Riemann
metodunun, elektrik hatlarindaki titresimlerin incelenmesinde de kullanildig1
belirtilmigtir. Telgraf denkleminin Riemann metodu ile ¢oziimii de burada 6rnek
olarak sunulmustur. Bunlarin yani sira Cauchy ve Goursat problemleri esdeger
Volterra integral denklemler sisteminin ¢Oziimiine getirilerek bu problemlerin

¢Oziimiiniin varlig1 ve tekligi ardisik yaklasimlar metodu ile ispatlanmuistir.
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