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OZET

Dort boliimden olusan bu g¢alismanin amaci, (N,p) - Norlund toplanabilme ile Riesz
toplanabilmenin genel hali olan genellestirilmis Norlund toplanabilme metodunu
incelemektir. Bu nedenle birinci boéliimde; bir limitleme metodu olan matris doniistimleri ile
ilgili aciklamalar, ikinci boliimiinde ise ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Uciincii boliimde ise; genellestirilmis Norlund toplanabilme icin etkisizlik ve limitleme

teoremlerin ispat1 incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise; Fourier serilerinin genellestirilmis Norlund toplanabilmesi ile ilgili

bir teoremin ispati incelenmistir.

Anahtar Kelimeler:Norlund toplanabilme, Riesz toplanabilme, Genellestirilmis Norlund

toplanabilme, Fourier serisi
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ABSTRACT

The purpose of this study which composed of four parts, is to investigate (N,p) - Norlund
summability and Riesz summability which has generalised. The descriptions of matrix
transformations as a method of limiting are in the first chapter, the basic definition and

teorems used in this study are given in the second one.

In the third section; the proof of ineffectiveness and limitation theorems are studied for

generalised Norlund summability.

In the fourth section; the proof theorem related to generalized Norlund summability of

Fourier series is studied.

Key Words: Norlund summability, Riesz totally, Generalized Norlund summability, Fouries

series
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

(N,p) : Norlund Toplanabilme

(N,p,9) . Genellestirilmis Norlund Toplanabilme

C . Kompleks Sayilar Climlesi

( ank) . Satir ve Siitun Sayisi Sonsuz Olan Kompleks Terimli Bir Matris
a,=0(1) t (a,)dizisinin limiti stfir

a,=0(1) . (a,)dizisi smurh

Ap, =P, — P, : P, ninsimetrik fark

Vi



1. GIRIS

A=(ank); (n, keN ={0,1...}) satir ve siitun sayist sonsuz olan kompleks terimli

bir matris ve U, V; biitiin kompleks terimli dizilerin olusturdugu S uzayinm alt

ctuimleleri olan

Coz{s:(Sk): lim S =0, Sy ec},

k—o

C:{s:(Sk): lim Sy var, Sy e(C},

k—oo

k=0

fp Z{SZ(SK)I Z|Sk|p<oo, Sk EC}

(o ={5=(Sk):IM >0 dyleki Vk e N icin [S|<M,S e C}

dizi uzaylarmndan herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki her bir ciimle C kompleks

sayilar cismi tizerinde birer linecer uzay oldugundan her s=(Sn)e U dizisini,

So
s=|S; | vektorel formda yazabiliriz. Bdylece A=(an) sonsuz matrisi ile (Sy)

dizisine bildigimiz klasik matris ¢arpimini uygulayarak,

- _
> agkSk
_ - — k=0
apop Ap1 a2 - qk || So ©
a0 a1 A oA o ||S > anSk
: : : : =] k=0 . — (An (S))
dno ap1 ap2 ank Sk ’
|- : . . 1L+ ] z anksk
k=0

o0
dizisini elde ederiz. Burada VneN i¢in A, (s) = Z ankSk serilerinin yakisak
k=0

oldugunu kabul ediyoruz. Bu sekilde elde edilen (A, (s)) dizisine, s=(Sp)



dizisinin A matrisi ile yapilan doniisiim dizisi denir. Her S = (Sn)e U i¢in her bir
terimi bir sonsuz seri olan (An (S)) dizileri V dizi uzaymm elemanlar:1 ise,

A=(ap) sonsuz matrisine U dan V ye bir matris doniisiimii tanimlar denir ve
Ac(U,V) ile gosterilir.

Yukarida tanimladigimiz bicimde bir doniisiim i¢in 6zel doniistimler olan matrisler
yerine, neden genel bir lineer doniisim alinmadigi sorusu aklimiza gelebilir.
Matrisleri se¢isimizin nedeni, ¢ofu hallerde iki dizi uzayr arasindaki en genel

doniisiimiin bir matrisle verilebilmesindendir.

Dizilerle matris doniisiimleri arasindaki iliski, toplanabilme teorisiyle bulunan bazi
0zel sonuclarla dogmustur. Toplanabilme teorisindeki temel amag, Cauchy
anlamindaki yakmsaklik kavramini genisletmektir. Bu durumu, Euler’in verdigi su

klasik ornekle biraz daha agiklayalim:

Euler, (1+x)_1=1—x+x2—x3+... formiilinde x =1 alarak, 1—1+1—1+...:%

garip sonucunu elde etti. Biz biliyoruz ki yukaridaki formiil |x| <1 i¢in gegerlidir.
0

Z (-D" =1-1+1-1...serisi veya kismi toplamlar dizisi olan s = (Sh)=(10,10,..)
n=0

dizisi Cauchy anlaminda mraksaktir. Bu durumda bildigimiz (Cauchy anlamindaki)

yakinsaklik tanimina gore s=(1,0,1,0,...) dizisinin limiti 1/2 olamaz. Euler’in yaptig

islem garip goriinmekte ise de bizim i¢in baska bir yakinsaklik fikrini ortaya

¢ikarmaktadir.

0 n
Simdi Z (-1)" serisinin toplammni (Sh)= ( Z (—1)kJ dizisinin limiti olarak degil
n=0 k=0

de,

(on)= Z@Sk

k=0 2"



o0
dizisinin n — oo i¢in limiti olarak tanimlarsak, »_ (-1)" serisi bu yeni tanima gore
n=0

yakimsak ve limiti 1/2 olur. Gergekten;

dir. Yukardaki isleme dikkat edilirse (o) dizisi, s=(S;)=(10,10,...) olmak

lizere (Sp,) dizisinin,

seklinde tammlanmis A=(apc) matrisiyle, basta tammladigimiz bi¢imde
doniisiimden ibarettir. Yine basta verdigimiz gosterimlere gore S=(S,)e/,, ,

(An (S))EC oldugundan 6zel bir A matrisiyle smirl (fakat wraksak) bir diziyi,
yakmsak bir diziye doniistiirmiis olduk. Bu durumda bizim esas amacimiz ortaya
¢ikmis olmaktadir.

Bir (Sn) dizisi ile bir s sayisii birlestirme amacini olusturan ve bilinen yakinsaklik

kavraminin yerini alabilen pek ¢ok sayida tanim vardir. Bunlarin her biri daha 6nce
ifade ettigi anlami koruyarak digerinden ayrilir. Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi,

Cauchy anlaminda wraksak olan en az bir dizi yeni tanimla yakmsak olmaktadir.



Diger taraftan; Cauchy anlaminda yakinsak olan her (Sn) dizisi, yeni tanimla da

yakinsaktir. Yani;

lim S, =s
n—oo
ise

Y

k
ank: —n y kSn

2

0 , k>n

n
olmak iizere (S,) dizisini A-déniisiimii olan (o ) = { > ankSkJ dizisi igin
k=0

: 1 &(n
lim o = lim — > " |Sx —>s
n—>c0 n—o0 2N k=0 k
dir. Gergekten; (Sn) dizisi Cauchy anlaminda yakisak oldugundan,

Ve>0 i¢in IN=N(e)eN:Vn>N igin |[Sy —|<e dir. Ayrica

1 & (n 1 & (N
ano[kj(k ) z“go[kj (1.1)

0 (n
seklinde yazilir. U, = in > (kj(sk —s) ile tanimlansn.
2" k=0

1 N (n 1 & (n
|Un|S2_nZ(kj|Sk_S+2_n z (kj|sk—8|

k=0 k=N+1

a3 (e -2 0
%(E](M—s)

U, | < k=0 o +e

: (M=sup|Sk —S|<oo)
K




n

, n
bulunur. O halde Ilim U, =0 dir. Ote yandan Z(kj=2n oldugu (1.1)’de

N—o0 k=0

kullamilirsa, lim oy, =s elde edilir.
n—o0

Boylece bu yeni tanimla Cauchy anlaminda yakinsak olan her dizi yine yakinsak
olmaktadir. Yani yeni tanim, bilinen yakinsaklik tanimindan daha genis bir uygulama

alanina sahiptir.

Iste bu durum bize, Cauchy anlaminda 1raksak olan bu tip dizileri yakinsak yapabilen
ve ustelik Cauchy anlamimdaki yakmsakligi da koruyan tanimlar1 tanimlama fikrini

vermistir.

Genel olarak, tanimlanacak yeni metodlarin asagidaki o6zelliklere sahip olmalari

gerekir:

1) Cauchy anlaminda yakmsak ve limiti s olan bir dizi, yeni anlamda da yakmsak
olmalidir. Ozellikle ayni1 s limitine yakinsamasi gerekir.

2) Cauchy anlaminda raksak olan en az bir dizi, yeni metodla yakinsak olmalidir.

3) Eger bir (Sn) dizisine farkli iki metod uygulanir ve bu dizi bu iki metodla da

yakmsak ise her iki metod i¢in (S, ) in limiti ayn1 olmalidir.

1) ve 2) kosullar1 temel kosullardir fakat biitiin metodlar 3) kosulunu saglamak
zorunda degildir. Ancak biz bu ii¢ kosulu saglayan metodlar1 ve bunlara ek olarak

Cauchy anlaminda yakinsak serilerin cebirsel islemlerinin temel kurallarinin; yani;

0 o0
A1) Y ap=s= > 2ap =21s (her sabit A igin)
n=0 n=0

o0 0 o0
Az)Y ap=s, > by=t= > (a,tb,)=sFt
n=0 n=0 n=0

e} 0
A3) D ap=s< Y ap =s-ag
n=0 n=1

aksiyomlarini saglayan toplama metotlarini inceleyecegiz.



Bilinen yakinsaklik tanimina gore acgiklik getirilmemis bazi problemler, yeni tanima

o0 o0
gore agikliga kavusturulmustur. Soyle ki; Z an, =A, Z b, =B ve bu iki serinin
n=0 n=0

n 0

Cauchy carpmi C, = Z an_kbk olmak iizere Z C, serisinin ne zaman
k=0 n=0

yakinsayacagi, onemli giicliikler arz eden bir problemdir. Fakat 1890 yilinda E.

Cesa’ro, “Cesa’ro Teoremi” olarak bilinen teoremi ispatlamigtir.

Goriildiigic gibi  Cesa’ro burada Cauchy anlaminda yakimsaklhik tanimini
kullanmamis, adma “Aritmetik Ortalama” diyecegimiz yeni bir toplama metodu
kullanmustir.

Unlii Alman matematikgisi O. Toeplitz (1881 — 1940) bize her toplanabilme
metodunun 6zel bir matris doniisiimii oldugunu gostermistir. Toeplitz, yakinsak

diziler uzaymi kendisine resmeden ve her bir yakinsak dizinin limitini koruyan

birakan biitiin A:(ank) (n,k=0,1,...) sonsuz matrislerini karekterize etmistir.

o0
Toeplitz, bagta tamimladigimiz bigimdeki Ap(s)= ) ap Sy serilerinin her bir
k=0

n=0,1,2,... icin  yakinsamas:t  durumunda S — /¢ (k—>o) oldugunda

A,(s)—>/¢(n—>o) olmast igin A iizerindeki gerekli ve yeterli kosullari

arastirmistir. BOylece matris doniisiimleri ile toplanabilme metodlar1 arasindaki

iligki, 1911 yillarinda O.Toeplitz tarafindan kurulmustur.

Simdi yukaridaki 6rnekte tanimladigimiz

0 ,k>n

seklindeki A =(apy ) matrisini géz Oniine alalm. Herhangi bir (Sp) dizisinin A—

< L 1 & (n
doniisiimii (o) olmak iizere oy, = Z ankSk 1di. Dolayisiyla o, = Z [kjsk



dir. Bu metod, Euler metodu (E;—toplama metodu) olarak adlandirilir. Basta
verilen ornekte bu metodun (Sp)=(10,10,..) dizisini 1/2' ye limitledigini

gormiistiik.

Aslinda bu E;— toplama metodu, adina Norlund ortalamasi diyecegimiz baska bir

toplama metodunun 6zel bir halidir. Séyle ki; (( Np )nk) ile gosterecegimiz Norlund

matrisi su sekilde tanimlanir: P, =pg +...+p,, # 0 olmak {izere

n

n n
dir. VkeN i¢in py = [kj segilirse P, = Z [kj =2" olacagindan,

k=0
Pn—k
— , k<n
(NP)nk: Pn
0 , k>n
Y
= k) , k<n
2n
0 , k>n
=(E1)nk

elde edilir. Bu ise E;— metodunun, Np-Norlund metodunun 6zel bir hali oldugunu
gosterir. Np-Norlund metodu iiggensel bir matristir ( A=(ang) matrisinde, her

k>n igin ap, =0 ise A matrisine “liggensel matris” denir. Burada (N,p,q) nun g=1

icin Ozel hali incelenmistir. Yani (N,p,q) metodu (N,p) nin genellemesi olmaktadir.
Bu caligmada genellestirilmis Norlund toplanabilme ile ilgili tanim ve teoremler

verilecektir



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde genel olarak ¢aligmamizda faydalanacagimiz temel tanim ve teoremleri
verecegiz.

Tammm 2.1: F, reel ve ya kompleks sayilarin bir cismi v=0,1,2, ...i¢in (a,) €F
olmak iizere bir A=(a,,) sonsuz matrisi ve (s,) de F de bir dizi olsun. Bu takdirde

(s,) dizisinden (t,) dizisine bir doniisiim,

t,=>a,s, (n=0,1,2,...) (2.1)

v=0

olarak tanimlansin. (t,) dizisine (s,) dizisinin A- doniisim dizisi denir. A'ya da

diziden diziye bir doniisiim denir. Bu doniisiimiin var olabilmesi i¢in (2.1)deki

toplamin her n i¢in yakisak olmas1 gerekir [1].

Tanmm 2.2: Bir A=(a,,) matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakisak her diziyi

yakinsak diziye doniistiirliyor ve ayni zamanda limitide koruyorsa A matrisine

regiilerdir denir [1].
Teorem 2.1: Bir A=(a,,) matrisini regiiler olmas1 i¢gin gerek ve yeter sartlart:

1. Her vigin lima, =0

n—oo

IimianV =1

2_ n—o V=0
3. Her n i¢in Z|am,| <M olacak sekilde n"den bagimsiz bir M pozitif reel sayis1
v=0

vardrr.

Bu teoreme Silverman-Teoplitz teoremi ad1 verilir [1].



Tamm 2.3: Reel veya kompleks terimli bir B= (b, ) sonsuz matrisi » a, serisi
n=0

verilmis olsun.

t,=3b,a, (2.2)
v=0

olacak sekilde tanimlanan (t,) dizisine, Zan serisinin B-doniistim dizisi denir ve
n=0

B'ye seriden-diziye bir doniisiim adi verilir. Bu doniigiimiin tanimli olmasi igin

(2.2) deki serinin her n i¢in yakinsak olmasi gerekir [1].

Tamim 2.4: Verilen bir Zan serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun. Ayrica
n=0

Zan serisinin veya (s,) dizisinin A= (a,,) matrisi yardimiyla (t,) doniisiim dizisi,

n=0

tn = Z a‘nvsv

v=0

olarak tanimlansin. Eger lim t, = lim Y a s, =s ise, > a, serisine veya (s,)
v=0

n—o n—o
n=0

dizisine s-degerine A-toplanabilirdir denir [1].

Tanmmm 2.5: Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun.
n=0

A=(a,,) ile > a, serisininveya (s,) dizisinin (t,) doniisiim dizisi
n=0

tn = Zanvsv
v=0
olacak sekilde tanimlanmis olsun. Eger (t,) € BV yani (tn) sinirlt salmiml ise,

Zan serisine veya (s,) dizisine Mutlak A-toplanabilir denir veya |A| -toplanabilir
n=0



denir. Eger Zw:an serisi |A| -toplanabilir ise, ian e |Al veya (s,) € |A
n=0 n=0

sembollerinden biri ile gosterilir [1].

Tanim 2.6: Hepsi birden sifir olmayan, non-negatif sayilarm bir (p,) dizisi verilmis

olsun.
P=P+ P+ P+t Py Py >0 , (n=0,1,2,3,...)
olmak iizere bir (s,) dizisinden bir (U,) dizisine

U, = iz DS, (2.3)
Pn v=0

ile verilen doniisiime, Norlund doniisiimii veya Norlund ortalamasi denir ve (N, p, )
ile gosterilir.

(N, p,) ortalamasmin matrisinin elemanlari,

Poy v<n
a, =1 P (2.4)
0 V>N

seklinde tanimlidir [1].

Teorem 2.2: (N, p, ) ortalamasinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim Pr_ g

n—o P
n

olmasidir [1].

10



Tamm 2.7: Hepsi birden sifir olmayan non-negatif sayilarm bir (p,)dizisi verilmis

olsun.
P=p,+pP+pP,+..+P,, P, >0 (n=0,1,2,3,...)

olmak iizere bir (s,) dizisinden bir (T,) dizisine
1 n
T,==D RS (2.5)

ile verilen doniisime Riesz doniisiimii veya Riesz ortalamasi denir ve (N, p,) ile
gosterilir.

(N, p,) Riesz ortalamasinin matrisinin elemanlari,

,v<n
a, =1k (2.6)
0 ,v>n
seklinde tanimlanir [1].
Teorem 2.3: (N, p,) ortalamasimin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim

nN—o

P =+ olmasidir [1].

Tamm 2.8: Bir (s,) dizisinden (t*) dizisine

n‘n-v+k-1
e ( jsv 27)

11



seklinde tarif edilen donilisime k. mertebeden Ceso'ra doniisiimii denir. Bu

doniisiime karsilik gelen matris,

(n—v+k—1j

k-1

~ 72 v<n

a, = n+Kk (2.8)
k
0 ,V>n

seklinde tarif edilir[1].

Tamm 2.9: Bir regiiler metot toplamsallik 6zelligine sahip oldugunda total regiilerdir

denir. Yani; her sonlu veya sonsuz s i¢in S, —S=1t, — S ise bu reel doniisiime total

regiilerdir denir [2].

Teorem 2.4: Bir (s,) dizisinden bir (fn) dizisine ,
t=>»c.S (v>nigin ¢, =0) (2.9)

ile tanimlanan reel doniisiimiin total regiiler olmasi i¢cin gerek ve yeter sart bu

dontistimiin pozitif ve regiiler olmasidir [2].

Tamm 2.10: p, =0 olmak iizere (s, ) dizisinin (N, p,) déniisiim dizisi (U,) olsun.

Eger 4 >0 i¢in,

A-1

Uy —U,| <o (2.10)

0
n=0

P
P,

ise (s,) dizisine A. mertebeden mutlak Norlund toplanabilir veya IN,p,| -
toplanabilir denir [3].

12



Tamm 2.11: ¢, #0 olmak iizere (S,) dizisinin (N,q,) doniisiim dizisi (v, ) olsun.

Eger A>0 i¢in, Q, =, +0, +...+ 0, olmak {izere

A-1

V, =V, <o (2.11)

0

2

n=0

Q
a,

ise (s,) dizisine 4. mertebeden mutlak Riesz toplanabilir veya [N, q| -toplanabilir

denir [3].

Tamm 2.12: Vh e NU{O} icin
i) p,>0

i) Prt < Prsz
pn pn+1

olacak sekilde tammlanan (p, ) dizilerinin ciimlesi, ZAle gosterilir [4]

P # 0 olmak iizere P, =" p, ile tammlansin. Bu durumda (c,) dizisi de,
v=0

n 1 ,n=0
D P, :{ (2.12)
v=0 O

,n>0

olarak tarif edilir. Ayn1 zamanda

olarak kabul edilir [4].

13



Tamm 2.13: (a,) ve (b,) verilen iki dizi olmak iizere, a,, b, nin iki pozitif sabit

ile carpimlari arasinda kaliyorsa, bu notasyon a,-b, notasyonu ile gosterilir. Yani;
kb, <a <k,b

olacak sekilde k, k, pozitif reel sabitleri varsa, bu a,~b, notasyonu ile gosterilir [5].

Tanim 2.14: (A) ve (B) iki toplanabilme metodu olmak tizere; her (A) toplanabilen

dizi ayn1 degere (B) toplanabiliyorsa, (A) toplanabilme metodu (B) toplanabilme

metodunu gerektirir denir. (A) = (B) ile gosterilir [5].

Tamm 2.15: (A) ve (B) iki toplanabilme metodu olmak {izere bu iki metottan biri
digerini gerektiriyorsa, (A) ve (B) metotlarma denktir denir. (A) ve (B) gibi iki

toplanabilme metodunun denkligi

ile gosterilir [4].

14



3. (N,p,q) - METODU

Bu boliimde genellestirilmis Norlund toplanabilirlik tanimini vererek, bu metot ile

ilgili etkisizlik ve limitlime teoremlerini ifade ve ispat edecegiz.

3.1. GENELLESTIRILMiS NORLUND TOPLANABILIRLIK

Tamm 3.1.1:(p, ),(q, ) ve (r,) birer dizi V n>0i¢in r, #0 ve r, =0 olmak iizere

= P, (3.1.1)
v=0

olacak sekilde reel veya kompleks sayilarin dizileri olsun. Bu takdirde verilen bir

ian serinin kismi toplamlar dizisi (s,) olmak iizere(s, ) dizisinden (t,) dizisine
v=0

t, = 12 PoyOhS, (3.1.2)

rn v=0

ile verilen doniisiime genellestirilmis NoOrlund ortalamasi veya genellestirilmis

Norlund dontistimii denir ve (N,p,q) ile gosterilir. Eger

limt =s

nN—o

ise, bu takdirde Zan serisine ya da (s,) dizisine s degerine genellestirilmis
n=0

Norlund toplanabilir denir ve s, —S(N, p,q) seklinde gosterilir [2]. (3.1.2) ile

verilen doniisiimde;

i) Her ni¢in @, =1 alinirsa,



n n

nL=> po =2 p.1=P,

v=0 v=0

1 13
tn :_Z Pn_ .S, = _Z Pn_vSy

rn v=0 Pn v=0
oldugundan (N,p,q) toplanabilirlik, (N, p,) toplanabilirlige indirgenir.

i) Her ni¢in p, =1 alinirsa,

rL=> p.0=2.01=0Q,
v=0 v=0

13 13
t =— S, = — S
\ rngpn_quv Qn;qvv

oldugundan (N,p,q) toplanabilirlik, (N, g,) toplanabilirlige indirgenir.

v+k-1
iii) Her k € Z olmak tizere her nigin g, =1 ve p, =[ K1 j secersek,

oldugundan (N,p,q) toplanabilirlik (C,k) toplanabilirlige indirgenir [5].
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Tamm 3.1.2: Eger (A) metodu yakinsakliga denkse (A) metoduna etkisizdir denir.
Yani; (A) metodunun doniisiim ve ters donilisiim matrisleri regiilerse (A) metoduna
etkisizdir denir [4].

3.2. ( pn) e ve (qn ) Pozitif Diziler icin Limitleme Teoremleri

Teorem 3.2.1: Her ne NU{0} i¢in g, >0 ve (p,) eM olmak iizere

=—Z%WM"W

nVO

Ispat: Her ne NU{0} i¢in g, >0 ve (p,)eM olsun. Bu takdirde her ne NuU{0}

i¢in,
_zcn —v'y v = ch —v vz P qu :_ch vz Py_i A Sk
qn v=0 qn v=0 k=0 rv qn v=0 k=0
= _ch—v ( P oSo + Pyoy Syt poquv)
q
n v=0
1
=a{%(m%%ﬁfM(m%%+m%%hmﬁ%(m%%+m+m%%ﬂ
1
= q_[(cn Py +...+C pn)qoso +(Cn—1 Py +...+C pn—l)qlsl +(Co po)q ]
1 n n n
- q_|:(z Cn—v pv—O ] qOSO + (zcn—v pv—lj qlsl ot (ch—v pv—n J qnsn:|
n L\v= v=1 v=n

UhE

Cn—k pv—k jqk Sk

qksk + [z Cn—v pv—n J qnsn:|

|

i}

T o
AR

<

|
I
=
g
Il
ﬁM: =~
=
o
>
L
o]
<
~

g
i

Cn—k—v pv qkSk + CO poqnsn:|

>
|
LN
>
|
n

Co Py

n

qnsn

Cn—k—v pv qksk } +

|l 2k L L L
=1
|
L
>
|
=~

s X
Il
o
<
1l
o

0.q,S, |+5

o)
=
I
=
Il |
o [l
|
>

I
wn

>
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yazilabilir. Buna gore; Vne Nu{ i¢in S, = —ZC rt elde edilir.

n-v-v-v
nVO

Lemma 3.2.1: Yne NU{0} i¢in s, = Zn: jot, olsun.

v=0

(t, >0(n—>)=s, —0(n—o0)) olmas igin gerek ve yeter sart:
i) VheNu {0} icin Zn:‘ jn,v‘ < K olacak sekilde en az bir pozitif K sabiti vardir.
v=0

ii) vve NU{0} i¢in lim j , =0

olmasidir [6].

Teorem 3.2.2:(p,) €77, q, >0 olsun. Bu takdirde;

(s, >s(N,p.q)=s,=5+0(G,))<(c, =0(q,G,) ve r,=0(q,G,)) dir [5].

Ispat: Kabul edelim ki (Sn —s(N,p.q)=s,= S+O(Gn)) olsun. Genelligi
bozmaksizin s=0 alabiliriz. Buna gére t, >0=5, /G, »0 yazilabilir. Teorem

3.2.1°den dolay1 h— o i¢in

S 1 3
_n __- t = 1
Gn qnG ch—VrV v O( )

yazilabilir. Buna gére Lemma 3.2.1° den dolay1

zcnvvv

n qn n v=0

oldugundan,

i) Vne NU{O} i¢in

18



n

2y

C

nvv

0 <K< Z|cn 5|=0(a,G,) (3.2.1)

il) Her vve n — oo igin,

¢, =0(G,d,) (3.2.2)

yazilabilir. Eger r, =0(G,q,) alnirsa bu takdirde (3.2.1) ifadesi saglanir. Ciinkii

(p,) e olmasi, ¢, >0, n>1 i¢in ¢, <0 oldugunu gerektirir [2]. Bu yiizden

n n-1 n-1
)3 AL GRS AR S +Zlcnv =Gk =2 G,
v=0 v=0 v=0

n-1
=Gyl + Gl =Gl — ch—vrv
v=0
n
=2C,F = > C, T, (3.2.3)

yazabiliriz. Diger taraftan

>

=) C., ( P.Go + Py yGy +- F poqv)

v=0

=C, (Poo ) +Cos (PuGo + Pollhy ) + -+ Co (P Lo + -+ Pyl )
= (€, Py ) G +(Coy PGy +Coy PoGh ) +---+(Cy Py 0o +---+Co P, )

(CyPo+Cy g P+ Cy Py ) Uy +(Coy Po + -+ Co Py s ) O +---+(Co Py ) O,

P ojqo (chv pvqu1+---+(20nv pvn]qn
V= =1 v=n

n n
= ( Cn—v pv—k ]qk
k=0 \_v=k

>
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LN

n—:

(z Cn—V pV—k ]qk + (Z Cn—v pv—n j qn

=k
—k

b

o
<

s X
LN

>

Cn—v—k pv jqk + CO poqn

=
o
=~

Il
o]

n

oldugundan

¢, =0, (3.2.4)
dir. (3.2.4) esitligi (3.2.3) esitliginde yerine yazilirsa,

Zn:|cn_v| = 2¢,I —q, (3.2.5)
v=0

elde edilir. r,=0(q,G,) oldugundan VveNU{0} i¢in rE; <K olacak sekilde

n—=n

3K >0 vardwr. O halde (3.6) esitligi

Zn:|cn_vrv| = 2¢,I, —q, < 2¢,KG,q, —q, < 2¢,KG,q,
v=0

= znl|0n_vrv| =0(G,0,) (3.2.6)
v=0

elde edilir. Diger taraftan eger C, = O(qnGn) ise (3.4) ifadesi saglanir. Gergekten;

n n n
Z| pn—va| = PnCo _Z PG = PnCo + P Co — PiGy _Z Pn_Cy
v=0 v=l v=l

=2P,Co— X Py, =2P,C, (3.2.7)
v=0

20



yazilabilir. Buna gore
n n-1
Z| pn—vcv| = pnCO + Z| pn—vcv| +|Cn| pO (328)
v=0 v=1
oldugundan (3.2.7) ve (3.2.8) den,

n n-1
Z| pn—vcv| = pnCO + Z| pn—vcv| +|Cn| pO
v=0 v=1

n-1

= pnCO = Z| pn—vcv| + |Cn| pO
v=1

n-1
= |Cn| Po = PrCy _Z| pn—vcv| (329)

v=1
yazilabilir. (p,) €77 oldugundan 0<v<n-1 i¢in pp# < pp—” oldugundan

n-v-1 n-1
_ pn—v > _ﬁ = _ pn—v |Cv| > _&|Cv|
pn—v—l pn—l pn—v—l p—l
- _ pniv |Cv| >_ pn pn—v—l |Cv|
n-1

n-2 n-2 p p
== Pofo |22 =22 |
v=1

v=1 pnfl

n-2 n-2 p p
= PG — z Pn_y |Cv| - P |Cn—l| 2 P.Co — Z np - |Cv| - P |Cn—l|
v=1

v=1 n-1

n-1 n-2
= DG =Y Pyl > picy— 2 PP e [ py o, | (3.2.10)
v=1

v=1 n-1

elde edilir. (3.2.9) esitligi (3.2.10) da

n-2
Po e[ pp—{ Do sCo— D Povs ICVI}— P, [co| (3.2.11)
v=1

n-1

elde edilir. Her n i¢in gegerli oldugundan 6zel olarak (n-1) i¢inde gegerlidir.
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n-2
|Cn—1| pO = pn—lCO _Z pn—v—l |Cv| (3212)
v=1

yazilabilir. Bu yiizdende

pO |Cn| 2 ppn { pO |Cn—1|} - pl |Cn—1| = pO |Cn| 2 { pO ppn - p1}|cn—1| (3213)

n-1 n-1

elde edilir. (3.2.13) ifadesinde koseli parantez non-negatif ve azalmayandir.
Gergekten  (p, ) € #7 oldugundan (p,/p, ) azalmayandir. Bu yiizdende her n>1

icin P > P dir. Buna gore
n-1 pO

PoPn |, _ po( P, _&jzo
pn—l pn—l pO

elde edilir. Yani; (3.2.13) de koseli parantez non-negatiftir. Simdi bunun azalmayan

oldugunu gosterelim.
a, = pO (& - &j
pn—l pO
ile tanimlanan (e, ) dizisini géz Sniine alirsak, Vve NU{0} i¢in
Ay =% =Py [M_&J_ Po (ﬁ_&J =Py (h_ij >0
pn pO pn—l po pn pn—l

dir. Bu ise (¢, ) dizisinin azalmayan oldugunu gosterir. (¢, ) dizisi, artan ve non-

negatif oldugundan Vn2>n, i¢in (an )>O dir. Bu yiizdende Vn2>n, igin

22



e, < Pole,| =
o

n

oldugundan dolay1

1
Cn—l < |Cn—l| < pO |Cn|

Mo

yazilabilir. Bu ise her n>n, igin ¢, , =O(|c,|) oldugu gésterilir. Bu ifade her n>n,

icin gecerli oldugundan 6zel olarak n, n-1, n-2, ..., n-v+1 icinde gecerlidir. Buna

gore,

-

(04
22 o2 2o o2 S

elde edilir. Bu yiizden

c:[ 2

2 v
a, a, a,
0 n1|2[ j |cn 2|> .._( ] |c | (3.2.14)
pO pO pO

yazilabilir. Buna gore ,

elde edilir.

Tersine olarak; (3.2.1) ve (3.2.2) saglaniwrsa, bu takdirde;
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1) (3.2.1) de v=n alinirsa
|Cn—vrv| < Z|Cn—vrv| =0 (qnGn )
v=0
elde edilir. Bu ise c,r, =0(0q,G,) < r, =0(q,G,) oldugunu gosterir.

ii) (3.2.1) de 6zel olarak v=0 alinirsa ¢, I, =0(0,G, ) < ¢, =0(q,G, ) elde edilir.

Sonug 3.2.1: (p,)eM , g, >0 olsun. Buna gore

[s,—>s(N,p,a)=s,=s+o(r,/q,) | <[c,=0(r,)]

olmasidir [5].

Ispat: (p,)e#7, q,>0 olsun. Eger Teorem 3.2.2'de Ve NuU{0} i¢in Gn:r—n

n

secilirse,

cn:o(qnGn):o[qncrl—”J:o(rn) ve rn:O(qnGn):O[qn(:—”j:O(rn) yazilabilir. Buna

n n

gore Teorem 3.2.2°den
[s,—>s(N,p,a)=s,=s+o(r,/q,) ] <[c,=0(r,)]
oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.2.2: Asagidaki sartlarin herhangi birini saglayan (p,)eM, g, >0 olsun.

(a) (N,p,q) regiiler
(b) P, >0

(c) Q, >
bu takdirde (s, —>s(N, p,q)=>s, =s+0(r,/q,)) dir [7].
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Ispat: Sonug (3.2.1) den (a), (b), (¢)’ nin her birinin ¢, =0(r,) oldugunu gdstermek

yeterlidir. Simdi kabul edelim ki (a) saglanmis olsun. Yani (N,p,q) regiiler olsun. Bu
takdirde

1
tn = _Z Pn_vayS,

rn v=0

ile verilen doniisiime karsilik gelen matrisin elemanlari

pn—qu ,V S n

0 ,V>n

ile gosterilsin. Bu Silverman-Teoplitz teoreminin sartlarini saglar. Bu yilizden de

Silverman-Teoplitz teoreminin (b) dzelliginden her v <n i¢in

lim a, = lim Pt _ g
n—o0 n—oo rn

yazilabilir. Bu ylizdende her v <n i¢in
pn—qu = O(rn) g pn—v = O(rn) (n - OO)

elde edilir. Bu ifade her v<n igin gegerli oldugundan 6zel olarak v=0 iginde

gecerlidir. Bu ylizden
p, =o(r,) (3.2.16)

yazilabilir. (3.2.7) den dolay1 Z| PyCy| =2P,C, oldugundan

v=0
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n n n
Z| pn—vcv| = pnCO +Z| pn—vcv| = 2 pnCO = pnCO + Z pn—v |Cv|
v=0 v=1 v=1

= P.Co =, PolCy] (3.2.17)

v=1
yazilabilir. Diger taraftan

n

n-1
Z|CV| pn—v = pnCO +Z|Cv|pn—v + po |Cn| 2 po |Cn| (3218)
v=l

v=0

oldugundan (3.2.17) ve (3.2.18) den dolay1

pnCO = Z|Cv|pn—v 2 pO |Cn| (3219)
v=l

C
elde edilir. Bu yiizden u < S < K olacak sekilde 3K >0 sayisi vardir. O halde
pn pO

c,=0(p,)(n—>x) (3.2.20)

yazilabilir. (3.2.16) ve (3.2.20) yi kullanarak,

elde edilir.

Simdi kabul edelim ki (b) saglanmis olsun. n>0 i¢in an_vcv =0 d. (pn)
v=0

artmayan bir dizi oldugundan her v,neN i¢cin n—v<n ise p,, = p, yazilabilir.
Bu yiizdende n>0 i¢in ¢, <0 oldugundan her v,neN i¢in p,_,C, < p,C, elde edilir.

Buna gore
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LN

n—. n—.

pn—vcv < z pnCv = pn

c, = p,c, (3.2.21)

1 1
v=0 v=0

I
o

V.

yazilabilir. (3.2.7) y1 kullanarak,

n n-1 n-1
Z| pn—va| = | pOCn | + Z| pn—va| = 2 pnCO = | pOCn| + pnCO - Z pn—vcv
v=0 v=0 v=1
n-1
= pO |Cn| = pnCO + Z pn—vcv
v=l

n-1
= pylc,| =D Poc, (3.2.22)
v=0
buluruz. (3.2.21) ve (3.2.22) yi kullanarak
n-1
pO |Cn| = Z pn—vcv < pncr(11—)l = pO |Cn| < pncr(11—)1 (3223)
v=1
elde edilir. Diger taraftan

Z pn—vc\(/l) = Z pn—vzck = Z pn—v (CO +C1 +"'+cn)

v=0 v=0 k=0 v=0
= P,Co+ Posy (Co +C, )+t Py (Co+C, +...+Cp)

=(PCo + PosCi+ -t PoCy ) +( PrsCo + oo+ PoCoy ) +--F PoCo

n n n
= Z pn—vcv + Z pn—vcv—l +..+ Z pn—vcv—n
v=0 v=1 v=n

SE

k=0 \ v=k

>

n-1 k
( pnfv—k Cv j + pOCO (3224)
k=0 \_v=0
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elde edilir. Herv icin ¢’ => ¢, > ¢, ve (p,) artmayan dizi oldugundan
k=0

n n n
1) @)
& Py 2Py = D0 Py = D C P, 2 D C,D,
v=0 v=0 v=0

= Z:;cﬁl) nv 2 Z.;C P = IOHZ:;CV =p,c  (3.2.25)

yazilabilir. (3.2.24) ve (3.2.25) ifadelerini kullanarak,

n ) n v n n n n P
— _ _ _ _ n—j
1= Cv pn—v - pn—v Cj - Cj pn—v - CJPH*J - CJ PJ
v=0 v=0 j=0 j=0 v=]j j=0 j=0 PJ

=12 KP, > ¢, > KP,c!
j=0

olacak sekilde K >0 sayisi vardir. Bu yiizden

p,ct < % (3.2.26)
yazilabilir. p, —> oo ise Cf]l) — 0 dir. Bu yiizden

c,=0(p,) (3.2.27)
elde edilir. Ayrica,

I = Vio Pn-vOy :VZ:, PovOy + Prlo = PGo

r>p.g, < p,=0(r,) (3.2.28)

oldugundan (3.2.27) ve (3.2.28) ifadesini kullanarak,
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elde edilir. Simdi kabul edelim ki Q, — o olsun. (p, ) artmayan bir izi oldugundan

P.Q, =P, 0.0 =>.P 04 <D P0G =,
v=0 v=0 v=0

~pQ<nmte b oGl bl

n (3.2.29)
rnopQ o pPQ,

yazilabilir. Q, — oo ve [c,|=0(p,) oldugundan (3.3.1) ifadesinden |c,|=O(r,) elde

edilir.

Sonug 3.2.3: (p,) e/, q, >0 olsun.Bu takdirde

(s, >s(N,p.q)=s, >s)<(c,=0(q,)ver, =0(q,))
dir [5].

Ispat: Teorem 3.2.2 de 6zel olarak her n igin G, =1 segilirse istenen elde edilir.
3.3.(p,).(a,) Reel veya Kompleks Diziler Ii¢in Limitleme Teoremleri

Teorem 3.3.1: » |c,|<oove max

0<v<n

r,|=0(|r,|) olsun. Bu takdirde

(s, >s(N,p,q)=s,=5+0(G,)) < |r,|=0(|a,|G,)

dir [5].

Ispat: Kabul edelim Ki |rn|:O(|qn|Gn) olsun. Bu takdirde 3.2.1 ve 3.2.2°nin

sartlarin saglandigini1 gostermeliyiz. Eger |rn|:O(|qn|Gn) ise V neNu{O} icin
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rﬂ

qnGn

oldugundan kismi toplamlar diziside yakinsaktir. Yakmsak her dizinin bir toplami

<K olacak sekilde 3K >0 sayisi vardir. Diger taraftan » |c,| yakmsak

var oldugundan,

Z:(;|Cn—er| :§|Cn—V||rV| - E%'rV|Z:(;|Cn—V| =O(|I’n|)0(l) ZO(O(|qn|Gn ))O(l) ZO(|qn|Gn)

Cnv

<K olacak sekilde 3K >0 sayis1 vardir. Bundan

n
yazilabilir. Buna gore Z
v=0 [Mn™~n

baska Z|Cn| yakinsak oldugundan ¢, >0 dir. max

0<v<n

r,|=0(|r,]) oldugundan

n

max

0<v<n

rv|:h dersek ﬁé K, yapacak sekilde 3K, >0 sayisi vardir. Buna gore
rn

|rn|2K£: K >0 yazilabilir. Bu yiizden de (c,_,) sifir dizisi ve ([I/r,|) smrli dizi

1

oldugundan ¢, =o(r,) yazilabilir. Diger taraftan |r,|=0(|q,|G,) ve ¢, , =o(r,)

oldugundan,
¢y =0(1,)=0(0(,G,)) =0(a,G,) (3.3.1)
elde edilir.

~o([r]) ve

Tersine olarak; Z|Cn|<°° ve max |r

<v<n V|

(s, —>s(N,p,q)=s, =5+0(G,))

olsun. Teorem 3.2.2° den dolay1 ¢, =0(q,G,) ve r,=0(q,G,) olmas: gerek ve

yeter sarttir. Bu ise,

i) Her n i¢in i|cn_vrv| =0(0,G,)
v=0
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i) Her vve ¢ — o i¢in ¢, =0(q,G, )

yazilabilir. Buradanda |r,|=0(0q,G,) elde edilir.

Uyarilar: 1) Eger (G, ), max|G,|=0(G,) ile verilen reel veya kompleks terimli bir

0<v<n

dizi ise, bu takdirde Teorem 3.3.1’in max|r,|=0O(r,) sarti, sonucu etkilemeksizin

0<v<n

max

0<v<n

q,/|=0(q,) ile degistirilebilir. Gergekten;

r

-
rh

L4
qV rn

q,
ds

9
r

n

9
)r

n

G G
)qn rn

o(G,)

(3.3.2)

\ \

:‘O(G

:‘o(e

yazilabilir. Diger taraftan

, d, <

L GPo++0Py UaPo  Po

oldugundan (q,/r,) smrl bir dizidir. max|G,|=0(G,) ve max|q,|=0(q,)

0<v<n 0<v<n

olugundan her 0<v<n igin |Gv| <K, < |Gn| olacak sekilde K;>0 vardwr. Her
0<v<n igin |qv| <K, < |qn| olacak sekilde K, >0 vardir. Buna gore her 0<v<n

icin (3.3.2) ifadesinden

r 1
ﬁ < K1K2|Gn|Fo: K = max|r,| =0(|r.|)
elde edilir.

2) Kabul edelim Ki (Gn), reel veya kompleks azalmayan bir dizi olsun. Bu takdirde

max|r,|=O(r,) ile max

0<v<n 0<v<n

qv| =0 (qn ) sartlar1 degistirilebilir. Gergekten,
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(G,) azalmayan dizisi ise her 0<v<n i¢in G,<G, yazlabilir. Buna gore

)

max

o<v<n |G

<1 oldugundan max|G,|=0(G,) elde edilir ki bu bize (1) ifadesine

0<v<n

doniistiiglini gosterir.

3) (r,)#c, ve (r,) monoton olmak iizere her bir durumda max

0<v<n

rv|=0(|rn|) sart1

gergeklestirilebilir. Gergekten;

i) Kabul edelim ki (r,)&c, ve (r,) monoton artan olsun. Bu takdirde her 0<v<n

i¢in; Iy <, <r, olugundan @%m =0(r,) yazilabilir.

ii) Simdi kabul edelim ki (r,)¢c, ve (r,) monoton azalan olsun. Bu takdirde her
0<v<n igin; I, =T, >T, oldugundan max|r,|=0O(r,) elde edilir.

0<v<n

4) Eger (N, Ar) regiiler ise, max|r,|= O(|rn|) saglanir. Gergekten; her 0<v<n igin;

0<v<n

ZV:Ark = Al + AL+ A AL = (=1 )+ (=) +..+(r, -1 ) =T, (3.3.3)

v
k=0

oldugundan

\

D Ax,

k=0

max (3.3.4)

0<v<n

r,| = max

0<v<n

yazilabilir. Uggen esitsizliginden her 0<v<n icin;

\

D Ax,

k=0

<3|ar| (3.3.5)
k=0
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elde edilir. Buna gore her 0 <v <n i¢in;

PNAEDY A (3.3.6)
k=0 k=0

oldugundan dolay1

maxzv:|Ark| < zn:|Ark| (3.3.7)
0<v<n k=0 k=0

elde edilir. Ayrica (N,Ar) regiiler oldugundan Teorem 2.1.1’in (i) 6zelliginden her

0<v<n igin;

LA
r

n

~-0(1) (3.3.8)

v=0

yazilabilir. (3.3.8) esitliginden her 0 <v <n i¢in;

ZIAnVI— (Ir.l) (3.3.9)

elde edilir. (3.3.4), (3.3.5), (3.3.7) ve (3.3.8) ifadelerini kullanarak,

max|r

0<v<n

.| = max

0<v<n

ZAr

= max > Jax] = > Jar] =0 [
elde edilir.

Sonug 3.3.1: ) [c,| <o ve max

0<v<n

r,|=0(|r,|) olsun. Bu takdirde

s, —>s(N,p,q)=s, =s+o(r,/q, )dir [5].
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Ispat: Kabul edelim ki ’|c,| <o ve |r,|=O(]r,|) olsun. Teorem 3.3.1°de

rn

G

. . r .-
vV veNuU{0} i¢in G,=|-"| segilirse

=0(G,) sart1 saglamir. Buna gore

n

Teorem3.3.1’den
s, >s(N,p,q)=s,=s+o(r,/q,)
elde edilir.

Sonug 3.3.2: Z|Cn| <00, max

0<v<n

r,|=0(|r,|) veya max

0<v<n

A,/ =0(Ja,)

olsun. Bu takdirde;
(s, >s(N,p,a)=s, >s<|r|=0(|q,))

dir [5].

Ispat: Teorem 3.3.1°de 6zel olarak her n icin G, =1 segilirse, istenen sonug elde

edilir.

3.4. Regiilerlik Sart1 icin Limitleme Teoremleri

a,
;

n

(s, >s(N,p.q)=s,=5+0(G,))<r,/a,|=0(G,)veD> Jc,| <0

Teorem 3.4.1:

= O[Gij ve (N , AI’) regiiler olsun. Bu takdirde

n

dir [5].
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Ispat: (N,Ar) regiler oldugundan Teorem 3.3.1in 3. Uyansindan dolay

max

0<v<n

rv|=O(|rn|) yazilabilir. Bu yiizden ) |c,| <o oldufunu ispatlamak yeterlidir.

Teorem 3.3.1°de

> lc. 5 ]=0(la.|G,) (3.4.1)
v=0

elde etmistik. Hipotezden C:—” = O[Gij oldugundan

(lan/G,)=0(|r,]) (34.2)

yazilabilir. (3.4.2)’yi (3.4.1)’de yerine konulursa,
3. c1=0(a/,)=0(0(x)~O()

elde edilir. Ayrica (N,Ar) regiiler oldugundan VneNuU{0} i¢in kzv(;|Ark|:O(|rv|)

yazilabilir. Buna gore Z:Ark =T, oldugundan

k=0

n

n
2 [cn =2
v=0

v=0

\

D Ax,

k=0

A\
C., ZArk
k=0

n
=2[cn.
v=0

=0(Jr)

yazilabilir. Bu yiizdende

\

D Ax,

k=0

n
2.[¢.
v=0

<3e..[33jan =0 )

elde edilir. Buna gore
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n v n n n n—k n k
)3 SR YWLAESRIADY D WLADY CAED WA Y
v=0 k=0 k=0 v=k k=0 v=0 k=0 v=0

elde edilir. Bu ise,

n

k
3 jan e, =O([)

k=0

oldugunu gosterir. (N,|Ar,|) total regiiler oldugundan »_|c,| smurh degilse, asikar

olarak bu son durum saglanmaz [2]. Bu yiizden ) |c,|< oo

Uyan 3.4.1: (N , AG) regiilerse (N ,Ar) regiilerligi yerine Teorem 3.4.1°de (N : Aq)
regiilerligi yazilabilir. Yani; (N,Aq) ve (N,AG) regiilerligi ( N,A(qG ))
regiilerligini ~ gerektirir. ~ Gergekten; (N,Aq) , (N,AG) ve ( N,A(qG ))

dontistimlerine karsilik gelen matrislerin elemanlari sirasiyla

My yen AGhy  yen AEG) o,

0 V>N 0 ,V>n 0 V>N

ile verilsin.

A(qn—an—v) = qn—an—v - qn—v—lGn—v—l
= qn—an—v - qn—an—v—l + qn—an—v—l - qn—v—lGn—v—l

=0 (Gn—v - C-:'n—v—l) + C-:'n—vfl (qn—v - qn—v—l)

= qn—vAGn—v + Gn—v—lAqn—v

oldugundan
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elde edilir. Buna gore;
) (N , Aq) ve (N , AG) regiiler oldugundan her v i¢in,

. A . A
|Imanvzllmh20 A limb,, =lim Gy

n—o n—o qn n—o n—o Gn

=0

dir. Ayrica n—v-1<n-v<n oldugundan (q,./q,) ve (G,_,/G,) smrhdir. Buna

gore,

I|m C = ||m qn—vAGn—v +Gn—v—lAqn—v — O

nswo Vo nooo qnGn

elde edilir.

ii) Her n i¢in

2 [Cn] = D[]+ 2. en]

v=0 v=0 v=n+1

— C qn—vAGn—v + Gn—v—lAqn—v
; qnGn
o qn—v AC;n—v + Aqn—v n Gn—v—l AQH—V

< 3.4.3
; qn ‘ Gn ‘+v:0 Gn qn ( )

yazilabilir. (N,Aq) ve (N,AG) regiiler oldugundan Teorem 2.1.1°in (i)

ozelliginden,
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n

2

v=0

n

:O(l) A Z

v=0

ACL']—V AGI']—V

Qs

~0(1)(3.4.4)

n

yazilabilir. (q,_,/0,) ve (G,_,/G,) diziler smirli oldugundan ve (3.4.3) de (3.4.4) ii

kullanarak, her n i¢in

AC;n—v-'_Aqn—v + c C;—v—l

G = G

n

Ag,.,
Qs

3 o] < 3 G -o(1)

V=0 v=0 0,

esitsizligi elde edilir. Bu yiizdende sup ) _|c,,| < elde edilir.

N v=0
iii) Her n igin

n ", A(9,.,G,.,)

(9]
2

I
M

1 [ N
q.G, | &I Zoql 1}
1 [ n o
= qnGn + z qn—an—v - Z qn—v—1Gn—v_1 - q_lG_l
q,G, | — 2.
1 [ n )
= nGn + n—an—V - n_an_V
qnGn _q VZ:; q VZ:; q i|
1
- G
7G, (G
=1
oldugundan

0 n
Iim» c_=lim)» c_ =liml=1
im3c,, = lim 3¢, = lim

elde edilir. O halde (N,A(qG)) regiilerdir.
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Sonug 3.4.1: Kabul edelim ki (N, Ar) regiiler olsun. Bu takdirde

(s, >s(N,p.q)=s,=s+0(r,/q,)) = D[c,| <
dir [5].

Ispat: Kabul edelim ki (N,Ar) regiiler. Eger Teorem 3.3.2’de Vne NU{0} i¢in

94

=0 [ij ve
I G,

n

n

G, =—" segilirse,
oh

n

:O(Gn) sartlarmm her ikisi de

saglanacagindan dolayi, Teorem 3.3.2°den
(s, >s(N,p.q)=s,=s+0(r,/q,)) = D[c,|] <
elde edilir.

Sonug 3.4.2: Kabul edelim ki |q,|=O(r,|), (N,Aq) veya (N, Ar) regiiler olsun. Bu

takdirde
(s, >s(N,p,q)=s, >s)<|r|=0(|a,|) ve D Jc,|<o
dir [5].

Ispat: Eger (N,Ar) regiiler ise, Teorem 3.4.1°de ozel olarak her n i¢in G, =1

=0 (ij ve
Gn

|qn|:O(|r |) ve |rn|:O(|qn|) sartlarina doniigiir. Bu durumda her n igin G, =1

n

r

n

Y T
Qs

r

n

secilirse, Teorem 3.3.2°de :O(Gn) sartlar1 sirasiyla,

secilirse, Teorem 3.3.2, Sonug 3.3.2’ye indirgenir.
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Eger (N,Aq) regliler ise, Teorem 3.4.1'nin ispatindan sonraki ag¢iklamalardan
dolayz; (N,Aq) niin  regiilerligi (N,AI’) ‘niin regiilerligi ile yer degistirilmesi i¢in
(N,AG) regliler olmalidir. Bunun icin 6zel olarak; genel terimi her n igin

G, :n—Jr; olan (G, ) dizisini goz oniine alalim. Buna gore (G,) ve (1/G,) dizileri
n+

smirhdir. (G, ) dizisinin doniisiim matrisinin elemanlar1
n

= v<n
aI’1V = (3n
0 V>N

ile verilsin. Bu doniigiimiin regiiler oldugunu gdstermek icin Teorem 2.1.1°1

uygulayalim.
i) f(x):x—+l: l—i alimirsa f'(x)= 1 ~>0 oldugundan f fonksiyonu
X+2 X+2 (x+2)
artan fonksiyondur. Dolayisiyla Vne NuU{0} i¢in G, = n+; ile tanimlanan (G,)
n+

dizisi artan  dizidirr Bu ylizden 0<v<n ve VneNu {0} icin

AG, =G, , -G

n n-v n-v-1

> 0 yazilabilir. Dolayisiyla her n igin,

n

. o . AGn—v
S fanl= Yl 3 =210
v=0 v=0 1 0 n

V=N+. V=

e} 1 n
=2 She, |

v=n+1 n v=0

n-v+l n-v |
n—-v+2 n—v+ﬂ

1 n

1 G(n-v+1 n-v
-3 )

L yo\nN=v+2 n-v+1

1 &n-v+l & n-v
512 }

Slmn=-v+2 Sn-v+l
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i_Z”: n-v+l n-v+l
G, |l/=mnh-v+2 Fn-v+2

1[n+l &n-v+l & n-v+1
= £y _
G,[n+2 TIn-v+2 TIHn-v+2

n+1
n+1j n+2
n+2

/_\\

H

oldugundan supi|cw| <o elde edilir.

N v=0

ii) Her n i¢in

e n 2 L AG = 1 &(n=-v+l n-v
a:a+ a, = =+ ) 0=— -
; ™ V= ™ V:Zm-l " v=0 Gn V:Zm_l Gn ;(n—V‘i‘Z n—V+1j
_i_z”: n-v+l & n-v

Gn _Vzon_v+2 Vzon_v+1
C1[&n-v+l Gn-v+l

G,l/=mnh-v+2 EIn-v+2

1[n+l &n-v+l &n-
_lin+ +z +1 v+1

G,[n+2 TIn-v+2 THn-v+2

1 n+1
B n+lj n+2

n+2

L

oldugundan

Ilmzanv Z a,, =liml=1

n—o0 n—>oo n—oo
v=0

elde edilir. Bu ylizden Teorem 2.1’in biitiin sartlar1 saglandigindan dolay1 (N,AG)
regiilerdir. Diger taraftan sinirl oldugundan |qn| :O(|I’n|) dir. Bu ise |qn| :O(|rn|)

oldugunu gosterir.
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n

(p,) ve (g,) pozitif diziler iken, |q,|=O(]r,]) ihmal edilebilir. Bu teoremden

asagidaki sonug ¢ikarilabilir.

Teorem 3.4.2: Hernicin p, >0 ve g, >0, (N,Aq) veya (N,Ar) regiiler olsun. Bu
takdirde

(Sn —s(N,p.q)=s, —>S)<:>((Pn) dizisi sinirl VGZ|Cn|<OO)

dir [5].

Ispat: Teorem 3.4.1’in Sonug 3.4.1°den dolay1 her n i¢in p, >0, g, >0, (N,Aq)
veya (N,Ar) regiiler olmak iizere (s, —>s(N,p,q)=s, =s)<|r,|=0(|q,|) ve

Z|Cn|<oo" Onermesi yazilabilir. Bu yiizden de bu teoremi ispat etmek igin

r,=0(q,) olmasi ancak ve ancak (p,) dizisinin yakinsak oldugunu gdstermek

kafidir.
Simdi kabul edelim ki (p,) dizisi yakinsak olsun. bu takdirde (p,) dizisinin limiti

pozitif olmak zorundadir. Clinkii Z p, Ve ch nin her ikiside mutlak yakinsak ve

o0

:Z( pvcn—van + pOCOXO =Z:0-Xn +1.1=1
n=1 \ v=0 n=1

elde edilir.

i) Simdi eger (N,Aq) regiiler ve (pn) dizisi yakinsak oldugundan ve Abel kismi

toplama formiiliinden
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n n-1 v n n-1 \ n
L= 0P =D AG, > P+, 0.0, =D A, > P;+qP, =D Aq, P, (3.4.5)
v=0 v=0 j=0 j=0 v=0 j=0 v=0

yazilabilir. Buna gore

r—”ziZn)Aqn_vF’v%L

qn qn v=0

elde edilir.

Tersine olarak, eger (N,Aq) regiler ve r,=0(q,) olsun. Bu takdirde Teorem
2.1.1°den dolay1 Z|Aqk| < Kg, olacak sekilde K>0 sayis1 vardir. Bu ifadenin her iki
k=0

tarafim1 p, , ile ¢arpar, daha sonrada her iki tarafi v=0" dan n’ ye kadar toplamini

alirsak

pn—vZ|Aqk| < KI:Jn—qu = Z pn—vZ|Aqk| < KZ pn—qu
k=0 v=0 k=0 v=0

= |Aq > b, <K,
k=0 v=k

= Zn:|Aqk| P, <K
k=0

= Zn:|Aqn_v| P <Kr, (3.4.6)
k=0

elde edilir. (3.4.6)’ nin her iki tarafin1 q ile boliiniirse, I, = O(qn) oldugundan,

: |Aq”k|PkSKr—”=O(1):>Zn:|Aq"k|

P =0(1
k=0 qn qn k=0 qn “ ( )
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elde edilir. Bu yiizden (N,|Aq|), total regiiler oldugundan B, =O(1) yazilabilir. Bu

yiizden de (p,) yakinsaktur.

i) Eger (N,Ar) regiiler ve (Pn) de (Pn)—> L #0 olacak sekilde yakinsak bir dizi

ise, bu takdirde

p(x)=P(x)(1-x) (3.4.7)

c(x) :c((i)) (1-x) (3.4.8)

p(x)c(x)=(1-x)"P(x)c{) (34.9)

elde edilir. Ayrica p(x)c(x)=1P(x)=>_Px" ve ¢(x)= icnl) (x) oldugundan,

= VneNuU{0} igini P c¥=1 (3.4.10)

n +1V:0 n-v-v

elde edilir. Bu yiizdende VVe{O,l,Z,...,n} icin Iimcsl)PrH:l olmalidir. Aksi

V—o0

takdirde
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limc"p_ =1 (v=0,1,2,...,n)

V—0o0

ise, IIm—Z - Y 21 elde edilir ki bu (3.4.10) sonucu ile gelisir.
n—o n+

(Pn), L #0 a yakmsayan bir dizi oldugundan Vv e {0,1, 2,..., n} icin (PH), Lz0 a

yakinsayan bir dizidir. Bu ylizdende,

n n n n
Z(Arn—v )c\(/l) = ZA n— vzck ZCkZAr = CkZ(rn—k - rn—k—1)
v=0 v=0 =v k=0 k=v
n n n+l n n
=2.G {Z Mok — Z Mok } ch{ Z « Z L _rl:|
k=0 k=v k=v+1 k=v+1 k=v+1

n n n
Z Ck I‘-n—v = Z Cn—k Z pv—k qk
k=0 k=0

n

Coc (PG + Pysly +--+ PoCl,)

=
o

=C, (Poly ) +Cos ( P10y + PGk ) + -+ Co (Py0lo + -+ Polly )
=(CyPo +Coy Py -+ CoP, ) G +(Cy Py + -+ Co Py ) Oy + -+ (Cy P ) G,

n-1
[ Cn—v k pv jqk 0 pO ) qn

v=0

l—*

n—

S
1l

0
n-1

= ZO.qk +1.q,
k=0

=q, (3.4.11)
elde edilir. (3.4.11) ve (N, Ar) regiiler oldugundan

- % — O Zn:(—Ar"‘V }51) N %

yazilabilir.
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Tersine, eger r, =0(q,) ise, YneNuU{0} i¢in r, <K,q, olacak sekilde K, >0

sayis1 vardir. Bu ylizden de,

P, <D0 P K, =K D p,La, = —Z Pty <D Pyl (3.4.12)
v=0

v=0 v=0 v=0 1 v=0

V

yazilabilir. (N, Ar) regiiler oldugundan dolay: Z

v=0

<K, olacak sekilde K, >0

n

sayis1 vardir. Bu yiizden de, Vne NU{0} i¢in

SIAK| < K, |r)| (3.4.13)

v=0

yazilabilir. (3.4.13)’ i (3.4.12)’ de yerine yazilirsa,

n

rn: anV_ anvv—

v=0 1 v=0 2 =

P AR =1, =MD p, > [Ar] (34.14)
v=0 k=0 v=0 k=0

elde edilir. Ayrica,

> P AR =AY b, =D AR R, (3.4.15)
v=0 k=0 k=0 vk o

oldugundan (3.4.15), (3.4.14)’ de yerine yazilirsa,

r = 3 P, vqV2M2|Ark|Pnk:>Z|Ark|P ksKKzrn:>Z
v=0

=01

n

elde edilir. (N,Ar) regiiler oldugundan P,=0(1) yazilabilir. Bu yiizden de (P,)

n

yakinsaktir.
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3.5. Genellestirilmis Norlund Toplanabilirlik I¢in Etkisizlik Teoremleri

Teorem 3.5.1: (p,)e#7, q, >0 olsun. Bu takdirde; (N,p,q) etkisizdir ancak ve

ancak r, =0(q,) dir [5].

Ispat: Kabul edelim ki r, =O(q,) olsun. (s,) dizisinin (N,p,q) doniisiim dizisi (t,)

ile gosterelim. Buna gore

t, :%Zn: P48, = Zn:bn_vsv (3.5.1)
v=0

n v=0

olup, bu doniisiime karsilik gelen matrislerin elemanlari

pn—qu ,V S n
b, =1 T, (35.2)
0 V>N

ile tanimlanir. B =(h,, ) matrisi regiilerdir. Gergekten,

i) Hernigin Y [0.,|=>[b,, |+ > b, |==>_p,.0, =1
v=0 v=0

v=n+1 rn v=0

oldugundan Supi|bnv| <o dir.

N v=0

Py

n

ii) (p,)e# ve (p,) artmayan bir dizi ise VYv<n icgin =0(1) yazilabilir.

(p.)eM ve Q - (N—>wx) ise, (3.2.29) da ris oldugu gosterildi.

P.Q,
(3.2.29) un her iki tarafi p,_ ,q, ile carpilirsa,
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pn—qu S K pn—v S£:O 1 (353)
r, P.Qn Q. 2

yazilabilir. (3.5.3)’ den de her v igin,

limb,, = lim Pt
n—o n—ow rn

elde edilir.

. s 1 1
|||)Z|bnv| - z—pnquv = _Z PG =—r =1
v=0 v=0 rn rn

rn v=0
oldugundan

limb, =liml=1

n—o n—o

elde edilir. B= (bnv) matrisi Teorem 2.1” in biitiin sartlarmi sagladigindan dolay1, B

regiilerdir. Dolaysiyla (N,p,q) regiilerdir. Simdi (N,p,q) metodunun ters

doniisiimiiniin regiiler oldugunu gosterelim. (N,p,q) metodunun ters ddniisiimii; (t, ),

(Sn) dizisinin (N,p,q) doniisiimii dizisi olmak tizere (tn) dizisinden (Sn) dizisine,

S, =— Z Iern—vtv = anvtv (354)

ile verilen bir donilisiim oldugu Teorem 3.2.1° de gosterildi. (N,p,q) metodunun

etkisiz oldugu i¢in, (3.5.4) doniisiimiine karsilik gelen, ve matris elemanlari

r-VCn—V ,V < n
anv = qn
0 V>N
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ile verilen A=(a,,) matrisinin regiiler oldugunu gosterelim.
(N,p,q) metodu regiiler oldugundan Sonug 3.2.2° den dolay1

(s, >s(N,p.q)=s,=s+o(r,/q,))

yazilabilir. Sonug 3.2.1° den dolay1 da
(s, >s(N,p.q)=s,=s+o(r,/g,))<(c, =o(r,))

yazilabileceginden  hipotezden dolay1 r = O(qn) olmast1 nedeniyle
¢, =0(r,)=0(0(g,))=0(d,) elde edilir. Bu yiizden de ¢, =0(q,) ve r,=0(q,)

oldugundan sonug 3.2.3’ iin yeterlilik kismindan dolay1
s, >s(N,p.q)=s,—>s

yazilabilir. Bu ise t, ->S=>S, —S oldugunu gosterir. Bu yilizden de (3.5.4) ile

verilen doniisiim regiiler bir doniisiimdyir.

Sonug 3.5.1: Kabul edelim ki (p,)e#7olsun bu takdirde (N,p) etkisizdir ancak ve
ancak (pn) yakinsaktir [5].
Ispat: Kabul edelim ki (pn) € 77 olsun. Bu takdirde Teorem 3.5.1 de 6zel olarak her

ni¢in ¢, =1 segilirse,

n

n 1 1
I, = Py = Z pn—v'l: I:)n ve tn = _Z PSS, = FZ PnvSy
v=0 n v=0

V=0 I, v=o

oldugundan (N,p,q) metodu (N,p) metoduna indirgenir. Ayrica
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elde edilir. Bu yiizden de (p, )€ 7 oldugundan Teorem 3.5.1°den dolay1

(N,p,1)=(N,p) etkisizdir < P, =0(1)

yazilabilir. Diger taraftan ( pn) e/ve ( pn) siirlt dizi oldugundan (Pn) yakimsaktir.

Teorem 35.2: Y '[c,[<, > |p,| <o, ya max(

0<v<n

a,)=0(|a,|) vada

max (|r,[)=O(|r,|) olsun. Bu takdirde (N,p,q) etkisizdir ancak ve ancak |r,|”|q,|

0<v<n

olmasidir [5].

t[)=0(r,)

saglansm. Bu takdirde (N,p,q) etkisiz ise (N,p,q) ve (N,c,r) regiilerdir. Bu yiizden de

a)=0O(la,|) ya da max(

0<v<n

ispat: Y’|c,[<o, D|p,[<o, ya max(

0<v<n

Sonug 3.3.2” den dolay1

(s, >s(N,p.a)=s,=5) = (|r,|=0(|a,[)) ve

(t, >s(N,cr)=t, =s)< (anl =°(|rn|))

yazilabilir. Buna gore

[(sn —s(N,p,q)=s, =S)/\(tn —s(N,c,r)=t, =s)}<:>[(|rn|=o(|qn|))A(|qn|=0(|rn|))]

elde edilir. Bu yiizden de

(N,p,q) etkisizdir <:>[((sn —s(N,p,gq)=s, >s)A(t, >s(N,c,r)=t, —>s)]

[ (nl=0(a.) (.| =o(r))]

= |I‘n |: |qn | dir. Boylece  teoremin  ispati  tamamlanmis olur.
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4. FOURIER SERILERININ GENELLESTIRILMiS NORLUND
TOPLANABILMESI

Bu kisimda Fourier serilerinin genellestirilmis Norlund toplanabilmesi ile ilgili bir

teorem ispatlanmustir.

Tanim 4'1:Zan , kismi toplamlar dizisi (Sn) olan bir sonsuz seri olsun. p, =0
n=0

olmak {izere p, (pn) dizisini gostersin yani p =(pn) olsun. Verilen p ve q gibi iki

dizinin konvolisyonu

(p*a), =Zn‘, Py i (4.1)

ile tanimlanir.

Herhangi bir (s, ) dizisi igin

1 n
thq — S
) Z;,pq ’

olsun.

vneN igin (p*q)n #0 ise bu durumda (Sn) dizisinin genellestirilmis Norlund
doniisiimii (t7?) dizisidir. Eger n—oo iken ve tP" —s ise bu durumda (s,)

dizisine s degerine (N,p,q) genellestirilmis Norlund metoduyla toplanabilirdir denir

ve s, — S(N, p,q) ile gosterilir [8].

Bir (N,p,q) metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar



kZ:;I P, %|=0(|(p*a),))

ve N — oo iken Vk >0 sabiti igin g, # 0 olmak lizere p, , :0(‘( p*q)n‘) olmasidir.

vneN i¢in g, =1 ise (N,p,q) metodu (N, pn) metoduna indirgenir.
vneN i¢in p, =1 ise (N,p,q) metodu (N, q,) Riesz metoduna indirgenir.

n+a-1

a >0 olmak iizere p, :( j oldugundan (N, p,) metodu iyi bilinen (C,a)

metoduna indirgenir.

p, = il 6zel durumunda Norlund ortalamas: harmonik ortalama olarak bilinir ve
n+

(N,ij seklinde yazilir.
n+1

Tammd4.2: f , 27 periyotlu periyodik fonksiyon ve (—z,7) arahginda Lebesgue

anlaminda integrallenebilir olsun. f fonksiyonuna karsilik getirilen Fourier serisi

%+i(an cosnt +h, sin nt):iﬁh(t) (4.2)

n=1 n=1

ile tanimlanir. Bu boliim boyunca asagidaki gosterimleri kullanacagiz.

53



Bunlarin disinda M, her durumda ayn1 olmayan bir sabiti gosterecektir. Yakinsaklik
kavraminin aslinda her yerde yogun olabilen noktalar kiimesinde yakisak olmayan
stirekli fonksiyona bile karsilik gelen Fourier serisi kadar yetersiz gligte oldugu iyi
bilinir. Boylece seriler bu noktalarda bir fonksiyon temsili i¢in basarisiz olur. Bu

eksikligi kaldiran Onemli ispat bu ifadeyi anlamli yapan VX degeri ig¢in
%[f (x+0)+ f (X—O)] degerine diizgiin olarak (C,1) toplanabilen f (x)’ in Fourier

b

serisini olusturan Fejer [9] tarafindan yapilmustir. Ozel olarak f(x) * in her

stireklilik noktasinda Fourier serisi tam olarak f (X) > e (C,1) toplanabilirdir. 1. tiir

stireksizlik ve siireklilik noktalarinda Fourier serisinin (C,1) toplanabilme problemini

cozdiikten sonra burada 2. tiir siireklilik ve stireksizlik noktasinda saglanabilen kriteri

bulma problemi ortaya ¢ikmustir. Bu daha genel teoremi ispatlayan Lebesgue [10] nin

dikkatini ¢ekmistir. Dikkat ¢ekicidir ki Lebesgue kriteri biitlin 1. tip siireklilik ve

stireksizlilik noktalarinda uygulanabilir, hatta bu kriteri 2. tip slireksizlilik

noktalarinda gegerlidir. Lebesguenin sonucu, serilerin [C,a], a >0 toplanabilmesi

Hardy[2] tarafindan genellestirilmistir.

Serilerin, [C,a], a >0 dan daha zayif olan Harmonik toplanabilmesi Siddiqi [12]

tarafindan tartigilmistir.

Siddiqi’ nin sonucunun genellemeleri Norlund ortalamalari i¢in bir ¢ok yazar

tarafindan elde edilmistir. [lgili sonuglar i¢in Singh [13],[14] , Tripathi [17]

Rajagopal [15] vs. bakildiginda bu yazarlarin hepsinin sartlar1

]zwi_t)‘p(}jdt=o(Pn),n—>oo (4.3)

¥ t
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sartin1 gerektirir. Bu yiizden (4.3) sart1 Singh [13],[14] , Tripathi [17], Rajagopal [15]
vs. 1n sartlarindan daha zayiftir.

Burada Vn i¢in g, =1 olmast durumunda (4.3) 6zel durumunu igeren (3.2) sart1

altinda (4.2) serisinin (N,p,q) toplanabilmesi iizerine bir sonu¢ olusturuyoruz. Bu

yiizden bizim sonug¢tan yukaridaki biitiin sonuglar sonug olarak elde edilebilir.

Teoremin ifade ve ispatmna ge¢meden Once ispatta kullanilacak olan lemmalari

verelim.

Lemma4.1l: R, <q,P, d. (4.4)

Ispat: Gergekten

Rn = R0, + P9y +--+ PG

(0,) azalmayan oldugundan

Rn S poqn + plqn +..+ pnqn

R, <(py+p +..+p,)0, =R, <Pg,

elde edilir.

1w sin(n—k+2jt
Lemma4.2: N, (t)==—> p0,

27R, i% Sin(%)

olsun. Bu durumda

ogs% ise N, (t)=0(n) (45)
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(4.6)

(n—k+1jt
2

1 n
N, (1)< R & Py Gnk T

; sin(n—k+1jt‘
2

o
N, (t)‘ = 27R & P o« Siﬂ(%) ‘

dir. Gergekten

Ispat: 0<t< 1 icin
n

sin(n—k+1Jt t
Si n P 2 é
Rn k=0 o Sin% %

sizn: Py (2n+1) < Kn
R, =
olup [N, (t)‘ :O(n) dir. Mc Fadden [18] den diizgiin olarak 0<t<7z,0<a<b<n

olmak tlzere

, 1 1
] sm(n—k+2jt‘ p(t]

0 4.7
kzze;pk sin% ‘ t (4.7)

dir. Ayrica sabitlenmis n i¢in ¢, , pozitif artmayan oldugundan
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elde ederiz.

Bu teoremdeki N, (t) yi

1 n 1 n-k
N, (t)= ”—Rz D0, {EJFZ;COSW}

n k=0

seklinde yazabiliriz. Clinkii

——F— dr.

] 1
L a sm(n+2)t
— 4+ ) coskt =
2 ; 25in%

Boylece (4.7) istenen sonucu verir.

Lemma 4.3: (4.2) den j|¢(u)|du =0(t),t >0 (4.8)

u u

Ispat: F(t) :]jw(u)‘ p(ljdu

olsun. F (t) artmayan oldugundan (4.2) den il <t< 1 i¢in diizgiin olarak
n+ n
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elde edilir.

(p,) artmayan dizi oldugundan

n+1 n+1

Rn+1 = Z pkqn+l—k = poqn+l + Z pkqn+1—k
k=0 k=1

= Pl + 2, Preani
k=0

< qn+1 pO + Z pkqn—k
k=0
olup

Rn+1 Rn Rn
— =Pt SPot—
qn+l qn+l qn

dir. Fakat

R, = Pod, + POy +-.-+ PGy = BT,

dir.

(4.9) ve (4.10) u kullanarak

hg po+&: qun+Rn SZRn

qn+l qn qn qﬂ

yani R _ 0 (&]
qn+1 qn
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drr. (4.8) ve (4.11) dan

elde edilir. Boylece dF (u)= _|¢E_u)| P (%j oldugunda

t

. u:_tudF(u)
Jlo(ud Ip@

olup kismi integrasyonla
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dir. Ayrica u— 0 iken

o2 Ll

orjinde yakinsaktir. Simdi (4.14) i kullanarak (4.13) nin sag

dir. Boylece

tarafindaki ilk iki terim 0(t) ye esit oldugu goriiliir.. Ayrica

1 1 .. 1 1 1 1
—<u<= i¢in n<=<n+l=p|=|=p, =P, olup —<=— e
n+1 n u u H (1} P

p —
u
. . 1 1
—<u< icin =
n n— (1) P,
p —
u
elde edilir. Boylece u=— de ——, = 1 _ P
n p(lj I:)n—l I:>n I:)n—lpn
u

sigramasina sahiptir.

Boylece (4.13) nin sagindaki 3. ifade

1 o +
olur. Gergekten U =— doniisiimii yapilirsa U - 0" =>n—>o g
n
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t 1 }t/
qu(u)d :I
S
u
11 1
FI=|| =———dn
_T (nj[Pn PM]
- n
R
_I n)\P, P,
% n
L F 1) 3
L
1 nPnPn—l
n>¥
dir. Boylece
. 1) R
Lemma 4.1” i kullanarak F| — |<—"<P
n) q,

elde edilir. O halde sonug olarak

toplami yakinsak ve 0(t) ye esittir.
2 op P, plamu y (t) yees
t

Teorem 4.1: Regiiler genellestirilmis (N,p,q) Norlund metodu asagidaki gibi

tanimlansin. (P, ) non-negatif, reel sabitlerin monoton artmayan dizisi ve (q,)
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nonnegatif, reel sabitlerin monoton azalmayan dizisi olsun. Eger 0< ¢ < 7 sartini

saglayan & ig¢in n — oo iken

G, 5Mp@dt:o(&] (.15

t o\t d,

n

ise bu durumda (4.2) serisi t = x noktasinda f (x)" e (N,p,q) toplanabilirdir.

n

Ispat: S (x)=>_A (x)

k=1

diyelim ki
ﬁ¢(t)sin(n+;jtdt
S —f(x)=—
n(X) (X) 272__([ Sln(%)
olup bu yiizden
1 x ) sin(n—k+;]tdt
tr—f(x)= M—Rjﬂt)z P ¥n-« sin(y)

no k=0 2

~[#(ON, (1)t
dir.

Teoremi ispatlamak igin kabuller altinda n—oo iken | = _[ $(t)N, (t)dt =0(1)
0

oldugunu gostermeliyiz.

0<S<7 igin |=[I+I+T }zﬁ(t)Nn(t)dt
=L +1,+1,
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yazilabilir. (4.5) den

n

< [N, 0

0

%
1| = j¢(t)Nn(t)dt

l,=0(n) Jp‘¢(t)‘ dt ve Lemma 4.3’ ten

0
n

%
L=0(n [lo(0)et=0{n ] flo(t)o

0

I, =0(1) elde edilir.

Wg_ﬂ\p@dt

Ayrica (4.6) dan |, = O(q—}
"

R

(4.15) de N — o iken

elde edilir.

- 1 o sin(n—v+;jt
B ?[¢(t) 7R, =% Pl sin(%) o

N

olup Riemann-Lebesgue teoremi ve metodun regiilerliginden n— oo iken 1, =0(1)

dir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

63



Not: (1) Teorem 4.1’ de Vn icin g, =1 secerek asagidaki Teorem 4.2° y1 elde
ederiz.

Teorem 4.2: (p,) non-negatif, artmayan dizi ve (4.3) saglaniyorsa bu takdirde (2.1)
Fourier serisi t=x noktasinda f (x)' e (N, p,) toplanabilirdir.
Teorem 4.2 lyengar [16] tarafindan verilmistir. Teorem 4.2, Singh[lS],[14] , Tripathi

[17], Rajagopal [15] v.s ¢alismalari iizerine bir genellemedir.

(2) Hemen hemen Vte(0,58) i¢in sartlar G(t)=0 iken saglanacagindan Teorem

4.1’ in dogru oldugu bazi1 durumlardan bahsedilebilir. Eger

liminf 22 < oo (4.16)

n—oo qn

ise Teorem 1 saglanir. Bu nedenle (4.15) deki integral, keyfi kii¢iik degerler almak
iizere yeteri derece keyfi biiylik n” ler i¢in vardir. Fakat bu integral n’ nin azalmayan
fonksiyonudur. Ciinkii integral non-negatif oldugundan ve n degerini arttirdigimizda
integralin degerini de arttirmis oluruz. Boylece integral 6zdes olarak sifir olacaktir.

Ozel olarak

P,=0(1) (4.17)

Q,=0(a,) (4.18)

sartlar1 saglandiginda (4.16) nin saglandigini belirtmek gerekir. (4.17) nin (4.16) y1
gerektirdigi sonucu Lemma 4.1 den ¢ikar. Diger taraftan (4.18) saglaniyorsa bu

takdirde

Rn = qun + plqn—l +..+ pan ,

< po(qo+q1+---+qn): pan :O(Qn)zo(qn)
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. ..R
= liminf 2 <0

n—oo qn

oldugundan (4.16) saglanir.

(3) Lemma 4.1’ den (4.15), (4.3) i gerektirir. Bu ylizden Iyengenin teoreminden

Fourier serisinin (N, p,) toplanabildigi sonucu gikar.

(N, p,)= (N, p,q) (4.19)

olmas1 durumunda Teorem 4.1° in sonucu ¢ikar. Bununla beraber (4.19) u saglayan

durumlar olmasima ragmen Khare ve Tripathi [17] deki gibi saglamayan durumlar da

vardir. Bu nedenle bu yolla (4.19) un saglanmasi halinde Teorem 4.1 in bize yeni bir

sey vermeyecegi konusunda uzlasiriz.
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SONUC

Bu calismada 6zel bir toplanabilme metodu olan (N, pn) Norlund toplanabilme

metodunun (N, p,q) genellestirilmis Norlund toplanabilme metodu incelendi. Bu

metodun regiilerligi yardimiyla etkisizlik ve limitleme teoremlerinin ispatlar1 ve

(N, pn) metodunun genellemesi oldugunu teoremlerle inceleyerek elde edilen
sonuclar tartisildi. Bazi regiiler metotlar yardimiyla etkisizlik ve limitleme
teoremlerinin sonucglarin karsilastirilmasi incelendi. (pn) dizisi ile (qn) dizisine
konulan bazi sartlar altinda (N, P, q) ile ilgili teoremlerin ispat1 incelendi. Son olarak
ise Fourier serilerinin (N, p,q)toplanabilmesi ile ilgili bir teoremin ispat1 incelendi.
Fourier serisinin toplanabilmesi arastirilirken o6zellikle (C,l) toplanabilmenin
kazandirdigi bilgilerin ve metotlarm (N, p,q) toplanabilme ispatini incelemede

biiyiik yararlar sagladig1 gézlemlendi. Fourier serilerinin (N, P, q) toplanabilmesinde

(4.3) sartin bu metodu arastiran yazarlar tarafindan konulan sartlardan daha zayif

sart oldugu goézlemlendi. Fourier serilerinin (N, p,q) toplanabilmesini aragtirmak

icin bazi lemmalara ve 6zellikle de Lemma 4.1’ e ¢ok ihtiya¢ duyuldugu goriildii.

Ciinkii diger lemmalarin ispatinda bile Lemma 4.1’ den faydalanildig1 gézlemlendi.

Ayrica (4.16) sartinin saglanmasi halinde Teorem 4.1° in dogru oldugu sonucu

incelendi. Yine Lemma 4.1° den bazi sartlarin birbirini gerektirmesi sonucunda

ozellikle de (N, pn):>(N, p,q)olmas1 durumunda Teorem 4.1° in dogru oldugu
gbzlemlendi. Sonsuz bir serinin (N, p,q) toplanabilmesini arastirabilmek igin ilk

olarak bu serinin (C,l) -aritmetik ortalama metoduyla toplanabilmesini inceleme

yapmak gerektigi gercegi goriildii. Fourier serisi ile ilgili incelenen Teorem 4.1 ve

lemmalardan yararlanarak Fourier serilerinin conjugate(eslenik) serilerinin (N, p, q)

toplanabilmesinin de incelenebilecegi sonucuna varildi.
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