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ÖZET 

Bu çalışma dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci bölümde diferansiyel denklemlerin temel 

tanımlarına yer verilmiştir. İkinci bölümde eliptik integrallere değinilmiştir. Üçüncü 

bölümde Jacobi eliptik fonksiyonları, lineer olmayan dalga denklemlerinin tam periyodik 

çözümlerini elde etmek amacıyla  Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodu uygulanmıştır. 

Dördüncü bölümde ise kısmı diferansiyel denklemle tanımlı lineer olmayan geçişli daralan 

titreşimli iletim yollarının, çözümü için yeni Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodu 

kullanılmıştır. Bu çalışmada yeni Jacobi eliptik fonksiyonları açılımları metodu kullanılarak 

lineer olmayan dalga denklemlerine ait yeni periyodik çözümler elde edilmiştir. Elde edilen 

çözümler şok dalga çözümler  veya tekil  dalga çözümler sınır şartlarındadır. Ayrıca bu 

çalışmada yeni Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodunun kullanım alanlarından örnekler 

sunulmuştur. Çalışmada kullanılan metotlar matematik ve fizik alanlarında lineer olmayan 

kısmi diferansiyel denklemlerinin, uygulanabilir açık ve basit metotlardır.  

 

Anahtar Kelimeler:  Jacobi eliptik fonksiyonları, Dalga denklemleri, KdV denklemi.
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SOLUTION OF SOME NONLINEAR WAVE EQUATIONS WITH JACOBI 
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Thesis Supervisor: Assistant. Professor. Dr. Abdullah SÖNMEZOĞLU 

 

 

ABSTRACT 

This thesis consist of four chapters. The first chapter touches on fundemental definition of 

differantional equation. In the second chapter  elliptic integrals is referred. In the third 

chapter new Jacobi elliptic functions are applied in Jacobi elliptic function expansion method 

to construct the exact periodic solutions of nonlinear wave equations It is shown that more 

new periodic solutions can be obtained by this method and more shock wave solutions or 

solitary wave solutions can be gained at their limit condition. In the last chapter a new Jacobi 

elliptic function expansion method is used to find the exact solutions of the following 

nonlinear PDE describing pulse narrowing nonlinear transmission lines. Additionally, the 

given methods in this thesis are  straightforward and concise, can be applicable on nonlinear 

Partial differantial equation in mathematical physics. 

 

Keywords: Jacobi elliptic functions, Wave equations,KdV equation. 
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SEMBOLLER Ve KISALTMALAR LİSTESİ 

 

 

∆             : Delta 

R             : Reel sayı sistemi 

f               : Bir fonksiyon 

u(x,t)       : Çözüm fonksiyonu 

𝝀              : Lamda 

𝜺              : Ebsilon 

𝛀             : Omega 

𝝃              : Xi 

𝝋             : Phi 

𝝈             : Sigma 

KdV        : Korteweg-de Vries Denklemi 

mKdV     : Modifiye Edilmiş Korteweg-de Vries Denklemi 

KDD        : Kismi Diferansiyel Denklem 

 

 



 

1.GİRİŞ 

Bu çalışmada uygulamalı matematikte önemli yere sahip Jacobi eliptik 

fonksiyonların yeni bir türünü kullanarak dalga denklemlerinin çözümü 

incelenmiştir.  Matematiksel fizikte lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler 

fiziksel bilimlerde ana konuyu oluşturur. Literatürde şu ana kadar bu konuyla ilgili 

yapılan çalışmalardan yararlanılarak çalışmalar arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 

Bulunan çözümler ayrıca bilgisayar programları (Mable, Mathematica) vasıtasıyla 

grafiksel çözümlerle desteklenmiştir.  

1.1. Temel Tanımlar Ve Teoremler 

Tanım 1.1.1  

𝑥 ve 𝑦 bağımsız değişkenler 𝑧 bağımlı değişken olmak üzere bir kısmi türevli 

denklem,  

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧𝑥, 𝑧𝑦, 𝑧𝑥𝑥, 𝑧𝑥𝑦, 𝑧𝑦𝑦, … . ) = 0, 

şeklinde tanımlanır [1]. 

 

Tanım 1.1.2  

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) bilinmeyen bir fonksiyon,  𝑃  ise   𝑢 ve    𝑢’ nun her mertebeden kısmı 

türevlerini içeren  bir polinom olmak üzere lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel 

denklem  

𝑃 (𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, … ) = 0 

şeklindedir [2]. 

  

Tanım 1.1.3 

Laplace operatörü  

∇=
𝜕2

𝜕𝑥2
 , ∇=

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
 , ∇=

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 ,  

şeklinde tanımlanır.  

Hiperbolik tipten bir denklem olan 
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𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
− 𝑐2∇U = 0, 

denklemine hiperbolik türden dalga denklemi denir.  

Bu denklemde 𝑐 pozitif bir reel sabit ve   𝑡 zaman değişkenini göstermektedir. Buna 

göre 1,2,3- boyutlu dalga denklemleri;  

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2𝑈𝑥𝑥 = 0 , 

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2(𝑈𝑥𝑥 + 𝑈𝑦𝑦) = 0 , 

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2(𝑈𝑥𝑥 + 𝑈𝑦𝑦 + 𝑈𝑧𝑧) = 0 

şeklinde olup bu denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayılması ve 

quantum teorisi gibi konularda çok kullanılmaktadır. 

Dalga denkleminin çözümleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin 

dalgasını, bir ortamdaki ses yayılmasını, katılarda enine ve boyuna yer değiştirme 

dalgalarını ifade eder [3].  

 

Tanım 1.1.4 

∂u

∂t
+ αu2

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0 

denklemine 𝑚𝐾𝑑𝑉  denklemi denir. 

 

Teorem 1.1.5 

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1))                  (1.1) 

diferansiyel denklemini ve 𝑃(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)  noktasını ele alalım. 

𝑓,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑦(𝑛−1)
 

                                                                                            

fonksiyonları  sürekli olsun. Bu durumda P noktasının bir komşuluğunda (1.1) 

denklemini ve  

 

𝑔(𝑎) = 𝑏1, 𝑔′(𝑎) = 𝑏2, … , 𝑔(𝑛−1)(𝑥) = 𝑏𝑛 
 

 

koşulunu sağlayan 𝑦 = 𝑔(𝑥) bir tek çözümü vardır[4].
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2.ELİPTİK İNTEGRALLER VE JACOBİ ELİPTİK 

FONKSİYONLARI 

2.1.ELİPTİK İNTEGRALLER  

2.1.1. Simgeleme 

Eliptik integraller  iki değişkenli   fonksiyon olup bu değişkenler  𝜃  modüler açı ve  

𝑘  eliptik  çarpan olarak adlandırılır. 

Ayrıca  ∅  genlik olmak üzere çalışma boyunca 

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛∅ = 𝑠𝑛𝑢 

√1 − 𝑘𝑠𝑖𝑛2∅ = 𝑑𝑛𝑢 

gösterimleri kullanılacaktır [5]. 

Eliptik integrallerin Legendre  formları aşağıdaki gibi sıralanır. 

 

2.1.2. Birinci Tür Tam Olmayan Eliptik İntegraller 

Bu tür integraller  

 𝑢 = 𝐹(𝑘, ∅) = ∫
𝑑𝜃

√1−𝑘2 sin2 𝜃
                     0 < 𝑘 < 1       

∅

0
  

şeklinde tanımlanır [5]. 

  

2.1.3. İkinci Tür Tam Olmayan Eliptik İntegral 

Bir elipsin yay uzunluğunun hesabında kullanılan bu integraller  

𝐸(𝑘, ∅) = ∫ √1 − 𝑘2 sin2 𝜃   𝑑𝜃                        0 < 𝑘 < 1        

∅

0

 

 

şeklinde tanımlanır [5].  

 

2.1.4. Üçüncü Tür Tam Olmayan İntegraller 

n ≠ 0  olmak üzere bu integraller  

 𝜋(𝑘, 𝑛, ∅) = ∫
𝑑𝜃

(1 − 𝑛2 sin2 𝜃)√1 − 𝑘2 sin2 𝜃
            0 < 𝑘 < 1           

∅

0

 

                                 

şeklinde tanımlanır [5]. 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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2.1.5. Eliptik İntegrallerin Jacobi Formları 

Eliptik integrallerin Legendre formlarında   𝜗 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 dönüşümü yapılması halinde  

𝐹1(𝑘, 𝑥) ∫
𝑑𝜗

√(1 − 𝜗2)(1 − 𝑘2𝜗2)

𝑥

0

     

 

𝐸1(𝑘, 𝑥) = ∫ √
1 − 𝑘2𝜗2

1 − 𝜗2
  𝑑𝜗     

𝑥

0

 

 

𝜋 (𝑘, 𝑛, 𝑥) = ∫
𝑑𝜗

(1 + 𝑛𝜗2)√(1 − 𝜗2)(1 − 𝑘2𝜗2)
          

𝑥

0

 

 elde edilen  integraller eliptik integrallerin Jacobi formlarını gösterir [5]. 

 

 

2.1.6. Landen Dönüşümleri 

 

Landen dönüşümleri  

𝑡𝑔∅ =
𝑠𝑖𝑛2∅1

𝑘+𝑐𝑜𝑠2∅2
    veya   ksin𝜃 = sin(2∅1 − ∅) 

şeklinde tanımlanır. Bu dönüşümleri kullanarak 

𝑘1 =
2√𝑘

1 + 𝑘
 

olmak üzere 

        ∫
𝑑𝜃

√1 − 𝑘2 sin2 ∅
=

2

1 + 𝑘
∫

𝑑∅1

√1 − 𝑘2 sin2 ∅1

∅1

0

       

∅

0

 

                                                         

olduğu gösterilebilir. (2.8) eşitliği  

        

𝐹(𝑘, ∅) =
2

1 + 𝑘
 𝐹(𝑘, ∅1) 

şeklinde de yazılabilir.                                                   

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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Ayrıca  k < 𝑘1 < 1 olduğu görülebilir.. Landen dönüşümünün ardışık 

uygulanmasıyla k < 𝑘1 < ⋯ < 1 şeklinde modülü 𝑘𝑛 olan bir dizi elde edilir ve 

lim
𝑛→∞

𝑘𝑛 = 1 olduğu ispatlanabilir. 

Böylece   

𝐹(𝑘, ∅) = √
𝑘1𝑘2𝑘3𝑘4 … .

𝑘
 ∫

𝑑𝜃

√1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃
= √

𝑘1𝑘2𝑘3𝑘4 … .

𝑘
 

𝛷

0

𝑡𝑔(
𝜋

4
+

𝜋

2
) 

sonucu çıkar. 

Buradan   𝑘1 =
2√𝑘

1+𝑘
     𝑘2 =

2√𝑘1

1+𝑘1
   ve   𝛷 = lim

𝑛→∞
∅𝑛 

 dır.                                                                                                   

 

2.2. Jacobi Eliptik Fonksiyonları 

Karmaşık değişkenli çift periyodik eliptik fonksiyonlar mekanik ve 

elektroniğin çeşitli dallarında sorunların doğrudan çözümlerinde kullanılır. Lineer 

olmayan dalga denklemlerinin yeni periyodik çözümlerinin bulunmasında bu tür 

fonksiyonlardan yararlanılmıştır. Bu nedenle bu bölümde eliptik fonksiyonlarla ilgili 

bilgiler verilecektir. Daha ayrıntılı bilgiler Neville (1951), Milne – Thompson 

(1956), Jahnke ve Emde (1960), Whittaker ve Watson (1962), Erdelyi (1963), 

Abramowitz ve Stegun (1972)  gibi modern analiz kitaplarında bulunabilir[6]. 

 

Ters fonksiyon özelliği taşıyan eliptik fonksiyonlar, Jacobi eliptik integrali 

ters çevirerek elde edilir. 

 

Eğer |𝑘| < 1 ayrıca |𝑤| < 1  ise, I. tür eliptik integral aşağıdaki şekildedir. 

 

                    𝑢 = ∫ [(1 − 𝑡2)(1 − 𝑘2𝑡2]−
1

2  𝑑𝑡
𝑤

0
 

 

Analitik süreklilikle  𝑤’ nın tüm değerleri hesaplanabilir. Bu integral, 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝜙 ve 

𝑤 = 𝑠𝑖𝑛𝜙 (𝜙,modül açısı) olduğunda; 

              𝑢(𝜙, 𝑘) = 𝑢 = ∫ [(1 − 𝑘2𝑠𝑖𝑛2𝜙)]−
1

2  𝑑𝜙
𝜙

0
 

(2.10) 

 (2.11) 
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dır. Burada 𝜙 = 𝑎𝑚𝑝(𝑢) ‘ye amplitüd ve 𝑘’ya modül adı verilir ve 0 < 𝑘 < 1 

arasında değişir. Eğer 𝑘 = 0 ise bu integral 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛−1𝑤 veya 𝑤 = sin 𝑢 ifadesine 

eşit olur. Eğer 𝑘 ≠ 0 ise 𝑤 = 𝑠𝑛𝑢 veya  𝑠𝑛𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝜙 = 𝑠𝑛(𝑢, 𝑘) dır. 𝑠𝑛𝑢 

fonksiyonuna Jacobi eliptik sinüs fonksiyonu adı verilir [6].  

 

Reel periyodu 4𝐾 ve sanal periyodu 2𝑗𝐾′ olan bu çift periyodik fonksiyon  

𝑠𝑛(𝑢 + 4𝐾) = 𝑠𝑛(𝑢)    ve    𝑠𝑛(𝑢 + 2𝑗𝐾′) = 𝑠𝑛(𝑢) 

fonksiyonlar, Şekil 2.2.1 de görüldüğü gibi kutuplar (𝑗𝐾′, 2𝐾 + 𝑗𝐾′) hariç düzlemin 

her noktasına analitiktirler [6]. 

 

 

Şekil 2.2.1. Jacobi Eliptik sn fonksiyonunun karmaşık ve u düzleminin kafes noktalarındaki değeri 

 

 

Ayrıca çift periyodik özelliklerinden dolayı,her kafesteki iki sıfır(0) ve iki kutup (X) 

gerçel ve sanal eksenler boyunca sonsuz defa tekrar eder. 

 

𝑠𝑛𝜉 = 𝑠𝑛(𝜉, 𝑚) , 𝑐𝑛𝜉 = 𝑐𝑛(𝜉, 𝑚) ve  𝑑𝑛𝜉 = 𝑑𝑛(𝜉, 𝑚) sırasıyla Jacobi eliptik sinüs 

fonksiyonu, Jacobi eliptik kosinüs fonksiyonu ve üçüncüsü de Jacobi eliptik 

fonksiyon olarak  adlandırılır. 

Jacobi eliptik fonksiyonlarının gösterimleri ve özellikleri aşağıdaki gibi sıralanabilir 

[7]. 
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(1)   𝑠𝑛𝜉 = 𝑠𝑛(𝜉, 𝑚), 𝑐𝑛𝜉 = 𝑐𝑛(𝜉, 𝑚), 𝑑𝑛𝜉 = 𝑑𝑛(𝜉, 𝑚) 

(2)   𝑛𝑠𝜉 =
1

𝑠𝑛𝜉
,   𝑛𝑐𝜉 =

1

𝑛𝑐𝜉
 ,   𝑛𝑑𝜉 =

1

𝑛𝑑𝜉
 

(3)  𝑠𝑐𝜉 =
𝑠𝑛𝜉

𝑐𝑛𝜉
,    𝑠𝑑𝜉 =

𝑠𝑛𝜉

𝑑𝑛𝜉
 ,   𝑐𝑑𝜉 =

𝑐𝑛𝜉

𝑑𝑛𝜉
 

(4)  𝑐𝑠𝜉 =
1

𝑠𝑐𝜉
,   𝑑𝑠𝜉 =

1

𝑠𝑑𝜉
 , 𝑑𝑐𝜉 =

1

𝑐𝑑𝜉
 

(5)   𝑠𝑛2𝜉 + 𝑐𝑛2𝜉 = 1 ,  𝑑𝑛2𝜉 + 𝑚2𝑠𝑛2𝜉 = 1 ,  𝑚2(𝑐𝑛2𝜉 − 1) = 𝑑𝑛2𝜉 − 1 

(6)   𝑛𝑠2𝜉 − 𝑐𝑠2𝜉 = 1 ,  𝑛𝑠2𝜉 − 𝑑𝑠2𝜉 = 𝑚2,   𝑑𝑠2𝜉 − 𝑐𝑠2𝜉 = 1 − 𝑚2,   

(7)  𝑛𝑐2𝜉 − 𝑠𝑐2𝜉 = 1 , 𝑑𝑐2𝜉 − (1 − 𝑚2)𝑠𝑐2𝜉 = 1,  𝑑𝑐2𝜉(1 − 𝑚2)𝑛𝑐2𝜉 = 𝑚2 

(8) 𝑐𝑑2𝜉 + (1 − 𝑚2)𝑠𝑑2𝜉 = 1 ,  𝑛𝑑2𝜉−𝑚2𝑠𝑑2𝜉 = 1, 𝑚2𝑐𝑑2𝜉 + (1 − 𝑚2)𝑛𝑑2𝜉 = 1 

(9)  (𝑠𝑛𝜉)′ = 𝑐𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉  , (𝑐𝑛𝜉)′ = −𝑠𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉    ,   (𝑑𝑛𝜉)′ = −𝑚2𝑠𝑛𝜉𝑐𝑛𝜉     

(10)  (𝑛𝑠𝜉)′ = −𝑐𝑠𝜉𝑑𝑠𝜉  ,  (𝑐𝑠𝜉)′ = −𝑛𝑠𝜉𝑑𝑛𝜉    ,   (𝑑𝑠𝜉)′ = −𝑛𝑠𝜉𝑐𝑠𝜉     

(11)  (𝑠𝑐𝜉)′ = 𝑛𝑐𝜉𝑑𝑐𝜉  , (𝑛𝑐𝜉)′ = 𝑠𝑐𝜉𝑑𝑐𝜉    ,   (𝑑𝑐𝜉)′ = (1−𝑚2)𝑛𝑐𝜉𝑠𝑐𝜉     

(12) (𝑠𝑑𝜉)′ = 𝑛𝑑𝜉𝑐𝑑𝜉  ,  (𝑐𝑑𝜉)′ = (𝑚2 − 1)𝑠𝑑𝜉𝑛𝑑𝜉 ,  (𝑛𝑑𝜉)′ = 𝑚2𝑐𝑑𝜉𝑠𝑑𝜉     

 

Jacobi eliptik fonksiyonların 𝑚 modülü 𝑚 → 0  ve  𝑚 → 1 için aşağıdaki 

trigonometrik fonksiyonlara dönüşür:  

𝑚 → 0  için  𝑠𝑛𝜉 → 𝑠𝑖𝑛𝜉 , 𝑐𝑛𝜉 → 𝑐𝑜𝑠𝜉 , 𝑠𝑐𝜉 → 𝑡𝑎𝑛𝜉, 𝑐𝑠𝜉 → 𝑐𝑜𝑡𝜉 , 𝑛𝑐𝜉 → 𝑠𝑒𝑐𝜉 

𝑚 → 1  için  𝑠𝑛𝜉 → 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜉 , 𝑐𝑛𝜉 → 𝑠𝑒𝑐ℎ𝜉 , 𝑠𝑐𝜉 → 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜉, 𝑐𝑠𝜉 → 𝑐𝑠𝑐ℎ𝜉 ,  

𝑛𝑐𝜉 → 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜉 

 

Lineer olmayan problemleri anlamada önemli rolleri olduğu için  lineer 

olmayan  denklemlerinin tam  çözümlerinin oluşturulması çok emek sarf ettirir. Son 

zamanlarda homojenlik  balans metodu [8-10], hiperbolik tanjant açılım metodu [11-

13], trial fonksiyon metodu [14-15],lineer olmayan dönüşüm metodu [16-17] ve sin-

cos [18] gibi metotlar önerildi. Birçok tam çözümler elde edilmiştir ama bu metotlar 

sadece şok ve tek dalga çözümler elde edebilmiş olup  lineer olmayan dalga 

denklemlerinin periyodik çözümlerini elde edememiştir. Porubov [19-21] bazı lineer 

olmayan dalga denklemlerine bazı tam periyodik çözümler bulmasına rağmen 

Weierstrass eliptik fonksiyonu kullanmış  ve  karmaşık sonuçlar ortaya 

çıkarmıştır.  S.K. Liu, Z.T. Fu, S.D. Liu [22] Jacobi eliptik fonksiyon açılım 

metodunu önermiş ve bu metodu  bazı lineer olmayan dalga denklemlerine 

uygulamıştır. Bazı şok dalga çözümleri ve tekil  dalga çözümleri içeren bu metotla 
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sonlu Jacobi sin fonksiyon açılımına dayanan birçok periyodik çözümler elde 

edilmiştir. Daha sonraki çalışmalar göstermiştir ki farklı Jacobi eliptik fonksiyon 

açılımları uygulandığında bazı lineer olmayan dalga denklemlerinin çözümünde yeni 

periyodik çözümler elde edilebilir. Bu çalışmada, yeni Jacobi eliptik fonksiyon 

açılımları ve yeni periyodik çözümler hakkındaki  ayrıntılar incelenecektir. 
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3. JACOBİ ELİPTİK FONKSİYON AÇILIM METODU 

3.1. JACOBİ ELİPTİK FONKSİYON AÇILIM METODU [23]  

Aşağıda verilen lineer olmayan bir dalga denklemini göz önüne alındığında; 

𝑁 (𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 ,
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 , … ) = 0,                                                                               (3.1) 

Bu denklemin  

𝑢 = 𝑢(ξ),    ξ = k(x − ct),                                                                                       (3.2) 

şeklinde dalga çözümleri araştırılacaktır. Burada sırasıyla 𝑘 ve 𝑐 dalga sayısı ve 

dalga  hızıdır. 

𝑑𝜉

𝑑𝑥
= 𝑘 ,

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= −𝑐𝑘                                                                                                 (3.3) 

[22] de 𝑢(ξ), Jacobi eliptik sin fonksiyonunun yani 𝑠𝑛𝜉 nin sonlu bir serisi olarak 

ifade edilmektedir. Yani  keyfi 

 𝑢(ξ) = ∑ 𝑎𝑗 𝑠𝑛𝑗 ξ𝑛
𝑗=0                                                                                              (3.4) 

alınır ve bunun  en yüksek derecesi 

𝑂(𝑢(ξ)) = 𝑛                                                                                                          (3.5) 

dır.  

Dikkat edelim ki;  𝑐𝑛𝜉 ve 𝑑𝑛𝜉 sırasıyla  Jacobi eliptik  kosinüs fonksiyonu ve 

üçüncü tip Jacobi eliptik fonksiyon olmak üzere   

𝑑𝑢

𝑑ξ
= ∑ 𝑗𝑎𝑗 sn𝑗−1 ξ cnξ dnξ𝑛

𝑗=0                              (3.6) 

dır.  𝑚   (0 < 𝑚 < 1)  modülü ile 

cn2 ξ = 1 − sn2ξ ,    dn2 ξ = 1 − m2sn2ξ                       (3.7) 

dır. 

𝑑

𝑑ξ
 𝑠𝑛ξ = cnξdnξ,       

𝑑

𝑑ξ
 𝑐𝑛ξ = −snξdnξ,    

𝑑

𝑑ξ
 𝑑𝑛ξ = −𝑚2snξdnξcnξ                 (3.8) 

 

𝑐𝑛𝜉 = √1 − 𝑠𝑛2𝜉 ,     𝑑𝑛 = √1 − 𝑚2𝑠𝑛2𝜉                                                            (3.9) 

olduğundan 
𝑑𝑢

𝑑ξ
 en büyük derecesi olarak 

𝑂 (
𝑑𝑢

𝑑ξ
) = 𝑛 + 1                                   (3.10) 

ve 

𝑂 (𝑢
𝑑𝑢

𝑑ξ
) = 2𝑛 + 1     𝑂 (

𝑑2𝑢

𝑑ξ2 ) = 𝑛 + 2,     𝑂 (
𝑑3𝑢

𝑑ξ3 ) = 𝑛 + 3                                (3.11) 
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alınır. 

Böylece (3.1) deki en yüksek mertebeden lineer olmayan terimi ve en yüksek 

mertebeden türev terimini balans etmek için (3.4) de  𝑛  seçilebilir. 

𝑚 → 1  iken   𝑠𝑛𝜉 → 𝑡𝑎𝑛ℎ𝜉  olduğundan   (3.4)  aşağıdaki gibi dejenere olur. 

 

𝑢(ξ) = ∑ 𝑎𝑗 tanh𝑗 ξ.𝑛
𝑗=0                                        (3.12) 

 

Böylece Jacobi eliptik fonksiyon metoduyla şok dalga veya tekil  dalga çözümler de 

elde edilebilir. Seçilmiş 𝑛  için bazı lineer olmayan dalga denklemlerine periyodik 

çözümler ve tekil   çözümler bulunabilir. Gerçekten bazı lineer olmayan dalga 

denklemleri için farklı Jacobi eliptik fonksiyonlara bağlı aynı periyodik 

çözümler(tekil dalga çözümler içeren) bulabiliriz. [22] deki  ayrıntılı sonuçlar 

göstermiştir ki aynı çözüm farklı Jacobi eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade 

edilebilir. Fakat bazı diğer lineer olmayan dalga denklemleri için farklı Jacobi eliptik 

fonksiyonlara bağlı farklı periyodik çözümler ve tekil dalga çözümler elde edilir. 

Aşağıda 𝑚𝐾𝑑𝑣 denklemi ve lineer olmayan Klein-Gordon denklemleri için ayrıntılı 

sonuçlar incelenmiştir. 

3.2. Açılım Metodları 

3.2.1. mKdV denklemi 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝛼𝑢2 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝛽

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
= 0                 (3.13) 

(3.2) denklemi (3.13) denkleminde yazılırsa 

−𝑐
𝑑𝑢

𝑑𝜉
+ 𝛼𝑢2 𝑑𝑢

𝑑𝜉
+ 𝛽𝑘2 𝑑3𝑢

𝑑𝜉3 = 0                                 (3.14) 

elde edilir. 

3.2.2. Jacobi Eliptik Sinüs Fonksiyon Açılımı 

(3.13) te en yüksek mertebeli türev terimi ve lineer olmayan terimi balans etmek için 

(3.5), (3.10) ve (3.11) göz önüne alınarak  

 

𝑛 = 1                                                                                                                     (3.15) 

elde edilir.  

Böylece 𝑠𝑛𝜉 cinsinden (3.13)’ün keyfi bir çözümü  

𝑢 = 𝑎0 + 𝑎1𝑠𝑛𝜉.                                      (3.16) 
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elde edilir. (3.16) , (3.14) de yerine yazılarak; 

[−𝑐 + 𝛼𝑎0
2 − 𝛽(1 + 𝑚2)𝑘2]𝑎1𝑐𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉 + 2𝛼𝑎0𝑎1

2𝑠𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉  

                                                 +(𝑎𝑎1
2 + 6𝛽𝑚2𝑘2)𝑎1 sn2 𝜉 𝑐𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉 = 0                  (3.17) 

elde edilir ve buradan 

𝑎0 = 0,   𝑎1 = ∓√−
6𝛽

𝑎
𝑚𝑘,   𝑐 = −𝛽(1 + 𝑚2)𝑘2                                               (3.18) 

sonuçları çıkar. 

Böylece (3.13) denkleminin periyodik çözümü, 

 𝑐 > 0, 𝑎 > 0,   𝛽 < 0     veya      𝑐 < 0,   𝑎 < 0,   𝛽 > 0 

şartları altında  

𝑢 = ∓√−
6𝛽

𝑎
𝑚𝑘𝑠𝑛𝜉 = ∓√

6𝑐

𝑎(1+𝑚2)
𝑚 𝑠𝑛 √−

𝑐

𝛽(1+𝑚2)
 (𝑥 − 𝑐𝑡),                        (3.19)               

 

dır. Böylece  (3.13)’ ün  uyumlu şok dalga çözümü ise; 

𝑢 = ∓√−
6𝛽

𝑎
𝑘𝑡𝑎𝑛ℎ 𝜉 = ∓√

3𝑐

𝑎
 𝑡𝑎𝑛ℎ √−

𝑐

2𝛽
 (𝑥 − 𝑐𝑡),                                        (3.20) 

dır.  

3.2.3. Jacobi Eliptik Kosinüs Açılımı 

Jacobi eliptik sinüs  fonksiyon açılımından başka lineer olmayan dalga 

denklemlerinin periyodik çözümlerini oluşturmak için diğer Jacobi eliptik fonksiyon 

açılımları da uygulanabilir. Keyfi çözüm  Jacobi eliptik  cosinüs fonksiyonu açılım 

cinsinden; 

𝑢(ξ) = ∑ 𝑏𝑗 cn𝑗 ξ .𝑛
𝑗=0                                (3.21) 

şeklinde yazılabilir. (3.13) de yüksek mertebeli türev terimi ve lineer olmayan terimi 

ve lineer olmayan terimi balans etmek için 𝑐𝑛𝜉  cinsinden (3.13)’in keyfi çözümünü 

𝑢 = 𝑏0 + 𝑏1𝑐𝑛𝜉                               (3.22)               

(3.22) denklemini (3.14) te yerine koyarak   

𝑢 = ∓√−
6𝑐

𝑎(2𝑚2−1)
𝑚𝑐𝑛√

𝑐

𝛽(2𝑚2−1)
 (𝑥 − 𝑐𝑡),                (3.23) 

denklemini elde ederiz. 

Bu (3.13)’ün diğer bir periyodik çözümüdür. 𝑚 → 1  iken 𝑐𝑛𝜉 → 𝑠𝑒𝑐ℎ𝜉  

olduğundan (3.23) aşağıdaki gibi düzenlenir.  
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𝑢 = ∓√
6𝑐

𝑎
 𝑠𝑒𝑐ℎ√

𝑐

𝛽
(𝑥 − 𝑐𝑡)                              (3.24) 

Bu çözüm (3.13)’ün tekil çözümüdür. 

3.2.4. Üçüncü Tip Jacobi Eliptik Fonksiyonu Açılımı 

Üçüncü tip Jacobi eliptik fonksiyon açılım cinsinden keyfi çözüm 

𝑢(ξ) = ∑ 𝑐𝑗 dn𝑗 ξ .𝑛
𝑗=0                    (3.25) 

şeklinde  yazılabilir. 

(3.13) de yüksek mertebeli türev terimi ve lineer olmayan terimi balans etmek 

için  𝑑𝑛𝜉 cinsinden (3.13) in keyfi çözümünü  

𝑢 = 𝑐0 + 𝑐1𝑑𝑛𝜉.                            (3.26) 

elde edilir. (3.26) denklemini (3.14) denkleminde yerine koyarak  

𝑢 = ∓√
6𝑐

𝑎(2−𝑚2)
𝑑𝑛√

𝑐

𝛽(2−𝑚2)
 (𝑥 − 𝑐𝑡),                                                                (3.27)                                      

elde edilir. Bu (3.13) in diğer bir periyodik çözümüdür.  𝑚 → 1, 𝑑𝑛𝜉 → 𝑠𝑒𝑐ℎ𝜉 olup 

böylece (3.27), (3.13) in tekil çözümü olan (3.24) gibi dejenere olur. 

3.2.5. Jacobi Eliptik  𝒄𝒔𝝃  Fonksiyon Açılımı 

Jacobi eliptik 𝑐𝑠𝜉 fonksiyon açılımı cinsinden keyfi bir çözüm 𝑐𝑠𝜉 =
𝑐𝑛𝜉

𝑠𝑛𝜉
 olmak 

üzere  

𝑢(ξ) = ∑ 𝑑𝑗 cs𝑗 ξ .𝑛
𝑗=0                     (3.28) 

şeklinde  yazılabilir. (3.13) de en yüksek mertebeli türev terimi ve lineer olmayan 

terimi balans etmek için 𝑐𝑠𝜉 cinsinden (3.13) ün keyfi çözümü 

𝑢 = 𝑑0 + 𝑑1𝑐𝑠𝜉.                   (3.29) 

elde edilir. (3.29) denklemini (3.14) denkleminde yerine koyarak 

𝑢 = ∓√−
6𝑐

𝑎(2−𝑚2)
𝑐𝑠 √

𝑐

𝛽(2−𝑚2)
 (𝑥 − 𝑐𝑡),                            (3.30) 

elde edilir ederiz. Bu (3.13)’ün diğer bir  periyodik çözümüdür.  

 𝑚 → 1 iken 𝑐𝑠𝜉 → 𝑐𝑠𝑐ℎ𝜉  olduğundan  (3.30), (3.13)’ün diğer tekil çözümü olan  

𝑢 = ∓√−
6𝑐

𝑎
𝑐𝑠𝑐ℎ √

𝑐

𝛽
 (𝑥 − 𝑐𝑡)                   (3.31)    

gibi dejenere olur.   

3.2.6. Lineer Olmayan Klein- Gordon Denklemi 

Aşağıda lineer olmayan Klein - Gordon denklemi incelenmiştir. 
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𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐0

2 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑎𝑢 − 𝛽𝑢3 = 0                                         (3.32) 

(3.2)denklemi  (3.32) denkleminde yerine yazıldığında 

 𝑘2(𝑐2 − 𝑐0
2)

𝑑2𝑢

𝑑𝜉2 + 𝑎𝑢 − 𝛽𝑢3 = 0                      (3.33) 

sağlanır. (3.33) denkleminin 𝑠𝑛𝜉 cinsinden uyumlu keyfi çözümü (3.16) denklemidir 

ve tam periyodik çözümü ise 

 𝑎 > 0,    𝛽 > 0,    𝑐2 > 𝑐0
2     veya      𝑎 < 0,   𝛽 < 0 ,   𝑐2 <  𝑐0

2   

şartları sağlanmak üzere  

𝑢 = ∓√
2𝑚2𝑎

𝛽(1+𝑚2)
𝑠𝑛 √

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)(1+𝑚2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                                   (3.34) 

olarak elde edilir. (3.33) denkleminin şok dalga çözümü  

𝑢 = ∓√−
𝑎

𝛽
𝑡𝑎𝑛ℎ √

𝑎

2(𝑐2−𝑐0
2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                (3.35) 

dır. (3.33) denkleminin 𝑐𝑛𝜉 cinsinden keyfi çözümü (3.22) denklemidir ve tam 

periyodik çözümü ise   

𝑢 = ∓√
2𝑚2𝑎

𝛽(2𝑚2−1)
𝑐𝑛 √

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)(2𝑚2−1)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)              (3.36) 

şeklindedir. Buna göre  (3.33) denkleminin uyumlu tekil dalga çözümü  

𝑢 = ∓√
2𝑎

𝛽
𝑠𝑒𝑐ℎ √

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                                                                       (3.37)                                             

dır. 𝑑𝑛𝜉 cinsinden (3.33) denklemine ait keyfi çözüm   (3.26) denklemidir ve tam 

periyodik çözüm  

 𝑢 = ∓√
2𝑎

𝛽(2−𝑚2)
𝑑𝑛 √

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)(2−𝑚2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                                   (3.38) 

ve  uyumlu olduğu tekil dalga çözüm ise (3.37) denklemidir.  

(3.33) denkleminin  𝑐𝑠𝜉  cinsinden keyfi çözümü  (3.29) ve tam periyodik çözümü 

ise; 

𝑢 = ∓√
2𝑎

𝛽(2−𝑚2)
𝑐𝑠 √

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)(2−𝑚2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                                               (3.39) 

dır. (3.39),  (3.33) denkleminin tekil dalga çözümü olan  

𝑢 = ∓√−
2𝑎

𝛽
𝑐𝑠𝑐ℎ √−

𝑎

(𝑐2−𝑐0
2)

 (𝑥 − 𝑐𝑡)                  (3.40) 

gibi dejenere olur. 
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4. (KDD) TANIMLI LİNEER OLMAYAN GEÇİŞLİ DARALAN 

TİTREŞİMLİ İLETİM YOLLARININ, ÇÖZÜMÜ İÇİN YENİ 

JACOBİ ELİPTİK FONKSİYON AÇILIM METODU 

 

4.1.Kısmı Diferansiyel Denklemle Tanımlı Lineer Olmayan Geçişli 

Daralan Titreşimli İletim Yollarının, Çözümü İçin Yeni Jacobi 

Eliptik Fonksiyon Açılım Metodu 

 
Son zamanlarda, kısmı diferansiyel denklemle tanımlı lineer olmayan geçişli daralan 

titreşimli iletim yollarının, çözümlerin bulunması için birçok metot gösterildi. 

Bunlardan bazıları tanh-sech, genelleştirilmiş tanh açılım  metodu, sine-cosine 

metodu, homojen balans metodu [24-25], Jacobi eliptik fonksiyon metodu [26-29], 

F-açılım metodu,  üslü fonksiyon açılım metodu, trigonometrik fonksiyon serileri 

metodu, (
𝐺′

𝐺
) açılım metodu, modifiye edilmiş basit denklem metodu, modifiye 

edilmiş haritalama medotu, birinci tip integral metodu, katlı, üslü fonksiyon 

algoritması metodu, dönüşümlü kesirli denklem metodu, Frobenius ayrıştırma 

tekniği, lokal kesirli varyasyonlu tekrarlama metodu [30], lokal kesirli seri açılım 

metodu [31] dur. 

 Bu bölümde,  3. Bölümle bağlantılı olarak bir kısmi diferansiyel denklemle tanımlı 

lineer olmayan geçişli daralan titreşimli iletim yollarının [31], çözümü için yeni 

Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodunun kullanılmasına değinilmiştir [32]. 

 

𝜕2𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
−

1

𝐿𝐶0

𝜕2𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
−

𝑏1

2

𝜕2𝑉2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
−

𝛿2

12𝐿𝐶0

𝜕4𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
= 0   

                    

                               
𝐿, 𝐶0, 𝛿, 𝑏1  sabitlerdir. 𝑉(𝑥, 𝑡) titreşimin voltajını belirler. (4.1) denkleminin 

türevlerinin fiziksel şekilleri, ayrıntılı bir şekilde Kirchhoff kanunlarında kullanılır. 

Bu çalışmada Kirchhoff  kanunlarına  basit bir şekilde değinilmiştir. 

 

𝑉(𝑥, 𝑡) =
3(𝑣2 − 𝑣0

2)

𝑏1𝑣2
𝑠𝑒𝑐ℎ2 [

√3(𝑣2 − 𝑣0
2)

𝑣0
(

(𝑥 − 𝑣𝑡)

𝛿
)]    

                                           

            

                                      

(4.1) 

(4.2) 



 

15 

 

4.2. Jacobi Eliptik Fonksiyon Açılım Metodu Tanımı 

𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑡)  bilinmeyen  fonksiyon 𝑃 ise   𝑉 ve  en yüksek mertebeden türevleri ve  

lineer olmayan terimleri içeren 𝑉’nin kısmi türevlerinin polinomu olmak üzere   

 

𝑃(𝑉, 𝑉𝑥, 𝑉𝑡, 𝑉𝑥𝑥, 𝑉𝑡𝑡, … ) = 0                                                                                  (4.2.1) 

lineer olmayan kısmi bir diferansiyel denklem göz önüne alalım. 

 

Şimdi Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodunun esas  adımlarını verelim [33]. 

1.Adım:  Titreşimin yayılım hızı  𝑣  olmak  üzere    

𝑉(𝑥, 𝑡) = 𝑉(𝜉),   𝜉 = 𝑥 − 𝑣𝑡                                                                                (4.2.2) 

hareket formunda olan titreşimin 𝑉(𝑥, 𝑡) voltajı verilsin. 

′ = 𝑑/𝑑𝜉𝐻  ve 𝐻 ise    𝑉(𝜉)  ve  𝑉′(𝜉), 𝑉′′(𝜉), … türevlerinin  polinomu olmak üzere  

(4.2.1) denklemini, aşağıdaki lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgemek 

için  𝑉(𝑥, 𝑡)  voltajını inceleyelim. 

𝐻(𝑉, 𝑉′, 𝑉′′, … ) = 0                                                                                            (4.2.3)                                                                                                  

2.Adım:    (4.2.3) denkleminin çözümünü aşağıdaki şekildeki gibi kabul edelim. 

𝑉(𝜉) = 𝑔0 + ∑ [
𝑧(𝜉)

1 + 𝑧2(𝜉)
]

𝑖−1

{𝑔𝑖 (
𝑧(𝜉)

1 + 𝑧2(𝜉)
) + 𝑓𝑖 (

1 − 𝑧2(𝜉)

1 + 𝑧2(𝜉)
)}

𝑁

𝑖=1

 

                                     

Buradaki  𝑧(𝜉) , 

(𝑧′(𝜉))
2

= 𝑎 + 𝑏𝑧2(𝜉) + 𝑐𝑧4(𝜉),                                                                       (4.2.5) 

Jacobi eliptik denklemini sağlamaktadır. Ayrıca buradaki  

 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑔0, 𝑔𝑖, 𝑓𝑖    (𝑖 = 1,2, … 𝑁)   sabitleri  𝑔𝑁 ≠ 0    veya   𝑓𝑁 ≠ 0  olacak şekilde  

daha sonradan belirlenecek olan sabitlerdir.   

3.Adım:  (4.2.3) denklemindeki en yüksek mertebeden türevleri ve  lineer olmayan 

terimleri  balans ederek    (4.2.4) denklemindeki  𝑁 pozitif  tamsayısını belirleyelim. 

4.Adım:   (4.2.4) denklemini (4.2.5) denklemi ile beraber (4.2.3) denkleminde yerine 

koyarak ve 𝑧𝑖(𝜉) (𝑖 = 0,1,2, … ) nin bütün katsayılarını düzenleyerek böylece bu 

katsayıları sıfıra eşitleyerek cebirsel denklem sistemini elde edelim. 

5.Adım: Maple veya Mathematica programını kullanarak 𝑣, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑔0, 𝑔𝑖, 𝑓𝑖 

değerlerini bulmak için 4. Adımdaki cebirsel denklemi çözelim. 

(4.2.4) 
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6. Adım : (4.2.5) denkleminin  iyi bilinen bir çok çözüm ailesi aşağıdaki gibidir [32]. 

 

Tablo 4.2: (4.2.5) denkleminin iyi bilinen bir çok çözüm ailesi. 

 

Bu tabloda  𝑠𝑛𝜉 = 𝑠𝑛(𝜉, 𝑚), 𝑐𝑛𝜉 = 𝑐𝑛(𝜉, 𝑚), 𝑑𝑛𝜉 = 𝑑𝑛(𝜉, 𝑚), 𝑛𝑠𝜉 = 𝑛𝑠(𝜉, 𝑚),        

𝑐𝑠𝜉 = 𝑐𝑠(𝜉, 𝑚), 𝑑𝑠𝜉 = 𝑑𝑠(𝜉, 𝑚), 𝑠𝑐𝜉 = 𝑠𝑐(𝜉, 𝑚), 𝑠𝑑𝜉 = 𝑠𝑑(𝜉, 𝑚)    0 < 𝑚 < 1 

oldugunda Jacobi eliptik fonksiyonunun modülüdür. Bu fonksiyonlar m→1 iken 

aşağıdaki gibi dejenere olur. 

NO a b c 𝑧(𝜉) 

1 1 −(1 + 𝑚2) 𝑚2 𝑠𝑛𝜉 

2 1 − 𝑚2 2𝑚2 − 1 −𝑚2 𝑐𝑛𝜉 

3 𝑚2 −(1 + 𝑚2) 1 𝑛𝑠𝜉 = (𝑠𝑛𝜉)−1 

4 −𝑚2 2𝑚2 − 1 1 − 𝑚2 𝑛𝑐𝜉 = (𝑐𝑛𝜉)−1 

5 
1

4
 

1 − 2𝑚2

2
 

1

4
 

𝑛𝑠𝜉

± 𝑐𝑛𝜉 𝑜𝑟 
𝑠𝑛𝜉

1 ± 𝑐𝑛𝜉
 

6 
1 − 𝑚2

4
 

1 + 𝑚2

2
 

1 − 𝑚2

4
 

𝑛𝑐𝜉

± 𝑠𝑐𝜉 𝑜𝑟 
𝑐𝑛𝜉

1 ± 𝑠𝑛𝜉
 

7 𝑚2 − 1 2 − 𝑚2 −1 𝑑𝑛𝜉 

8 −1 2 − 𝑚2 𝑚2 − 1 𝑛𝑑𝜉 = (𝑑𝑛𝜉)−1 

9 1 2 − 𝑚2 1 − 𝑚2 𝑠𝑐𝜉 =
𝑠𝑛𝜉

𝑐𝑛𝜉
 

10 1 2𝑚2 − 1 
−𝑚2(1

− 𝑚2) 
𝑠𝑑𝜉 =

𝑠𝑛𝜉

𝑑𝑛𝜉
 

11 1 − 𝑚2 2 − 𝑚2 1 𝑐𝑠𝜉 =
𝑐𝑛𝜉

𝑠𝑛𝜉
 

12 −𝑚2(1 − 𝑚2) 2𝑚2 − 1 1 𝑑𝑠𝜉 =
𝑑𝑛𝜉

𝑠𝑛𝜉
 

13 
−(1 − 𝑚2)2

4
 

1 + 𝑚2

2
 

−1

4
 𝑚𝑐𝑛𝜉 ± 𝑑𝑛𝜉 

14 
1

4
 

1 + 𝑚2

2
 

(1 − 𝑚2)2

4
 

𝑠𝑛𝜉

𝑐𝑛𝜉 ± 𝑑𝑛𝜉
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𝑠𝑛′𝜉 = 𝑐𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉, 𝑐𝑛′𝜉 = 𝑠𝑛𝜉𝑑𝑛𝜉, 𝑑𝑛′𝜉 = −𝑚2𝑠𝑛𝜉𝑐𝑛𝜉, 𝑐𝑑′ = −(1 − 𝑚2)𝑠𝑑𝜉𝑛𝑑𝜉, 

𝑛𝑠′𝜉 = −𝑐𝑠𝜉𝑑𝑠𝜉, 𝑑𝑐′𝜉 = (1 − 𝑚2)𝑛𝑐𝜉𝑠𝑐𝜉, 𝑐𝑛′𝜉 = 𝑠𝑐𝜉𝑑𝑐𝜉, 𝑛𝑑′𝜉 = 𝑚2𝑐𝑑𝜉𝑠𝑑𝜉, 

𝑠𝑐′𝜉 = 𝑑𝑐𝜉𝑛𝑐𝜉, 𝑐𝑠′𝜉 = −𝑛𝑠𝜉𝑑𝑠𝜉, 𝑑𝑠′𝜉 = −𝑐𝑠𝜉𝑛𝑠𝜉, 𝑠𝑑′𝜉 = 𝑛𝑑𝜉𝑐𝑑𝜉  

 

7.Adım: 6.adımdaki çözüm (4.2.4) denkleminde yerine konulursa (4.2.1) 

denkleminin tam çözümü elde edilir. 

 

4.3. Jacobi Eliptik Fonksiyon Açılım Metodu Kullanarak (4.1) Denkleminin 

Tam Çözümü [33]  

 

Bu bölümde, 4.2. bölümündeki Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodunu  (4.1) 

denkleminin tam çözümünü elde etmek için uygulayacağız. Bu amaçla, (4.1) 

denklemini iki kere integral alarak aşağıdaki lineer olmayan adi diferansiyel 

denkleme indirgemek için (4.2.2) dönüşümünü kullanalım.  

𝑉′′(𝜉) + 𝑘1𝑉(𝜉) + 𝑘2𝑉2(𝜉) = 0                                                                        (4.3.1) 

Burada  

 

𝑘1 = −
12(𝑣2 − 𝑣0

2)

𝛿2𝑣0
2 , 𝑘2 =

6𝑏1𝑣2

𝛿2𝑣0
2   

dır.                                                                                 

𝑉′′ ile 𝑉2 terimleri arasında balans yapıldığında 𝑁 = 2 bulunur ve bundan dolayı 

(4.2.4) denklemi aşağıdaki şekle indirgenir. 

𝑉(𝜉) = 𝑔0 + 𝑔1 (
𝑧(𝜉)

1+𝑧2(𝜉)
) + 𝑓1 (

1−𝑧2(𝜉)

1+𝑧2(𝜉)
) + 𝑔2 (

𝑧(𝜉)

1+𝑧2(𝜉)
)

2

+ 𝑓2 (
𝑧(𝜉)−𝑧3(𝜉)

1+𝑧2(𝜉)
)       (4.3.3) 

Burada 𝑔0, 𝑔1, 𝑔2, 𝑓1, 𝑣𝑒 𝑓2 ,  𝑔2 ≠ 0 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑓2 ≠ 0  olacak şekilde belirlenen 

sabitlerdir. 

 (4.3.3) denklemini (4.2.5) denklemi ile birlikte  (4.3.1) denkleminde yerine koyarak 

ve  𝑧(𝑖)(𝜉) (𝑖 = 0,1, … ,8)  nin bütün  katsayılarını  toplar ve bunları sıfıra eşitlersek  

aşağıdaki cebirsel denklemleri elde ederiz. 

𝒛𝟖:   𝑓1
2𝑘2 + 𝑔0

2𝑘2 + 4𝑐𝑓1 + 2𝑐𝑔2 − 𝑓1𝑘1 + 𝑔0𝑘1 − 2𝑓1𝑔0𝑘2 = 0   

 

𝒛𝟕:   𝑏𝑔1 − 𝑏𝑓2 + 18𝑐𝑓2 − 6𝑐𝑔1 − 𝑓2𝑘1 + 𝑔1𝑘1 + 2𝑓1𝑓2𝑘2 − 2𝑓1𝑔1𝑘2 − 2𝑓2𝑔0𝑘2 +

2𝑔0𝑔1𝑘2 = 0  

(4.3.2) 
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𝒛𝟔:   𝑓2
2𝑘2 + 4𝑔0

2𝑘2 + 𝑔1
2𝑘2 + 8𝑏𝑓1 − 8𝑐𝑓1 + 4𝑏𝑔2 − 16𝑐𝑔2 − 2𝑓1𝑘1 + 4𝑔0𝑘1 +

𝑔2𝑘1 − 4𝑓1𝑔0𝑘2 − 2𝑓1𝑔2𝑘2 − 2𝑓2𝑔1𝑘2 + 2𝑔0𝑔2𝑘2 = 0  

 

𝒛𝟓:  2𝑎𝑔1 − 2𝑎𝑓2 + 23𝑏𝑓2 − 5𝑏𝑔1 − 28𝑐𝑓2 − 4𝑐𝑔1 − 𝑓2𝑘1 + 3𝑔1𝑘1 − 2𝑓1𝑓2𝑘2

− 2𝑓1𝑔1𝑘2 − 2𝑓2𝑔0𝑘2 + 6𝑔0𝑔1𝑘2 − 2𝑓2𝑔2𝑘2 + 2𝑔1𝑔2𝑘2 = 0 

 

𝒛𝟒:  6𝑔0
2𝑘2 − 2𝑓2

2𝑘2 − 2𝑓1
2𝑘2 + 2𝑔1

2𝑘2 + 𝑔2
2𝑘2 + 12𝑎𝑓1 + 6𝑎𝑔2 − 12𝑐𝑓1 − 16𝑏𝑔2  

+ 6𝑐𝑔2 + 6𝑔0𝑘1 + 2𝑔2𝑘1 + 4𝑔0𝑔2𝑘2 = 0 

 

𝒛𝟑:  28𝑎𝑓2 − 4𝑎𝑔1 − 23𝑏𝑓2 − 5𝑏𝑔1 + 2𝑐𝑓2 + 2𝑐𝑔1 + 𝑓2𝑘1 + 3𝑔1𝑘1 − 2𝑓1𝑓2𝑘2 +

2𝑓1𝑔1𝑘2 + 2𝑓2𝑔0𝑘2 + 6𝑔0𝑔1𝑘2 + 2𝑓2𝑔2𝑘2 + 2𝑔1𝑔2𝑘2 = 0  

 

𝒛𝟐:   𝑓2
2𝑘2 + 4𝑔0

2𝑘2 + 𝑔1
2𝑘2 + 8𝑎𝑓1 − 8𝑏𝑓1 − 16𝑎𝑔2 + 4𝑏𝑔2 + 2𝑓1𝑘1 + 4𝑔0𝑘1

+ 𝑔2𝑘1 + 4𝑓1𝑔0𝑘2 + 2𝑓1𝑔2𝑘2 + 2𝑓2𝑔1𝑘2 + 2𝑔0𝑔2𝑘2 = 0 

 

𝒛:   𝑏𝑓2 − 6𝑎𝑔1 − 18𝑎𝑓2 + 𝑏𝑔1 + 𝑓2𝑘1 + 𝑔1𝑘1 + 2𝑓1𝑓2𝑘2 + 2𝑓1𝑔1𝑘2 + 2𝑓2𝑔0𝑘2 +

2𝑔0𝑔1𝑘2 = 0  

 

𝒛𝟎:   𝑓1
2𝑘2 + 𝑔0

2𝑘2 − 4𝑎𝑓1 + 2𝑎𝑔2 + 𝑓1𝑘1 + 𝑔0𝑘1 + 2𝑓1𝑔0𝑘2 = 0                    (4.3.4) 

 

Yukarıdaki (4.3.4) cebirsel denklemleri  Mapple veya Matematica programlarıyla 

çözerek  aşağıdaki çözümleri elde ederiz. 

𝑎 = 𝑐, 𝑏 = 𝑏,   𝑔0 =
2(6𝑐−𝑏±√𝑏2+12𝑐2

𝑘2
,     𝑔1 = 0,    𝑔2 =  

24(𝑏−2𝑐)

𝑘2
,  

𝑓1 = 0,   𝑓2 = 0,   𝑘1 = ∓
4(𝑏2+12𝑐2+𝑏√𝑏2+12𝑐2

𝑏+√𝑏2+12𝑐2
,                                                    (4.3.5) 

(4.3.3) ve (4.3.5) denklemlerinden (4.3.1) denkleminin tam çözümünü aşağıdaki gibi 

elde ederiz.  

𝑉(𝜉) =
2(6𝑐−𝑏±√𝑏2+12𝑐2

𝑘2
+   

24(𝑏−2𝑐)

𝑘2
[ 

𝑧(𝜉)

1+𝑧2(𝜉)
]

2

        (𝑏 ≠ 2𝑐)                            (4.3.6)     

𝑎 = 𝑐   olduğundan, (4.2) bölümdeki tablodan iki farklı durum elde edilebilir. 
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1. Durum 

Eğer  

𝑎 =
1

4
, 𝑏 =

1−2𝑚2

2
, 𝑐 =

1

4
 𝑣𝑒 𝑧(𝜉) = 𝑛𝑠𝜉 ± 𝑐𝑠𝜉 𝑣𝑒𝑦𝑎  𝑧(𝜉) = 𝑠𝑛 𝜉/(1 ± 𝑐𝑛𝜉)  

olursa aşağıdaki Jacobi Eliptik çözümü elde edilir. 

𝑉(𝜉) =
2(1+𝑚2)±√(1−2𝑚2)2+3

𝑘2
−   

24𝑚2

𝑘2
[ 

𝑛𝑠𝜉±𝑐𝑠𝜉

1+(𝑛𝑠𝜉±𝑐𝑠𝜉)2]
2

                                       (4.3.7) 

veya, 

𝑉(𝜉) =
2(1+𝑚2)±√(1−2𝑚2)2+3

𝑘2
−   

6𝑚2

𝑘2
𝑠𝑛2𝜉                                                          (4.3.8) 

olur 

Eğer  𝑚 ⟶ 1  ise  𝑘1 = ∓4   olmak üzere 

 𝑎 =
1

4
, 𝑏 = −

1

2
, 𝑐 =

1

4
   

ve  

𝑧(𝜉) = coth(𝜉) ± 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉)      veya      𝑧(𝜉) =
tanh(𝜉)

1±𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉)
 

elde edilir. Bu takdirde (4.3.7) ve (4.3.8)  sırasıyla aşağıdaki hiperbolik çözümlere 

indirgenir. 

𝑉1(𝜉) =
6

𝑘2
−

24

𝑘2
[

coth(𝜉)+𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉)

1+(coth(𝜉)+𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉))2]
2

                                                            (4.3.9) 

 

𝑉2(𝜉) =
2

𝑘2
−

24

𝑘2
[

coth(𝜉)−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉)

1+(coth(𝜉)−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐ℎ(𝜉))2
]

2

                                                       (4.3.10) 

veya 

𝑉3(𝜉) =
6

𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝜉)               (4.3.11)  

 

𝑉4(𝜉) =
2

𝑘2
−

6

𝑘2
𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝜉)                                                                                  (4.3.12) 

 

2. Durum  

Eğer  

𝑎 =
(1−𝑚2)

4
, 𝑏 =

(1+𝑚2)

2
, 𝑐 =

(1−𝑚2)

4
   ve    

𝑧(𝜉) = 𝑛𝑐𝜉 ± 𝑠𝑐𝜉   veya  𝑧(𝜉) = 𝑐𝑛 𝜉/(1 ± 𝑠𝑛𝜉)  

olursa sırasıyla aşağıdaki  Jacobi eliptik çözümler  elde ederiz. 
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𝑉(𝜉) =
2−4𝑚2±2√𝑚4−𝑚2+1

𝑘2
+  

24𝑚2

𝑘2
[ 

𝑛𝑐𝜉±𝑠𝑐𝜉

1+(𝑛𝑐𝜉±𝑠𝑐𝜉)2
]

2

                                          (4.3.13) 

veya 

𝑉(𝜉) =
2−4𝑚2±2√𝑚4−𝑚2+1

𝑘2
+  

6𝑚2

𝑘2
𝑐𝑛2𝜉                                                            (4.3.14) 

Eğer  𝑚 ⟶ 1   ise  𝑘1 = ∓4   olmak üzere   

 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0  ve  

𝑧(𝜉) = cosh (𝜉) ± 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉) veya  𝑧(𝜉) = sech (𝜉)/(1 ± 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜉))      

dır. Bu durumda  (4.3.13)  ve (4.3.14)  sırasıyla aşağıdaki hiperbolik çözümlere 

indirgenir. 

 

𝑉1(𝜉) =
24

𝑘2
[

cosh(𝜉)+𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉)

1+(cosh(𝜉)+𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉))2]
2

                      (4.3.15) 

 

𝑉2(𝜉) =
−4

𝑘2
+

24

𝑘2
[

cosh(𝜉)−𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉)

1+(cosh(𝜉)−𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜉))2]
2

                                                              (4.3.16) 

veya  

𝑉3(𝜉) =
6

𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝜉)                                                                                          (4.3.17)    

 

𝑉4(𝜉) =
−4

𝑘2
+

6

𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝜉)                                                                                  (4.3.18)  

 

1. Uyarı:  1. ve 2. durumlardan  𝑘1 = −4 olduğunda aşağıdaki çözüme sahip 

olduğumuzu göstermiş oluruz. 

𝑉3(𝑥, 𝑡) =
6

𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2(𝜉)(𝑥 − 𝑣𝑡) =

24

4𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2 [

√4

2
(𝑥 − 𝑣𝑡)]                             (4.3.19) 

 

(4.3.2) denkleminin yardımıyla aşağıdaki sonucu çıkarırız. 

𝑉3(𝑥, 𝑡) =
3(𝑣2−𝑣0

2)

𝑏1𝑣2
𝑠𝑒𝑐ℎ2 [(

√3(𝑣2−𝑣0
2)

𝑣0

(𝑥−𝑣𝑡)

𝛿
)]                                                (4.3.20) 

Bu [31] den elde edilen iyi bilinen (4.1.2) denklemine denk olacaktır. 

 

2. Uyarı : (4.3.1) denklemi direkt metodu kullanarak aşağıdaki gibi çözülebilir. 
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(4.3.1) denklemini  𝑉′(𝜉) ile çarparak ve integrasyon sabitini sıfır alıp integral alarak  

𝑎 = −𝑘1   ve  𝛽 = −2𝑘2/3  olmak üzere  

 𝑉′2(𝜉) =∝ 𝑉2(𝜉) + 𝛽𝑉3(𝜉)                                                                    (4.3.21)  

elde ederiz. (4.3.2) denklemi yardımıyla çözümü bulmak kolay olur. 

 

𝑉(𝜉) = −
3𝑘1

2𝑘2
𝑠𝑒𝑐ℎ2 (

1

2
√−𝑘1𝜉)                                                                        (4.3.22) 

çözümünü elde etmek  kolaydır. 

(4.3.2) denklemi yardımıyla aşağıdaki sonucu  elde ederiz [68]. 

𝑉(𝑥, 𝑡) =
3(𝑣2−𝑣0

2)

𝑏1𝑣2 𝑠𝑒𝑐ℎ2 [
√3(𝑣2−𝑣0

2)

𝑣0
(

(𝑥−𝑣𝑡)

𝛿
)]                                                    (4.3.23) 

 

Bu [31] den elde edilen iyi bilinen (4.1.2) denklemine denk olacaktır. 

 

4.4.  Elde Edilen Bazı Sonuçların Fiziksel Açıklaması  

Bu bölümde, (4.3.9), (4.3.12), (4.3.15), (4.3.17) denklemlerinin tam çözümleri bazı 

grafiklerle gösterildi ve (4.1.1) denkleminin mekanizmasını görselleştirebilmek için 

bilinmeyen değerlere ilişkili, uygun değerler alınarak inşa edildi. Bu çözümler 

yanlamasına dalgalı, tekil yanlamasına dalgalı soliton çözümleri, çan şeklinde soliton 

çözümleri, tekil çan şeklinde soliton çözümleri ve hiperbolik çözümleridir. 
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𝑘2 = 6, 𝑣 = 2 olduğunda 
      (4.3.9) denkleminin grafiği  

𝑘2 = 1, 𝑣 = 1 olduğunda 

             (4.3.12) denkleminin grafiği  

𝑘2 = 4, 𝑣 = 2 olduğunda 
       (4.3.15) denkleminin grafiği 

𝑘2 = 6, 𝑣 =
1

2
 olduğunda 

             (4.3.17) denkleminin grafiği  

 

(c) 
 

(d) 

 

(b) 
 

(a) 
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5. SONUÇ 

Bu çalışmada, farklı Jacobi eliptik fonksiyonlara dayandırılan   Jacobi eliptik 

fonksiyon açılım metodu uygulanarak lineer olmayan kısmı diferensiyel 

denklemlerin çözümü incelendi. Bu metot 3. Bölümde bazı lineer dalga 

denklemlerine uygulandı. Farklı Jacobi eliptik fonksiyonlar üzerine kurulan Jacobi 

eliptik fonksiyon açılımı ile elde edilen periyodik dalga çözümlerin farklı olabileceği, 

böylece birçok yeni periyodik, şok dalga veya tekil dalga çözümler elde edilebileceği 

gösterildi. 4. Bölümde ise yine lineer olmayan bir kısmi diferansiyel denklemle 

tanımlı, lineer olmayan geçişli daralan titreşimli iletim yollarının (4.1.1) çözümü için 

yeni Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodunun kullanımı gösterildi.  Yapılan 

çözümlerde balans metodu uygulandı. Bu çalışmada kullanılan yeni Jacobi eliptik 

fonksiyon açılım metodu bazı dalga denklemlerinin çözümlerini elde etmek için 

etkilidir ve matematiksel fizikte diğer lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin 

tam çözümünü bulmak için uygulanabilir. Ayrıca bu metot yardımıyla bulunan 

çözümlerin  matematiksel fizikte önemli rol oynadığı şekillerle gösterildi. 
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