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OZET

Bes boliimden olusan bu calismanin amaci Fourier serilerinin Hausdorff toplanabilmesini
incelemektir.

Birinci bdliimde toplanabilme teorisinin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verildi. Ikinci
boliimde bu ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremler verildi. Uciincii boliimde Fourier
serilerinin Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili bir teoremin ispati incelendi. Bu teoremleri
ispatlamak igin kullanilan lemmalar verildi. Dordiincii boliimde Fourier serilerinin eslenik
serilerinin Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili bir teoremin ispat1 incelendi. Besinci boliimde
ilk olarak Euler toplanabilme metodunun Fourier-effektif olmadigi gosterildi. Daha sonra
Fourier serileri ile bu serilerin eslenik serilerinin Euler toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin

ispat1 incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fourier serisi, Hausdorff toplanabilme, Euler toplanabilme, Sinirli

salmimlilik, Regiilerlik, Moment sabiti.
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ABSTRACT

The aim of this study which compose of five parts, is to investigate Hausdorff summability
of Fourier series.

In the first chapter, information about the historical development of the theory of
summability is given. In the second chapter, the basic definitions and theorems used in this
study are given.

In the third chapter, the proof of a theorem with respect to Hausdorff summablity of Fourier
series is investigated. Using lemmas to prove this theorem are given. In the fourth chapter,
the proof of a theorem with respect to Hausdorff summablity of conjugate series of Fourier
series is investigated.

In the fifth chapter, firstly it is shown that Euler summability method not Fourier-effective.
Next, proof of theorems with respect to Euler summablity of Fourier series and its conjugate

series are investigated.

Keywords: Fourier series, Hausdorff summability, Euler summability, Bounded variation,

Regularity, Moment constant.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LISTESI

S[f] : f fonksiyonunun Fourier serisi

{s,} : Reel veya kompleks sayilar dizisi

(any) : Satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks terimli bir matris
Un : Moment sabiti

(H,p) : Hausdorff dontigiimii

(C,ax) : a.mertebeden Cesa’ro doniistimii

(E,a) : a.mertebeden Euler doniisiimii

a, : Fourier katsayisi
b, : Fourier katsayisi
X . Karakteristik fonksiyon

BV[0,1] : [0,1] araliginda taniml1 siirh salinimli fonksiyonlarin uzayi
gst(x) : g fonksiyonunun &. mertebeden ileri kesirli integrali

gs (x) : g fonksiyonunun &§. mertebeden geri kesirli integrali

K,(t) : Dirichlet ¢ekirdegi

Ap, = Wy, — Upyq - Wy nin simetrik fark:

s, =0(1) : {s,} dizisi sinirh

sp=0(1) : Tlli_r)gosnzo

p)~q(x) (x-a):limE==1

fla) : lim f(x)

Anuv = An_l.uv - An_ll'lv+1

Vi



d) = p(O) = fx + ) + f(x — 1) = 25,

vii



h(®) = he(t) = [ p(wdu,

H(t) = H,(t) = [, |p(w)] du,

Y(£) = Pe(t) = fx + 1) — flx — 1),
G() = G, (D) = [}1pw)| du,

9500 = 5 ;e =) g@dv, (6> 0),

9:(0) =55 [, 0 =0 gW)dv, (5> 0)

vii



1. GIRIS

Toplanabilme teorisi 6zel bir yakinsaklik tiiriidiir. Analizde ve uygulamali
matematikte uygulamalar1 vardir. Serilerin yakinsakliginin incelenmesi ¢ok eski bir
bilim dalidir. Serilerin yakinsakligr ilk olarak 6zellikle yakinsaklik problemlerinin
gorenekselligiyle ilgilenen Leonard Euler (1707-1783) doneminde yapildi ve bu
serilerin yakinsak olmamasi ya az ilgi gordii veya hig ilgi gérmedi. Aslinda bu tip
seriler Ozelikle gozleme dayali gerg¢ek diinya diislincesine gore mantiksiz olarak
algilandi ve bu yiizden birinin bu serileri incelemeyi birakmasi akile1 olacakti.

Euler, f(1) =s ve kiigik z degerleri i¢in Y ,_oa,z" serisinin f(z)degerine
yakinsamasi halinde )o@, iraksak serisini Y, oa, =S sekline doniistiiren

toplama metodunu gelistirdi. Bu yolla |z| < 1 igin

e o(—1)"z" =

1+z
; 1 1 -
yakinsamasi vardir. Boylece Y ,_o(—1)" = [;;]z=1 =5 dir. Bununla birlikte z #
1 icin
1-72 2., ,3_ .5, ,6
o 1—ztz -z +2°—
ve
1-22 . 1+z
1-23 ~ 1+z+22
oldugundan
1tz _ 2, ,3 5, ,6
Tt 1-z°+z>—-z2+2z2"— -

dir ve bunun sonucu olarak

G D e

1+z+22
dir. Bu sekilde birinin Eulerin yorumuyla Y, o(—1)" serisine neredeyse herhangi
bir deger karsilik getirebilecegi goriinmektedir.
Carl Friedrich Gauss (1777-1855)  sonsuz islemlerin matematik analizinde
kullanilmast fikrini tanitmaya yardimeci olmustur. Binom teoremi erken yaslarda
Gauss tarafindan gelistirilmistir ve bu ona bir kuvvet serisinin bir fonksiyona
yakinsamast kavramiyla ilgilenmesine neden oldu. Bu tabii ki oOncelikle

matematikgiler tarafindan ortaya atilan bazi anlamsiz fikirlerin ortadan kaldirdi.



Halen gordiigiimiiz bu sekildeki anlamsiz fikirler bu zamana Oncelikli sir olarak
terkedilmistir.

Gauss hayati boyunca matematik diinyasina baska katkilar da yapti. Bunlarin
arasinda hipergeometrik seriler ve bu sekildeki serilerin yakinsakligi tartigmasi
olmustur.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Gauss ve Abel ile birlikte matematik analizine
dikkat ¢ekilmesini tanitmada Onciiliik etmistir. Kuvvet serilerinin yakinsakligi ve
wraksaklhigiyla ilgili  fikirlerini  sekillendirmistir. Onun ¢alismalarinin  ¢ogu
giiniimiizdeki bir¢ok matematiksel aktivite i¢in bir temel olusturur.

Niels Henrik Abel (1802-1829), 19.yiizyilin ilk zamaninda yakinsaklik ve
raksaklikla ilgili fikirlere katki yapan {i¢giincii 6nciilerdendi. Onun en énemli teoremi
olarak bilinen Abel teoremi giintimiizde ¢okca kullanilir.

Oncelikle Cauchy, Gauss ve Abel’e atfedilen iraksak serilere olan ilgi 19.yiizyilin
ikinci yarisinda azaldi. Ama daha sonraki zamanlarda iraksak serilere olan ilgi artt1.
Iraksak serilerin yeniden incelenmesini baslatanlarin arasinda 1890 yilinda (C, 1)
yakinsaklik fikrini tanitan E. Cesa’ro idi. Bu matematikgilere iki sonsuz serinin
Cauchy ¢arpiminin yakinsakligini tartisma gibi imkan verdi. Bu zamandan itibaren
bircok matematikgi raksak serilerin arastirilmasinda kapsamli ¢caligmalar yayiladi.
Literatiirde oncelikle 6zel trigonometrik seri olarak bilinen Fourier serileri ile bu
serilerin conjugate (eslenik) serilerinin iyi bilinen toplanabilme metodu olan (C, 1)
toplanabilme metodu ile ilgili calismalar yapilmistir. Daha sonra bu serilerin @ > 0
olmak tizere a. mertebeden (C,a) Cesa’ro toplanabilme metodu ve a. mertebeden
(E,a) toplanabilme metodu arastirilmistir. Her iki toplanabilme metodu da (H, ut)
Hausdorff metodunun 6zel seklidir. Bu ¢alismada, Fourier serilerinin ve bu serilerin
eslenik serilerinin (H, i) Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili literatiirde yapilan
teoremlerin ispat1 incelendi. Bu teoremlerin ispati incelenirken M. Riesz teoreminde
ele alinan (C, @) metodunun metodunun bir 6zel durumu oldugu goriildii. Ayrica bu
teoremlerin ispatindaki benzer tekniklerle (H,u) metodunun 6zel durumu olan

(E, @) toplanabilmesi ile ilgili teoremlerin ispat1 da incelendi.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tamim 2.1: F reel veya kompleks sayilarin kiimesi v =0,1,2,... i¢in a,, € F
olmak iizere A = (a,,) sonsuz matris ve {s,} dizisi F de bir dizi olsun. {s,}
dizisinden {t,} dizisine bir doniisiim

t, = Yoo AnvSy n=0,12,..)
olarak tanimlansin. Bu durumda {¢t,,} dizisine {s,} dizisinin A- doniisiim dizisi denir.
Bu doniigimiin var olabilmesi her n igin ), ;a,,s, serisinin yakinsakligina

baglidir [1].

Tamim 2.2: Bir A = (a,,,) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak
her diziyi yakinsak diziye doniistiirliyor ve ayni zamanda limiti de koruyorsa A

matrisine regiiler matris denir [1].

Teorem 2.3: Bir A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki
sartlarin saglanmasidir:

1) Her v igin 111_1)1010 a,, =0,

) lim £ a = 1,

iii) Her nigin };_ola,,| < M olacak sekilde n den bagimsiz bir M pozitif reel sabiti

vardir.

Bu teoreme Silvermann-Toeplitz teoremi denir [1].

Tamm 2.4: Verilen bir 7", a, serisinin kismi toplamlar dizisi {s,} olsun. Ayrica
A = (ay,) sonsuz matrisi yardimiyla Y,_,a, serisinin veya {s,} dizisinin {¢,}
doniisiim dizisi

th = Dm0 AnvSy
olarak tanimlanmak tizere 111_1)130 t, =5 ise Ya—,ay serisine veya {s,} dizisine s
degerine A-limitlenebilir (toplanabilir) denir [1].

Tamim 2.5: {u,,} dizisine karsilik gelen {s,,} dizisinin Hausdorff doniisiimii

th = Xv=o (n) AP uys,

v

ile tanimlanir [2].

Tamim 2.6 : {s,} dizisi verilsin. Her k = 0,1,2, ... icin {S,,*} dizisi



S =s,, S =Y ,5"" (k=12..,n=012..)
sartlartyla tanimlansin.
Benzer sekilde k = 0,1,2, ... igin {4,*} dizisi
A0 =1, 4,=y"_,4,"  (k=12.., n=012..)

sartlariyla tanimlansin. Eger

n—-oo ATL

ise  {s,} dizisine s degerine k. mertebeden Cesa’ro aritmetik ortalama ile

toplanabilir veya kisaca s degerine (C, k) toplanabilirdir denir [3].

Tamm 2.7: f(x), (—m,m) araliginda L (Lebesgue anlaminda) integrallenebilen 2
periyotlu periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) fonksiyonunun Fourier serisi
flx)~ % ay + Yoeq(a,cosvx + b,sinvx) = Y L0 A4, (x) (2.1)
ile tanimlanir. Ayrica (2.1) Fourier serisinin eslenik serisi ise
Yoeq(a,sinvx — b,cosvx) (2.2)
ile tanimlanir [3].

Teorem 2.8: (Riemann-Lebesgue Teoremi) : f(x) , (—m, m) araliginda Lebesgue
anlaminda integrallenebilir olsun. Bu durumda
. Y

. lim [ f(x)cosnxdx = 0

ve
lim ffn f(x)sinnxdx = 0

dir [3].
Teorem 2.9: (1. Ortalama Deger Teoremi): f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli

ve g fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda

b b
[7 f0g(dx =f(c) [ gl)dx
olacak sekilde en az bir ce(a, b) vardir.

Bu teoremde 6zel olarak g(x) = 1 alinirsa

f(e) === f(x)dx

elde edilir ki bu 1yi bilinen ortalama deger teoremi olur [4].



Teorem 2.10: (2. Ortalama Deger Teoremi): g: [a, b] = R pozitif, monoton olarak

azalan bir fonksiyon ve f: [a, b] — R integrallenebilir olsun. Bu durumda

[P Fg®de = ga*) [ Fo)de
olacak sekilde xe(a, b) vardir [4].

Teorem 2.11: G:[a,b] » R monoton ve pozitif bir fonksiyon olsun. h: [a,b] - R

integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda
[} 6GR®E = 6@ [Fh(®)dt + G(b) [, h(B)dt
olacak sekilde xe(a, b) vardir [4].

Teorem 2.12:  {u,} dizisi tarafindan tretilen bir Hausdorff doniisiimiiniin regiiler
olmasi i¢in gerek ve yeter sart y(0) = y(07) =0, y(1) =1ve u, = fol x™dy(x)
olacak sekilde [0,1] arahiginda tanimli bir y(t) smirh salinimli fonksiyonun

bulunmasidir [4].

Teorem 2.13:  u,=J 01 x"dy(x) moment sabiti olmak lizere

i) (H,u) Hausdorf metodunun regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart u,, nin regiiler
moment sabiti olmasidir.
ii) (H,u) nin yakinsakligi koruyan doniisiim olmasi igin gerek ve yeter sart u,nin

moment sabiti olmasidir [4].

Teorem 2.14: (Fejer Teoremi): f(xo £ 0) limitlerinin ( ve her ikisi sonsuz, ikisi de

ayni igaretli) var oldugu x, noktasinda S[f] nin (C, 1) ortalamasini gosteren

on(x0) = 0y (%0, f) = ;f_nnf(x +t) {m} dt,

m(n+1) Zsiné

fro +0) + f(xo = 0)
2

degerine yakinsaktir.
Ozel olarak f fonksiyonunun her siireklilik noktasinda o,(x,) = f(x,) dir.

Stireklilik noktasinin her bir kapali aralig: iizerinde o, nin yakinsakligi diizgiindiir
[3].
Teorem 2.15: (Lebesgue Teoremi):

O, (1) = ['If(x + ) + f(x — ©) — 2f ()] dt = o(h)



olmak tizere her x noktasinda S[f], f(x) degerine (C, 1) toplanabilirdir (6zel olarak

hemen hemen her yerde) [3].

Teorem 2.16: (M.Riesz Teoremi): (C,1) toplanabilme yerine a« > 0 i¢in (C, )

toplanabilme alinirsa Fejer ve Lebesgue teoremleri saglanir [3].

Teorem 2.17: Bir % + Yo (a,cosn@ + b, sinn®) Fourier serisinin t,, = Y. CunSn

veya t(x) = Y. ¢, (x)s, ile verilen T metoduyla toplanabilmesi
sin(n+§)t

Km(t) =% Cmn F(g)

veya

sin(n+1)t

K(x,t) =% Cn(x) Zsin(;)

cekirdegi (kernel) nin 6zelliklerine baghdir [3].

Teorem 2.18: foann(t)ldt < Hise g.(t) = 0 olmasi ¢ degerine T toplanabilme

icin yeter sarttir. Burada g.(t) = %{f(@ +t)+ f(0—t)—2c}dir [3].

Tamm 2.19: fO"th,’l(t)l dt < H saglaniyorsa T toplanabilme metoduna Fourier -
effektiftir denir. f:lKn(t)Idt < H sarti fontIK,Q(t)I dt < H saglanmak {izere
gerceklesir [3].

Teorem 2.20 : |K,(t)| < K,"(t) yani K,"(t) mutlak siirekli ( orjin harig),
|K;:(m)| < H ve fO"t|K;;’(t)| dt < H ise bu durumda c degerine T toplanabilme
icin fot |g.(w)|du = o(t) yeter sarttir [3].

Teorem 2.21: Ozel olarak T regiiler K —metodu ise Hardy ve Rogosinzki anlaminda
yani T regiiler ve Y, n|cpn| < o veya ¥ n|c,(x)| < o ise bu takdirde her m veya x
i¢in ¢ degerine toplanabilmesi igin gerek ve yeter sart | 08 gc. K, (t)dt —» 0 veya

f: ge K (x, t)dt — 0 olmasidir [3].



3. FOURIER SERILERININ HAUSDORFF TOPLANABILMESI

Bu bolimii olusturan esas teoremi ifade etmeden Once teoremin ispatinda

kullanilacak asagidaki lemmalara ihtiya¢ vardir.

Lemma3.1: n o (Z) vx¥(1—x)""Y =nx dir[5].

Ispat: 37, (Z) x7(1—x)""Y = 1 olup, tiirevi alinirsa
n n v-1 _ n—-v __ n _ v _ n-v-1 _
=0 (v) vx’"1(1 —x) (v) (n—v)x(1 —-x) =0
n (11: "1 -0 vl —x) - (n—v)x] =0
n
v=0 (v
(n

)
)x”_l(l —x)" " Hyv—xv—nx+vx] =0
=0 v)

xv—l(l _ x)n—v—lv -4 nzir];o (2) x‘li(l _ x)n—v—l

)
)

1V

-7 (
I lv(

xV(1—x)""" =nx X7, (z) X7 (1 = )™

S

v _ n-v _
o) % (1-x) nx

elde edilir.

Lemma 3.2: 0 < § <1 ve z kompleks say1 olmak ilizere |z — 1| <1 olsun. Bu

durumda n yeteri derecede biiyliik olmak tlizere 0 < x <1 igin diizgiin olarak
Xe . 2N\N6—1(1 _ n — 1
Jy =01 = v dv = 0 ()

dir [6].

ispat: fox(x —v)8"1(1 —vz)"dv =1, + I, olsun. Burada I,

max(O x—ﬁ)<v<x

araligina ait integrali gostermektedir ki burada x < ﬁ oldugunda I; = 0 dir.
|z— 1] <1 oldugundan 0 < v < 1 igin |1 —vz| < 1 olup

LI < [ 2 (x—v)*tdv=0(

n|z|

1
(nIZI)5)
dir.

1 .
< J— — - S
Eger x | | ise bu istenen sonucu yani I = 0 ( ) 5) oldugunu verir.



1

o ise |z —1| < 1 oldugunu ve kismi integrasyonu kullanarak

Eger x >

I, =— [(x —v)1(1 - vz)"ﬂ]z_ﬁ

(n+1)z

1
(1-8) -
+ s fo “l(x —v)8-2(1 — vz)"dv

=0 (Gz)

elde edilir ki, buda I = 0( !

(nlz|)®

) oldugunu gosterir.

Teorem 3.3:  h(t) =o(t), H(t) = 0(t) ise bu durumda };~,A, (x) serisi s
degerine (C,a) (a > 0) toplanabilirdir [3].

Asagidaki teorem, Teorem 3.3 {in in iyi bilinen bir sonucun genellemesi olarak
Teorem 3.3 i 6zel bir durum olarak igerir. Ayrica asagidaki teoremden baglayarak
calisma boyunca biitiin teoremlerde (H, u) Hausdorff doniisiimiiniin regiiler oldugu
kabul edilecektir.

Teorem 3.4 : h(t) = o(t), H(t) = 0(t) ise bu takdirde g(x), [0,1] aralig1 tizerinde
Lebesgue anlaminda integrallenebilir olmak tizere

x(x) = gis()+c  (§>0)
veya

X(x) = grs(x)+c  (6§>0) (3.1)
ile Yol Ay, (x) serisi s degerine Hausdorff toplanabilirdir [7].

Ispat: (1) Fourier serisinin {s,} kismi toplamlar dizisinin Hausdorff doniisiimii
h,,(x) olsun. O halde

sp(x) = % + Y1 (axcoskx + by sinkx)
= i ffnf(t)dt + Z’,Zzl(% ffnf(t)cosktcoskxdt
+ % J”_f©sinktsinkxdt)
=2 " F(O) |5+ Zpos cosk(t — )| dt
=" fc+0) |5+ Zh, coske|

=20 Fa+ 0+ [ Fa+ 0| |5+ Ziy coske | at



= %fo"[f(x +6) + f(x — )] E +Yn_ coskt] dt
yazilabilir. O halde
sp(x) —s = %fon[f(x +t)+ f(x—1t)] E + Zﬁﬂcoskt] dt — %sg
= 2 [T[fCe+ O + f(x =€) = 25] |5 + T, coskt | dt

= %fon o (t) E +20 coskt] dt

sin(n+l)t

:%f:(p(t) Zsin(iz) d

dir. €, m den daha kii¢iik bir sabit olsun. Bu durumda bazen
sn() == [ flx+1)
sp(x) —s = %fogqb(t) Siznt dt +o(1)
formiillerini kullanmak daha uygun olur. Buna gore
sn(¥) —s == [ p(w)
oldugundan A > 1 keyfi sabit, n > g ve
n _
Kn(u) = X220 (1) (A",
olmak ilizere h,(x) —s=
1 n _ i
= o p i (]) (A7) o du + 0(1) =
~ [ p Ky (Wdu + 0(1)
1 1/ A/
== ([ T+ D) e K, (wdu + o(1)
1

==, +L,"+L")+0(1) (3.2)

T

sinnt
t

dt + o(1)

sinnu

dt + o(1)

u

sinvu

u

yazilabilir.

0 < 4 <1 oldugunda % , u nun monoton azalan fonksiyonudur. Gergekten

0<a1<1 <§ ve g(u) = % olmak iizere

AucosAu — sindu _ cosAu(Au — taniu)

g,(u') = uz - uz

dir. Ciinkii 0 < A < g icin Au — taniu < 0 dir.

Bu ylizden ortalama deger teoreminden

7 6@ g@du = g(0%) [;7 pwdu = 2 [ pw)du

9



olacak sekilde 2 € [0, %] = &, € [0,1] vardir. O halde

sinvu

L' = 1) T (1) 477, 2

n o
= 210w (1) A"y fy p(w)du
dir. Kabulden h(t) = o(t) oldugundan
o pwdu = o) = o2
7 p@du = o) = o ()

yazilabilir. Ayrica (H, u) Hausdorff doniistimiiniin regiilerligini ve y nin smirh

salinimli olmasini kullanarak
1 _
o (20 mnov (D)2 — 0" dy()
n

0 (3 Jy Zizov () ¥ (1 — " ldx(x)|)

n

L’

<

dir. Lemma 3.1 den
n oV (Z) x’(1—x)"% =nx
oldugundan
L' =o (%fol nxld)((x)l)
1
= o (J, xldx()!)
yazilabilir. yeBV[0,1] oldugundan folld)((x)l < M olacak sekilde M > 0 vardir.
0< x <1 ve yeBV[0,1] olmasindan
r 1
I = o (f, xldx(@)!)
=o(1) (3.3)
elde edilir.
A
In” = flnd) (K, (t)dt
integraline  kismi  integrasyon  metodu  uygularsak  yani K, (t) = u,
¢(t)dt = dv dersek
v = [ puwdu = h(t)

olup L" = [h({K, ()]

I3

ff h(t) %Kn(t)dt

10



yazilabilir. Diger taraftan
N\ ,pe invt
KD = |Z5=0 (U) A"y, SU;U
1,1 n -
<20 2 (0) e — 0" vdx ()|

<2 [ dx ()l

olup |K,(6) <= elde edilir ki bu K, (t) = 0 (3) anlamma gelir.
— 2K (t) = =3y () Ay,
—_yn (;l) Ay {vtcosvttz—sinvt}
—ym (;l) An-v vcosvt(—:§+tanvt)
= _% =0 (Z) A"y,
< —23h,v (;l) fy % (1 = )" dx(x)
< —2 [y 2w (D) x" (1 = 0" Vdx(x)
< —%folxld)((x)l < —%M
elde edilir. Bunun sonucu olarak L, =

o0 ()] + o 10 (2) a

=0 (&)0 ()=o) 00 + o0 fide

= o(1) — o(1) + o(n) (£2)
=o0(1)
elde edilir.

Genelligi bozmaksizin 0< § < 1 oldugunu kabul edebiliriz.

Eger y(x)=g{,s(x)+c ise

Iirs(x) = F(61+1) fox(x —v)% g(w)dv

esitliginden
dx(x) = x'(x)dx
fox 8(x —v)01 g(v)dvdx

1
T r(8+1)

= %a)fox(x — )91 g(v)dvdx

11
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= g& (x)dx
dir. O halde K,(u) =

2o (5) % (1 = 0m 2 ay ) )
2yn o (D) sinvu [ 27 (1 — )" Vdy (x)
= = [ Ny (e, 1) dx ()
= = f Ny (1) g () dx
= = [y Mo (o) = [ = )21 g (v) dvelx

== Jo Jy Nn (e w) (x = 0)° 1 g (v) s dvdx

1 p—
o Sy NaCru) (x = 1) g () @dvdx

=11t _ 1)6-1 1
- fo fv Nn(xl u) (x v) (v) F(5) dxdv
r 1

0 F(5)

== fo N5 (x,u)g(x)dx

diyelim. 0< x < 1 i¢in diizgiin olarak

N s(x,u) = r((s)f (v — x)%"IN, (v,w)dv

f N, (v,u) (v — x)® 1g(x)dvdx

r(s)f (v —2)° " X ( )U (1 — v)"Isinjudv
F((S)f (v—x)°" 1Im{ j= 0(')(1—U)n_jvjeij“}dv

r(a)f (v —x)%- 1Im(l—v+ve‘”) dv

F(a)f w — )5 Um{e™ (v + (1 — v)e™®)"}dv

v —x = t doniisiimii yapilarak

= ly M m{e™ (x + e+ (1—x — 0)e™™) " Jdt
1 —x —t = v doniisiimii yapilarak

r(ls)f *1=x—-v)o~ Um{e™ (1 —v + ve “‘) }av
1

r(a)f 1 —x—v)i1 Im{e™"(1 — vz)"}dv

elde edilir. z=1—e ™ denilirse |1 —z| =1ve |1 —e ¥|~u (u-0)

olup Lemma 3.2 den

12



_ 1 1
Nna(x' w =0 (n5|z|5) =0 (W)
yazilabilir. O halde

K,(w) = _f 0 (usns) dx =0 (ﬁ)
olup

"= fA (WK, (u)du

7 |p(u)|du
=0 (nsf yl+é >

yazilabilir. Kismi integrasyon metodu kullanarak |¢p(uw)|du = dv

1 ~
, 55 = U dersek

v=[ll¢p®ldt = H(w), dit = (-1 - &)u~52

olacagindan

" H(u) 1+5 T H(uw)du
I, =0{n5[ = }

1+6 - 2+48
u 7 u

dir. Hipotezden H(t) = 0(t) oldugunu ele alarak

" 1 [0() 0(1) 146 (mo(1l)du
L, =0 {ns (? y U) pol e }

— 0{ 0(1) 1+5 fTL‘ 0(1)du}

2 148
w3 ‘
n

=0{@+ﬂ0( )[_] }

=0(A" )+0(1)n5<n5 @>

=0(A479%) (3.5)
elde edilir. Sonug olarak (3.2) ,(3.3), (3.4) ve (3.5) den
h,(x) —s = O(A“S) +0(1)
ve dolayisiyla o lim sup|h,(x) —
s| =0(47%)
olup A yeteri derece biiyiik (A > 1) oldugundan 111_)1’& h,(x) = s dir.
Diger durum olan y(x) = g1, s5(x) + ¢ olmasi halinde teoremin ispati benzer sekilde

yapilabilir.
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4. FOURIER SERILERININ ESLENIK SERILERININ
HAUSDORFF TOPLANABILMESI

Bu boliimii olusturan teoremin ispatinda 3. béliimde kullanilan lemmalardan
faydalanilacaktir. Ayrica kullanilacak ispat teknigi de 3. boliimdeki ispat teknigine

benzer olacaktir.
Teorem4.1: 0 < a < 1 olsun.

h

w,(h) = [ pdu = o(h)
sartin1 saglayan her x noktasinda

— (.1

5" = f(x2) = 0o(1)
dir.
Ozel olarak (2.2) serisi hemen hemen her yerde f (x) fonksiyonuna (C, a)
toplanabilirdir [3].
Bu teoremin bir genellemesi olarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.2:  G(t) = o(t) ise bu durumda (2.2) serisinin {s,,(x)} kismi toplamlar

dizisinin (3.1) ile tanimlanan y (x) ile Hausdorff doniisimii h,,(x) ve

= 1 rmYp(uw)du

f(x,h) ==

mh Ztan(%)

olmak iizere
() =f(x5) =0  (@>0)
dir [7].
Ispat:
(2.2) serisinin kismi1 toplamlar dizisi {$},(x)} olsun.
Sp(x) = Yp-1(a,sinvx — b,cosvx)

=yn, % f_nnf(t) (cos vt sinvx — sin vt cosvx)dt

= Y1y~ [T F(t) sinv(t — x)dt

= —— " f(®) i, sinv(t - x) dt

= —%ffnf(x +w) Yo_q sinvudu

1

= -3 ([0 £ G+ wsinvudu — [ £ (x + w)sinvu du]

T



=——f [f(x+1¢t)—f(x—t)] Xy, sinvtdt

=— —f Y, (t) Y5—; sinvtdt

lp()[ —CO0S Tl+ )tldt

=__f IIJ()ll cosnt smntldt

=—-f 1/;() 2al ——f P(t) sinntdt

dir. Riemann-Lebesgue teoreminden b,, = 0(1) oldugundan

_ sin?Zt
5, (x) = —%fonllj(t) —2dt +o(1)
2

yazilabilir. {8, (x)} dizisinin Hausdorff doniisiimii h,, (x) olsun. Hausdorff

dontisiimiiniin regiiler oldugu g6z 6niine alinarak

haG) = f (x5) = = 2y e Bieo () A" hysin® 5 du

0 -
tanz

+it

1 @ M rnov, o
== 25 Ll:O(v)A” ”,u,,smz%du

0 u
T tanz

——fam/)(u) ( A"V, sin? —du

)
+ = fﬂ b ( )A”"”uvsinz %du +0(1)
)ar

Ty Ztan
— 1/)(u) n . 22
- 0 tan (U ‘quln 2 du
T zp(u) n n—v
+ ”fz Stant (v) A" u,cosvudu + o(1)
elde edilir.
Diger taraftan
1y @ n—v, o2 VU 1 2 p@len (M) an-v, v2u?
0 tan( ) ( )A Hy SN 2 du = 4 On tan% v=0 (U)A Ky 4 du

f” 2"”;‘)' v= o(;l) fol x"(1—x)"Vdy(x)du <

a

™ (S rulpo ) ino (M) 271 - "y (D du <

21 0 tan-

15



K2 frulp@)l [, dx(x)du
< Ko fyu ()l du

olup

Oa tw(z) n_ 0( )A”_”uv sinz%udu =0 <n2 fO%u |1/J(u)|du>
dir. Ohalde h,(x) — f(x,%) = 0 (n2 fO%u Ilp(u)ldu) +
- fgﬂ zlltjc(;) ( ) A"y, cosvudu + o(1)

n

yazilabilir. Kismi integrasyon metodunu kullanarak

[ru pQldu = [uG@)T; — 3 60u) du =& 26 (%) - frow du

=5o(D)-oGx)

elde ederiz ki bu
0 (n? [y ulp@ldu) = o(1)
oldugunu gosterir. Diger taraftan
L,(w) =X (;l) AP u,cosvu
dersek, (H, u) metodunun regiilerliginden
Ln(w) = f Zi=o () ¥ (1 = 2" cosvu dx(x)
= Jy Ma(x,w) dx(®)

yazilabilir. {lk olarak y(x) = gi,s(x) + ¢ olmasi durumunu géz 6niine alalim. Bu

durumda

L,(w) = fl M, (x,u) gz (x)dx =

fol M, (x,u) r(a)f (x —v)0 1 g(v)dvdx =
1Mn(xu) 5-1 _

f J ) —v)°"1g(w)dxdv =
1 Mp( ) - 1 1 1

f J. F(Z)u — x)%1g(x)dvdx =/, @fx M, (v,u) (v —
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x)%~ 1g(x)Re{ j=0 (2) v/ (1 - V)"_je””} dvdx =

1 1-
fo ?ng M,(v,u) (1 —v—x)% 1Re{e™ (1 — vz)"}dvdx

dir[6]. z=1—e™dersek [l —z| =1ve |[1—e ™| =u (u—0) oldugunu ve
Lemma 3.2 den
f M, (v,u) (1 — v — x)5 TRe{e™ (1 — vz)"}dv

Mn5(xl u) 1—1(6)

=0 ((n;l)‘s)
=0 ()

olup g € L(0,1) oldugunu da goz 6niinde bulundurarak

Ln(u) = f; M5 (e, u) g(x)dx

= (&)

elde edilir. Bu yiizden
R0 = F(0.5) = 2 i St Ln GO du + (1)

T, 2tan

=1 [ Ly (du + (1)

Ty, 2utan
5 (T |lll(u)|
= 0 (n™? [ au) + o)
yazilabilir. Kismi integrasyon metodu kullanilarak

T = G ) G(u)d
R0 = f (%) =0 {l[ufiil e “:15”}+o<1)

né
=0(a™%) +0(1)
elde edilir. Bu yiizden
lim sup |h_n(x) — f(x, %)| =0(a™%)
ve a Yyeteri derecede biiyiik segilerek
e lim (h_n(x) — f(x, %)) =0
elde edilir ki bu

n—-0oo

oldugunu gosterir.
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Diger durum olan y(x) = g;,s(x) + c olmas1 halinde teoremin ispati benzer sekilde

yapilabilir.
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5. FOURIER SERILERI ILE BU SERILERIN ESLENIK
SERILERININ EULER TOPLANABILMESI

0< a < 1 olmak iizere y(x) ,a < t < 1 kapali araliginin Karakteristik bir

fonksiyonu ise bu durumda w,=a’ ve Hausdorff dontistiimii

n _
tn = 210 (1) @ (1 — )" s,
Euler doniisiimiine indirgenir. Gergekten
1 1
o =y XM dx(x) = [ X" dx(x) + [ x"dx(x)
kismi integrasyonla Un =
[ (1 G—n [y 2" (O dx+[x" ()] d—n [ X"y (x) dx
ay(a)—0—n foa x"10dx +x(1) — a*y(a) — n fal x"1dx
a"x(a) +1—a"x(e) — [x"];
=a'y(a)+1—a*y(a) —1+a™
= an
elde edilir. Ayrica
An—v‘uv _ QV(]_ _ a)n—v
dir. Gergekten
Apy = oy — Pyp1 = a’ —a¥*!
=a’(1-a),
AP py = Ay — Dftyq
=a'(1—a)—a’ (1 -a)

=(1-a)a”

An—v‘uv — 0(”(1 _ a)n—v
elde edilir. Boylece
ny ., n _
no () A s, = S0 (D) @’ (1 - ) Vs,
olup bu Hausdorff doniistimiiniin Euler dontisiimiine indirgendigini gosterir.

Euler metodunun Fourier effektif olmadigi [4] bilinir.



Gergekten

0= (53

alinirsa

. 1 t . 1

on n sm(v+5)ti_ cos"(E)sm(n+E)t

Ka(©) = Z3o0 (1) Sy 7 = sl

elde edilir. Bu yiizden |, 0” |K,,(t)|dt sinirhi olamaz ve bunun sonucu olarak (E, a)
Fourier effektif olamaz.

Boyle olmakla beraber asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1 : H(t) = o(t(Int~1)~1) ise bu durumda Y.5%, A, (X) serisi s degerine

Euler toplanabilirdir [7].

Ispat: E,(x), {s,(x)} dizisinin Euler déniisiimii olsun. Bu durumda

E,(x) — f(x) = %f:% [ZLI (Z) a’(1 - a)”“’sinvu] du + o(1)

Inn ln_n
=§(f07 Y )+o<1>

Vn
= (b + 1" +1,") =+ o(1) (5.1)
elde edilir. sinvu < vu ve 0< a < 1 i¢in

v (D)e’ - )" = 0()

olmasindan dolay1
Inn

L, = ff% n (2) a’ (1 — a)" Vsinvudu

ifadesinden
Inn

L' =0 (nf," 16G0] du)

dir. Kabulden H(t) = o(t(Int~1)™1) oldugundan
I Inn _
I, =0 (no (nln%)> =0(1) (5.2)

inn
inn n .

L, = ﬁ % n, (v) a’ (1 — a)* Usinvudu
n

elde edilir.
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oldugundan
Inn
In = <flnn ¢(u)d >

dir. Kismi integrasyonla

Inn nn
{{H(u) T +fzf H(u)d }

inn

yazilabilir. Hipotezden H(t) = o(t(Int~1)™1) oldugundan

lnn Inn

L =0 {[o ()| + ﬁd}

inn
_ 1)\ (1 \_ (mno@
=0 {[0 <ln‘/ﬁ> 0 (lnll)] I yinu du}
nn n

Inn

o(1)+0 { [ln(lnu)]::}

Vn

inn
o(1)+0 {o <ln ml,’l‘n>}
lnﬁ

=0(1)+0(1)
=o0(1) (5.3)

elde edilir.

p(u) = \/1 —4a(l1 - a)sinzg

6(u) = arctan (ﬂ)

1-a+acosu

olsun.

nr n — .

L' = lZnM ﬁzl( )a” (1 — o)™ sinvudu
Tn u v

_ (T ¢(u)

— Jinn

T

Im {1—a+ae“‘} du

dir. Demovre formiilint kullanarak (1 —a+ aei“)n =

n __asinu__
J(1 — a + acosu)? + (asinu)? gimaretan(s=oeo)

n .
asinu )

[1 —2a+a’?+2a(l—a) (1 — 2sin? E + 0(2)]E gimaretan(s=oios

asinu

[1 — 4a(1 — a)sin? ] marctan(l a+acosu) = pn(u)eiHQ(u)
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yazilabilir. Bu ylizden
i m _ o)
L=

Inn
Vn

p™(w)sinnB (u)du

dir. O halde bu yiizden c pozitif bir sabit olmak tlizere p(u) < e~ dir. Gergekten
F(t) =1-4a(l — a)sin? % — g 2ct?
fonksiyonu [0, u] araliginda ortalama deger teoreminin sartlarini saglar. Bu durumda

mfn < u < m oldugunu da g6z Oniine alarak FW-r©

= F'(d) olacak sekilde d €
(0,u) vardir. O halde

) 2
1—4a(1—a)sm2%—e 2cu”_o

= —2a(1 — a)sind + 2cde™ %4

u—0

2
. oUu o2 2cd—2a(1-a)e?°q sind
1 —4a(1 — a)sin? S—e 2o u[ Y
e

1—4a(1l — a)sin? % —em2u’ <

pZ(u) < e—2cu2
p(u) < g—cu’

olmasindan dolay1

nr ()
|In |: o 2

Inn
n

p"(u)sinnb (u)du

cnu2
< fﬂ I¢(u)le du

—cnuz

l .
elde edilir. g(u) = monoton azalandir. Gergekten —— < u < 7 olmak iizere

Vn

2 2
2cnule MU fe—Ccnu

g'w)=— <0

u2

dir. Buna gore ortalama deger teoreminden

11 < g (52 ) fonl ()] du

=0l ) firal ()| du
olacak sekilde &, € ( 7 ) vardir.

1 N —cln?n .
Sonug olarak % <&, <m ve nelT = 0(1) oldugundan

In”, _ 0(\/—3—6111 n (fn(lnfn_l) ))
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—0 <“ﬁel::2"o (- ;g)) = o(1) (5.4)

elde edilir ki bu teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 5.2:  G(t) = o(t(Int~1)71) ise bu durumda {s;,(x)} dizisinin Euler
doniisiimii E,, (x) olmak {izere
B0~ f(x7) =0  (@>0)
dir [7].
Ispat:(2.2) serisinin kismi toplamlar dizisi {§;,(x)} olmak iizere {$;,(x)} dizisinin

Euler déniisiimii E,, (x) olsun. Bu durumda

— F 1 @ n v .
E,(x)—f (x, %) — gl uz =0 (v) a’(1—a)™ 1’smz%du

0 tan

i w(u) M\ bt Snev

fr IO (n) a’(1 — a)* Ycosvudu

an@ 2o o
+= ﬁn w(u) (z) a’(1— a)" Ycosvudu

+0(n?) fozullp(u)l du + o(1)

yazilabilir. Diger taraftan

Inn
lf\/z lp)ldu
Y % u

inn

fr Z:fl:lu()) v=0 (Z) a’(1—a)" Pcosvudu| <
2

olup

inn inn

;f_\/— —ZZ;IE)) =0 (;l) a’(1 — a)" Ycosvudu = 0 <ff—|w(fldu>

dir. Hipotezden G(t) = o(t(Int~1)™1) oldugundan

0 ( f:%fw(u)mu) _0 <[a<u)]l?f N fl?f c<u)du>
= u
inn nn
oo el £7E=)

-o([o(cg) -] - 72
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=o(1)+0 {0[—ln(lnu)]g%l}

n

o(1)+0 {0 <ln h:,i)}
lnﬁ

=o0(1)

elde edilir.

p(u) = Jl —4a(1 - a)sinzg

0(u) = arctan(

asinu )
1-a+acosu

olmak iizere, pozitif ¢ sabitiigin p(u) < e~*" oldugundan ve ortalama deger
teoreminden

1 (@ Ip(u) w(u) ™
- l;L_nZt b 0( )a"(l a)" Ycosvudu —ﬁnn Re{l a+ ae'}

= f inn u p "cosnf (u)du

olacak sekilde &,'e (MF:,T[) vardur.
O halde sonug olarak
Ea(0) = f(x,2) = o(1)

elde edilir ki bu teoremin ispatin1 tamamlar.
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SONUC

Bu calismada Fourier serileri ile bu serilerin eslenik serilerinin (H,u) Hausdorff
toplanabilmesi incelendi. Bu metotla ilgili teoremlerin ispatin1 yapmak igin
faydalanilan lemmalarin ispati incelendi. Hausdorff metodunun 6zel durumu olan
(C, @) metodu ile ilgili literatiirde yapilan teoremlerin sadece ifadesi verildi. Ciinkii
bu teoremler ¢alismanin esas kismimi olusturan Hausdorff metodunun ozel
durumlarindan olugmaktadir. Calisma boyunca kullanilan temel tanimlar ve
teoremler verildikten sonra lemmalarin ve teoremlerin ispatinda nasil kullanilacagi
tartigldi. Ispat1 incelenen teoremlerdeki hipotezlerin ve faydalanilan lemmalarin az
olmasmin teoremlerin niteligini arttirdigi  sonucunu ¢ikardigi gdzlemlendi.
Karakteristik fonksiyon iizerinde bulunan sinirli  salinimli  olma sartinin
kaldirilamayacagi gozlemlendi. Ayrica Hausdorff metodunun regiiler olmasi sarti
altinda teoremlerin ispatinda O6nemli rolleri tartisildi ve bu regiilerlik sartinin
kaldirilmasi halinde ispatlarin yapilmasinda zorluklar yagsanacag: goriildii. Hausdorff
toplanabilme metodu ile Euler toplanabilme metodu arasindaki iliskide regiiler
moment sabitinin énemi vurgulandi. Hausdorff metodunun diger 6zel durumu olan
(E, @) Euler metodunun Fourier-effektif olmadigi gosterildi. Euler metodu Fourier-
effektif olmadigi halde Fourier serileri ile bu serilerin eslenik serilerinin Euler
toplanabilmesine olanak saglayan teoremlerin ispati da incelendi. Smurlilik, sifir
dizisi ve denklik kavramlarimin ¢aligma boyunca oynamis oldugu onemli rolleri
tartisildi. 8. mertebeden ileri ve geri kesirli integraller ile sinirli salinimlilik
arasindaki iliski tartisildi. Fourier serileri ile bu serilerin eslenik serilerinin kismi
toplamlar dizisinin yakinsaklik sartlar1 ve bu dizilerin yeniden diizenlenerek
teoremlerin ispatinda saglamis oldugu kolayliklar gozlemlendi. Calisma boyunca
ortalama deger teoreminin uygulamalarda ve teoremlerin ispatindaki roliinlin 6nemi
vurgulandi. Bu c¢alismadan yararlanarak belli hipotezlerle literatiirde olmayan
caligmalarin yapilmasi miimkiin olabilir. Calisma boyunca ispatlar1 incelenen
teoremler ve lemmalardan yararlanarak literatiirde olmayan Fourier serileri ile bu
serilerin eslenik serilerinin genellestirilmis Hausdorff toplanabilmesi ile ilgili

teoremlerin ispati miimkiin olabilir.
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