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OZET

Bu calismada tam analitik fonksiyonlarin teorisinin esaslar1 verildi. Tam fonksiyonlar
ve onlarin 6zellikleri kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde genis olarak ele
alinmamaktadir. Bu tezde tam fonksiyonlarin 6zelliklerine bagli bazi tanim, teorem
ve sonuglar ele alindi. Kompleks diizlemin her bir noktasinda yakinsak olan kuvvet
serisiyle ifade olunan ve kompleks diizlemin hicbir sinirli bolgesinde singiiler (tekil)

noktas1 olmayan analitik fonksiyon tam fonksiyon olarak adlandirilir.

Tam fonksiyonlar teorisinin metotlar1 lineer sistemlerin birgok problemlerinin
incelenmesinde, mesela lineer kontrol sistemlerinin birgok kontrol olunabilirlik

problemlerinin incelenmesinde genis olarak uygulanir.
Boylece bu tezde tam analitik fonksiyonlar teorisinin esaslari verildi.

Anahtar Kelimeler: Analitik Fonksiyonlar, Tam Fonksiyonlar, Wiener-Paley

Teoremi, Taylor Serisi.
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Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV

ABSTRACT

In this study, the basic of the exact analytic functions theory are given. Exact
functions and their features isn't taken place widely in the theory of complex variable
functions. In this thesis, some definitions, theorem and its results which belong to the
features of exact functions are discussed. The analytic functions which is explained
with power series convergent on each points dots of comple plane and has not
singular points in any bounded resion of complex plane is named as the exact
function.

The methods of the exact functions theory are applied widely in examining the
problems of a lot of lineer problems; for example in examining many problems of
controlability of lineer control systems.

So, in this thesis the basics of the exact analytic functions theory are given.

Keywords: Analytic Function, Exact Functions, Wiener-Paley Theory, Taylor

Series.
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1. GIRIS

Bu tezde tam analitik fonksiyonlar teorisinin esaslart verildi. Tam analitik
fonksiyonlar ve onlarin 6zellikleri ele alind1 ve fonksiyonlarin 6zelliklerine bagli
bazi tanim, teorem ve sonuglar ele alind1 ve incelendi. Kompleks diizlemin her bir
noktasinda yakinsak olan kuvvet serisiyle ifade olunan ve kompleks diizlemin higbir
sinirlt bolgesinde singiiler (tekil) noktas1 olmayan analitik fonksiyon tam fonksiyon
olarak adlandirilir. Tam fonksiyonlar birgok 6nemli oOzelliklere sahiptir. Bu
fonksiyonlar polinomlarin birgok esas oOzelliklerini saglamakla, “sonsuz biiyiik
dereceli polinomlar” gibi algilanabilir. Bdylece, matematik de ve onun
uygulamalarinda ¢ok genis kullanilan, polinomlar, iistel fonksiyonlar, trigonometrik
fonksiyonlar (siniis ve kosiniis) ve baska bu gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlara
aittirler.

Tam fonksiyonlar teorisinin sonuglari lineer sistemlerin bir ¢ok problemlerinin
incelenmesinde, mesela lineer kontrol sistemlerinin kontrol olunabilirlik probleminin
incelenmesinde, kontrol etkeninin insa edilmesinde, anten teorisinin problemlerinin
¢cOziimiinde genis olarak uygulanir.

Bu tezin konusu bu ag¢idan giincel bir konudur ve bu tezin sonuglar bir¢ok pratik ve
teorik problemlerin ¢dziimiinde kullanilabilecektir.

Bu tezde oOnbilgiler olarak kuvvet serileri ele alindi ve kuvvet serilerinin 6zellikleri
gosterildi. Ozellikle Lioville Teoremi ve ondan alman bazi sonuglar verildi.
Transendental Tam Fonksiyonlarin Artma Hizina Gore Siralandirilmast gosterildi.
Tam Fonksiyonlarin Artma Hizi tanimlandi. Borel Doniisiimii ele alindi. Wiener-
Paley Teoremi ele alind1 ve ispatlandi. Wiener-Paley Teoreminin genellestirilmesi
gosterildi ve son olarak Weierstrass Formu yazild1 ve ispatlandi.



2.TEMEL BILGILER

2.1. Kuvvet Serileri

Kompleks sayilar kiimesinde asagidaki sekilde tanimlanmis

D a(z-c,) (2.1.1)
k=0
serisini ele alalim. Burada @, ,k=0,1,2,3, ... ve C,verilmis kompleks sayilar, z ise

kompleks degiskendir. (2.1.1) seklindeki serilere kuvvet serileri denir. (2.1.1) kuvvet

serisinde her zaman yeni Z—C, = p degiskeni dahil edebildigimizden bu seride

C, =0 olarak (2.1.1) serisini
D a2 (2.1.2)
k=0

seklinde yazabiliriz. (2.1.2) seklinde olan serilerin tiim 6zelliklerinin (2.1.1) seklinde

olan kuvvet serileri i¢inde gecerli oldugu agiktir.

Kuvvet serileri kompleks degiskenli fonksiyonel serilerden en basitidir. Sonlu terimli

n
Sa(z)=> a, 2"
k=0

toplamina (2.1.2) kuvvet serisinin kismi1 toplami denir.

(2.1.2) serisinin yakinsak oldugu tiim z noktalar kiimesini €2 ile gdsterelim.{)

kiimesine (2.1.2) serisinin yakinsaklik bolgesi denir.

(2.1.2) serisinin Z € QQ noktasindaki toplamini S(z) ile gosterelim. S(z) tanim

kiimesi {2 olan kompleks degiskenli fonksiyondur. Boylece,

kzc;ak Zk=S(Z) (2eQ)



Bu sonuncu esitlik tiim Z € €2 i¢in

lim s, (2) =S(2)

anlamindadir.

(2.1.2) seklindeki kuvvet serileri icin O € Q) oldugundan serilerin yakimsaklik
bolgesi bos degildir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.1 (Abel Teoremi). z, #0 olmakla z, € Qolsun. O zaman S‘ZO‘(O)

dairesi Q kiimesinde yerlesir. OSFS‘ZO‘ olmakla her bir S, (0) dairesinde

(2.1.2) serisi mutlak ve z- ye gore diizgiin yakinsaktir.

Ispat: Z, €2 oldugundan Zak Zg serisi yakinsaktir. Bu yiizden yakinsak
k=0

- o k .
serinin genel terimi olan &, z," ,K — oo sartinda sifira yakimsar, yani

. k
lima, z,” =0

k—o0

olur. Boylece, { a, Zon} dizisi yakinsak oldugundan sinirlidir, yani 6yle M>0 sabiti
var ki, her bir n = 0,1,2,... i¢in ‘an Zy" ‘g M Simdi |Z|<]|Zzy| oldugunu var

sayalim. O zaman

n n

z

Zn
a,z"|=|a,zy — <M
z Zy

n

L

:‘an ZOn

k

o0

<1 oldugundan Z
k=0

L

VA
dir. Boylece, | —
Zy

serisi geometrik seri oldugundan

yakinsaktir. Bu yiizden verilmis, z i¢in (2.1.2) sersisi de mutlak yakinsaktir. Boylece,

S‘ 2 ‘(0) = {Z Z‘ Z ‘ < ‘Zo‘} dairesi €2 yakinsaklik bolgesinde yerlesir. Eger

‘ Z ‘ <r< ‘ Zo‘ olursa, o zaman daha giiclii asagidaki degerlendirme elde edilir.



L,

‘anzn <M

n n
<M| =
L,

ve buradan da Weierestrass kriterine esasen (2.1.2) serisinin mutlak yakinsakligi ve z

degiskenine gore S, (0) dairesinde diizgiin yakinsakligi bulunur.
Simdi asagidaki

R=sup|z|

zeQ
formiilii ile kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapini tanimlayalim.

Kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R-nin tanimindan ve Abel teoreminden

asagidaki sonuclar alinir:

1) Eger R=0 olursa, Q2 = {O} ve bu halde seri tek bir Z = 0 noktasinda yakimsaktir.

2) Eger O0<R<+oo olursa, SR(O) dairesi €2 yakinsaklik bdlgesinde
yerlesir,yani SR(O)CQ. SR(O) dairesinin sinirinda kuvvet sersinin yakinsak

oldugu ve olmadig1 noktalar olabilir.

3) Eger R = +00 olursa, 0 zaman (2.1.2) kuvvet serisi her bir z igin yakinsaktir, yani

(2.1.2) serisinin yakinsaklik blgesi {2 tiim kompleks diizlem olur.

SR(O) dairesine (2.1.2) serisinin yakinsaklik dairesi denir. (2.1.2) serisinin

yakinsaklik dairesinin yaricapi i¢in Cauchy-Hadamart formiilii

R

1
“imla,

nN—o0

dogrudur. Burada lim c, isareti ¢, dizisinin ist limitini gdsterir, yani {Cn }
n—oo

dizisinin en sagda yerlesen limit noktasidir. Ozel halde sonlu veya sonsuz

) 1
lim 7/ ‘ a, ‘ =/ limiti varsa, o zaman R :Z olur.

N—o0

Bazi hallerde R i¢in asagida degerlendirme yapmak faydali olur.

Asagidaki lemma bu amaca ulagmada yardimci olabilir.

4



Lemma 2.1. Varsayalim ki, 6yle M>0 ve « >0 sayilart var ki, | @, ‘S M a"

esitsizligi bir N>0 numarasindan baglayarak ve tiim n>N i¢in saglanir. O zaman
(2.1.2) serisinin yakinsaklik yarigapr i¢in — < R esitsizligi dogrudur.
o
Ispat. Lemmay1 ispatlamak i¢in (2.1.2) serisinin ‘Z‘<— dairesinde yakinsak
(04

oldugunu gostermek yeterlidir.

‘ VA ‘a = ( <1 oldugunu varsayalim. O zaman

a,2"|=|a, ||z <M a"|z]" =M|(az) =Mq"

dir. Buradan goriiyoruz ki, (2.1.2) serisi yakinsak olan seri ile degerlendirilir.
Boylece ‘Z‘<— dairesinde (2.1.2) serisi yakinsaktir. Boylece Lemmay1
(94

ispatlamis olduk.
Kuvvet serileri i¢in asagidaki teklik teoremi uygulamada ¢ok 6nemi vardir.

Teorem 2.2. Asagidaki iki,

>zt =Y b, 2" (2.1.3)

0 zaman bu serilerin tiim uygun katsayilari da esittir: @, = bk ,k=0,1,2,3,...

Ispat. z=0e Sy (0) oldugundan (2.1.3) esitliginde z=0 alirsak @, =, oldugunu

buluruz. Boylece, (2.1.3) den

o0 0
> a "t =>"b
a1 P



esitligi bulunur. Buradan da @, =D, esitligini bulunur. Matematiksel Induksiyon

(timevarim) yontemiyle bu serilerin tiim uygun katsayilarmin esit olduklarini

buluruz.
2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Taylor serileri

Tamm 2.1. Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonu z=0 noktasinin bir komsulugunda
yakinsaklik yarigapi sifirdan farkli olan bir yakinsak

(2.2.1)

—
—~~
N
~
Il
M
Q
~
N
=~

k=0

kuvvet serisi seklinde gosterilebilirse bu fonksiyona z=0 noktasinda analitik

fonksiyon denir.

Teorem 2.3. Eger f(z) fonksiyonu z=0 noktasinda analitik ise, 0 zaman bu fonksiyon

(2.2.1) serisinin yakinsaklik dairesi Sg(0) da siirekli fonksiyondur.

Ispat. Once, dikkate alalim ki, p € (O, R) icin sayisal

Zk \ak ‘ ,ok_1
k=1

serisi yakimsaktir. Gergektende, O € (,0, R) alalim. O zaman \ak ‘5 k< M,
k=0,1,2,... esitsizligi saglanir. (Abel teoreminin ispatina bakilabilir.)
Boylece

kK (p)" M
K k-1 _ skl (gj <M kgt
ENY: EN s s S q

burada q = g <1 dikkate alalim ki,



o0
serisi yakinsaktir. Buradan da mukayese teoremine esasen Z k \ak ‘ ,Ok_l
k=1

serisinin yakinsakligini ispatlamis oluruz. Bu serinin toplamini ci(p) ile isaret

edelim, yani
ci(p) =Z k| a| p
k=1 _

Simdi z=0 noktasinda analitik olan f(z) fonksiyonun Sg (0) dairesinde siirekliligini

ispatlayalim. Bunun i¢in Z,Z, € Sy (0) noktalarin alalim. O zaman.

f(z)-f (zo):i a, (z" Ry ):i a, (z"‘1 +2% %z, 4.+ 28t )(z—zO )
Buradan 3 2

a2 #1222 |+t 20 [ [2- 26| <

[ f(2)-1(z)|<

s(

3| kpkl]. 1z -z

~

i MS EM@;

1

veya

[ f(2)-f (z0)]<ci(p) 22
Boylece, bu sonuncu esitsizlikten de Z; e SR(O) noktasinda f(z) fonksiyonunun

stirekli oldugu ispatlanmis oludu.

Sonug 1. Z k a, 2 serisi Sg(0) dairesinde yakinsaktir.
k=1

Bu sonucu ispatlamak i¢in 6nce p € ( ‘ z ‘, R ) alip, sonra ise

Z k|a ‘pk_l
k1



o0
serisinin verilmig serinin mojarant serisi oldugunu kullanarak z ka,z 7 serisini
k=1

ve Sp (0) dairesinde yakinsak oldugunu ispatlamis oluruz.

Teorem 2.4. Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonu z=0 noktasinda analitik
oldugunda bu fonksiyon kendi kuvvet serisine agiliminin SR(O) yakinsaklik

dairesinde diferansiyellenen fonksiyondur.

Ispat. Once dikkate alalim ki, p € (0, R) say1s1 i¢in sayisal

k-2
Z k(k-1)] a,|p
k=2
serisi yakinsaktir. Bu serinin toplamm C, (p) ile gosterelim. Sonra agagidaki

kK ok
AN

e o = k(k—1)]1’(1—9)[(1—49)2+6>./;]k‘2 do(¢-z) (z#¢)

formiilinti kullanirsak £,Z €S, (0) i¢in buluruz.

g -z k k
5 "% k¥ <k(k-1)p* 2| ¢ -1
§—1z
Simdi Zk Eil.kaf1 =u(z) esitligini gosterelim. O zaman asagidaki degerlendirmeler
k=1
yapilir:
f(&)-f (z < KX .
| (C) ()_u(z)zzak|:§ _kzkl <
-1z = §—1z

SZ k(k=D|a [p?|¢-z]<c)(p)|¢ -2
k=2
dir. Bu esitsizlikten f(z) fonksiyonunun SR(O) dairesinde diferansiyellenen oldugu

ve f'(z2)= u(z) oldugu bulunur.



Sonug 2. Analitik fonksiyon kendi kuvvet serisine agilimimnin yakinsaklik dairesinde

sonsuz diferansiyellenendir ve keyfi n dogal sayisi igin
f@(z)=> k(k-1)....(k—n+1)a, z“"
k=n

esitlikleri dogrudur.
Bu teoremin ispat1 Teorem 2.2’nin ardisik uygulamasiyla ispatlanir.

Tamm 2.2. f(z) fonksiyonunun z=0 noktasinda sonsuz diferansiyellenen oldugunu

varsayalim. O zaman

= 190)
&k

seklindeki seriye f(z) fonksiyonunun Taylor serisi denir. Yukarida verilmis
ozelliklerden alinir ki, eger f(z) fonksiyonu z=0 noktasinda analitikdir, o0 zaman bu
fonksiyonun Taylor serisi kuvvet serilerinin teklik teoremine esasen f(2)

fonksiyonunun kuvvet serisine agilimi olur. Yani z=0 noktasinda analitik olan

fonksiyonun Taylor serisi S (0) dairesinde kendisine yakinsak olur.

Son olarak dikkate alalim ki kompleks z degiskenine bagli f(z) fonksiyonu siirekli
diferansiyellenen oldugunda, bu fonksiyon analitik olur. Bu o6zellik kompleks

degiskenli fonksiyonlar i¢in Cauchy integral formiilii esasiyla ispatlanir.

2.3 Kuvvet Serisine A¢manin Bazi Yontemleri

Genelde O‘ Z—a‘ < p dairesinde diferansiyellenen her bir fonksiyon bu dairede

yakinsak olan
f(2)=) a,(z-a)" (2.3.1)
n=0

seklinde kuvvet serisine agilir. Burada a,,

a —Lfm (a) (2.3.2)

" nl



veya

1 f(J) q
= Sl de i< 2.3.3)
mé—f:l[pl (¢-a)” : e

formiilleri ile tanimlanir. Bu kuvvet serisi f(z) fonksiyonunun Z =a noktasi

komsulugundaki Taylor serisidir.

Elemanter e’ , sinz , cosz, shz, chz fonksiyonlarmmin z=0 noktasinda tiirevlerini
hesaplayarak bu fonksiyonlarin kompleks diizlemde yakinsak olan asagidaki

ac¢ilimlar1 buluruz:

0 n
= Z z , (2.3.4)
~ n!
2n+1
sinz= , 2.3.5
g( ey (235)
cosz= Yy (-1)" : (2.3.6)
nz;‘ (2 )!
) Z2n+1
hz= D E— : 2.3.7
ZO (2n+1)! ( )
0 ZZn
chz= . (2.3.8)
nzz(; (2n)!
Asagidaki agilimda dogrudur.
L pA . (2.3.9)
1-z =~

Bu sonuncu seri ‘ z ‘ <1 dairesinde yakinsaktir. Dikkate alalim ki , (2.3.1) serisini

katsayilarint bulmak i¢in (2.3.3) formiilleri kullanilir.Adeta Taylor serisinin
katsayilarini bulmak i¢in belli agilimlardan ,mesela (2.3.4)-( 2.3.9) formiillerinden ve

0zel yontemlerden istifade edilir.

10



Mesela,

(1_12)2:§:(n+1)zn . (lz]<1)

acilimi (2.3.9) a¢ilimin diferansiyellemekle alinir.
Burada kuvvet serisine agmanin bazi1 yontemlerini gosterelim.
2.3.1. Kuvvet Serileri Uzerinde Aritmetik Islemler

f(z) ve g(z) fonksiyonlarmin Z = a noktasinda analitik fonksiyonlar olduklarini ve

asagidaki kuvvet serileriyle gosterildiklerini varsayalim:

f(z) = icn (z-a)" (2.3.10)
n=0

g(2) :idn(z—a)” (2.3.11)
n=0

(2.3.10) ve (2.3.11) serilerinin uygun olarak \z—a\<R ve ‘Z—a‘<R1

dairelerinde yakinsak olduklarini varsayalim. O zaman asagidaki a¢ilimlar dogrudur:

Af(2)=Y Ac,(z-a)" , (A=sbt) (2:3.12)
f(z)tg(z)= i (c,xd.) (z—a)" (2.3.13)
n=0
f(2)9(2)=)] (Z ckdnkJ(z—a)” (2.3.14)
n=0 k=0

Burada (2.3.12) serisi \z—a\< R dairesinde ama (2.3.13) ve (2.3.14) serileri

‘ Z— a\ <p, p=min(R,R,) dairesinde yakinsaktir.

11



2.3.2. Belirsiz Katsayilar Yontemi

g(z) ve h(z) fonksiyonlarimin Z = a noktasinda analitik fonksiyonlar olduklarini ve

h(a) #0 oldugunu ve bu fonksiyonlarin Z =a noktas1 komsulugundaki Taylor

serisine agilimlarinin belli olduklarin1 varsayalim:

0= a,(z-a)" . h@)=>b,(z-a)
n=0 n=0

9(2)

h(z)

aciliminin katsayilarini bulalim. Bunun igin f(z) fonksiyonunun Z =a noktasi

f(z)=

fonksiyonunun Z =a noktasi komsulugundaki Taylor serisine

komsulugundaki Taylor serisini asagidaki sekilde yazalim:
f(2)=> c,(z-a)
n=0

Bu a¢ilimda C, , n=0,1,2,3,...... katsayilar1 Dbelirsiz katsayilardir. Bu katsayilar

n 9

bulmak i¢in

f@h(2)=9(2)
veya
Z(ch bnkj(z —a)"=>a,(z-a)"
n=0 \_k=0 n=0

esitliginde Z—a farkinin aym dereceli kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek C,,C,

...belirsiz katsayilarin1 bulmak i¢in asagidaki rekkurent esitlikler buluruz:

Coby +¢ by +..+C by =a, n=0,1,2,...
veya
a, C,b +c,b,_,+...+C _,b
C, —_-n_>0"n 1~n-1 n-1%1 , n=0,1,2,3,...C0 :& . (2.3.15)
by by by

12



Dikkate alalim ki, iki kuvvet serisinin orantisini bulmak i¢in g(z) fonksiyonunun
kuvvet serisini h(z) fonksiyonunun kuvvet serisine (z-a) nin derecelerinin artmasi

sirastyla yazilmig polinomlarin béliinmesi yontemiyle bolmekle de almak olur.

2.3.3. Kuvvet Serilerinin Serileri
f,(2), f,(2),...f,(2),.. fonksiyonlarmin  her birinin ‘ Z— a\ < p dairesinde

analitik olduklarini ve bu fonksiyonlarinin ‘ Z— a\ < pP1, P < p dairesinde diizgiin

yakinsak olan
f,(2)=> ¢t (z-a) (n=12,3,...) (2.3.16)
k=0
kuvvet serilerine agildiklarini varsayalim. Asagidaki fonksiyonel

f(z)= i f.(2) (2.3.17)

serinin ‘ Z— a\ < p1, P < p dairesinde diizgiin yakinsak oldugunu varsayalim. O

zaman Weierstrass teoremi esasinda buluruz

_Y@ Z f<k fa(@) Z 0

C= 0, (2.3.18)

buradan da

k=0 n=1

f(z) = ick (z—a) = i Li c,ﬁ“] (z—a) (2.3.19)
k=0 ]

dir. Boylece, diizgiin yakinsak analitik fonksiyonlarin diizgiin yakinsak serilerinin
toplaminin Taylor serilerinin katsayilarin1 bulmak i¢in fn (z2) fonksiyonlarinin

Taylor serisinin ayni indisli katsayilarini toplamakla bulunur.
2.3.4. Seriyi Seride Yazma Yontemi

Asagidaki

f(2) = g[h(2)]

13



karmasik fonksiyonunu ele alalim. Burada w=h(z) fonksiyonu \z—a\ <R,

dairesinde analitiktir g(@) fonksiyonu ise ‘W—b‘ < R dairesinde analitiktir ve

h(a )=b sart1 saglanir. g( @) ve h(z) fonksiyonlarinin kuvvet serileri
g(w)=> b, (w=b)", h(z)=> a,(z-a)"
n=0 n=0

serileridir. h(z) fonksiyonu |z—a|<R, dairesinde analitik oldugundan Gyle
‘ Z—- a\ <R,, R, <R, dairesi bulunur ki, ‘ h(z) —h(a) ‘ < R esitsizligi saglanir,
yani ‘W—b‘ <R olur. Weierestrass teoremine esasen f(z) fonksiyonu

‘ Z— a\ < R, dairesinde analitik olur. Bu zaman

f(z):ick (z-a)"
k=0

serisinin katsayilari (2.3.18) ve (2.3.19) formiilleriyle bulunur. Burada

f.(z) =b, [h(Z) —b ]n

olur, ¢iinkii

f(z)zg(w)zibn(w—b)” :ibn[h(z)—b]n (2.3.20)

dir. Boylece, ele aldigmiz f(z)=g(h(z)) fonksiyonunu Z=a noktasi
komsulugundaki Taylor serisine agmak i¢in @ = h(z) fonksiyonunun Z = a noktasi
komsulugundaki kuvvet serisini g(@) fonksiyonunun @ = b noktasi
komsulugundaki kuvvet serisinde yerine yazip (2.3.20) formiilindeki islemleri

yapmak gerekir. Alinan seri

f(z)= i b, (h(z) -b)" = ick (z-a)* (2.3.21)
n=0 k=0

14



serisi ‘Z —a\ <R, dairesinde yakinsak olur. Burada Rpsayist dyle segilir ki ,
‘ Z— a\ <R, oldugunda ‘ W— b‘ =‘ h(z) - b‘ < R esitsizligi saglansin.

2.3.5. Kuvvet Serisinin Yeniden Ac¢ilimi

Seriyi seride yazmanin 6zel bir halini ele alalim. Asagidaki
f(2)=) c,(z-a)" (2.3.22)
n=0

serisinin ‘ Z— a\ < R dairesinde yakmsak oldugunu varsayallm. b noktasi
‘ Z— a\ < R dairesinde yerlesen, yani ‘ b— a\ < R sartin1 saglayan her hangi bir
nokta olsun. Z —a farkini

z—a=(b-a)+(z-b) (2.3.23)

seklinde ifade edelim ve bu ifadeyi (2.3.22) agiliminda dikkate alarak yazalim
f@)=> c,[(z-b)+(b-a)] (2.3.24)
n=0

olur. Eger ‘Z—b‘<p, p=R—‘b—a‘ ,0 zaman \z—a\<R esitsizligi

saglanir. (2.3.24) den asagidaki a¢ilimi bulabiliriz ki,
f(2)=> d,(z-b)" (2.3.25)
n=0

bu agilim ‘ Z-b ‘ < p dairsinde yakinsak olur.

Bu yontemle elde edilen (2.3.25) kuvvet serisine (2.3.22) kuvvet serisinin b

noktasinda yeniden agilimi denir.
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3. TAM FONKSiYONLAR

Tammm 3.1. Tim kompleks diizlemde analitik olan kompleks degiskenli f(z)

fonksiyonuna tam fonksiyon denir, yani tim kompleks z diizleminde yakinsak olan

f()=) a,z" (3.1)
n=0

kuvvet serisi seklinde gosterilen f(z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Mesela, polinomlar, e’, sinz, cosz, shz, chz fonksiyonlar1 tam fonksiyonlardir.

Teorem 3.1. f(z) ve g(z) fonksiyonlarinin tam fonksiyonlar olduklarini varsayalim.
O zaman f(z)* g(z), f(z).g(z), f(g(z)) fonksiyonlar1 ve bélen g(z) fonksiyonu tiim
f(2)
9(2)

kompleks diizlemde sifirdan farkli oldugunda, yani g(z)+# 0 oldugunda

fonksiyonu da tam fonksiyonlardir.

Bu teoremin ispat1 tam fonksiyonun tanimindan ve analitik fonksiyonlarin Boliim 2.3

de gosterilmis Ozelliklerinden alinir.Bu teoremden istifade ederck a #1, a>0

olmakla
2 n
Z_1+Inaz+(lna) 2. M n §
1! 21 n!
2 n
e‘2:1—£+z—+..+(—1)”—+ ,
1! I
3 6 3n
e’ =142 v Z p oty
1 2! n!
e’ -1-z 1 1z z° n-2
> = 4+ — . ...,
Z 21 31 41 n!
. 2 4 6 2n
Z 31 51 71 (2n +1)!
2 3 n




sin/z 7 7° z"
=1 + (-1 — .
Jz 31 5l (2n+1)!

H z
sinz e
e

fonksiyonlarmin ve €77, , sin(cosz) ve fonksiyonlarinin tam fonksiyonlar

olduklar1 agikg¢a goriiliir.

Bu orneklerdeki tam fonksiyonlar ya elemanter (iistel , trigonometrik), ya da
elemanter fonksiyonlarin sade sonlu sekilde kombinasyonlaridir.Ama keyfi alinmis
tam fonksiyonu genelde her zaman elemanter tam fonksiyonlarin sade sonlu
kombinasyonu seklinde gostermek miimkiin degildir. Mesela, asagidaki tam

fonksiyonlar sonlu sayida elemanter tam fonksiyonlarin kombinasyonu seklinde

gosterilemez:
2 3 n
Z Z Z
f(Z): Z+2—2+3—3+...+—n+...,
n
z? z° z"

9(z) = h,

+ +ot
(In2)?  (In3)* (Inn)"

2 3 Zn

z° 1
h(z):z+¥+3—6+...+n7+...

Burada (3.1) kuvvet serisinin tiim kompleks diizlemde yakinsak olmasi igin bir

gerekli ve yeterli sart verelim.

Teorem 3.2. (3.1) kuvvet serisinin tim kompleks diizlemde yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart

lim*%/|a,|=0 (3.2)

n—o0
sartinin saglanmasidir.

Ispat. Burada biz (3.2) sartimin (3.1) serisinin tiim kompleks diizlemde yakinsak

olmasi i¢in yeterli oldugunu gosterelim.
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z=0 noktasinda (3.1) serisinin yakisak oldugu agiktir. Z # O alalim. (3.2) sartinda

{n ‘ a, ‘ } dizisinin sifira yakinsak oldugu denildiginden & = alirsak, dyle N

2| 2|

numarast bulunur ki, n>N sartin1 saglayan her bir n sayisi i¢in

1
n
Viml<an

esitsizligi saglanir. Bu sonuncu esitsizlikten ise n>N ig¢in

1
o

‘anzn

esitsizligi bulunur. Buradan da mukayese teoremine gore (3.1) serisinin her bir sonlu

Z # 0 noktasinda yakisak oldugu alinir. Serisinin her yerde yakinsak olmast i¢in

lim 201 — g (3.3)

n—oo an

sartinin saglanmasi da yeterlidir. Ama (3.3) sartinin saglanmasi (3.1) serisinin tim
kompleks diizlemde yakinsamasi i¢in gerekli degildir. (3.3) sartinin (3.1) serisinin
tim kompleks diizlemde yakinsak olmasi igin yeterli sart oldugunu gostermek igin
(3.1) serisinin bir sonra gelen teriminin O6nce gelen terime orantisinin modiiliinii

alirsak buluruz:

n+l
an+1 Z

a,z"

_|a

n+1

a

Iz

n

dir. Burada elbette ki a #0 ve Z # 0 oldugu farz edilir. Bu sonuncu esitligin her
yanindan N —> o0 sartinda limit alirsak esitligin sol yan1 (3.3) sartina esasen sifira
esit oldugunu buluruz. Kuvvet serilerinin yakinsakliginin Dalembert testine esasen
(3.3) sart1 saglandiginda (3.1) serisinin her bir sonlu Z #0 noktasinda mutlak

yakinsak oldugu bulunur.

Mesela,
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4
Z+—+..+—+..
2! n!

serisi i¢in

I o] = i3 - =i 2=

oldugundan bu seri kompleks diizlemin her bir sonlu z noktasinda yakinsaktir.

Asagidaki
Z2 n
+—F+— et —+
1 21 n!
kuvvet serisi i¢in
1
a,, n+1)! 1
lim —/= = lim (n+1t =lim —=0
n—oo an n—oo n—o N + 1
n!

oldugundan bu seri kompleks diizlemin her bir sonlu z noktasinda yakinsaktir.
3.1. Ustel ve Trigonometrik Tam Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri
e’ , cosz ve sinz iistel ve trigonometrik fonksiyonlarmi ele alalim. Bu fonksiyonlar

tam fonksiyonlardir. w degiskeni kompleks degisken olmak iizere € fonksiyonunda

z degiskeni yerine iw alalim. O zaman

2 4 2n
= 1—W—+W——....+(—1)n W+
21 41 (2n)!

3 5 2n+l
+i W—W—+W——....+(—1)“W—+... =
31 5l (2n +1)!

= cos(w) +isin(w)
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bulunur. Boylece,
e'" = cos(w) +isin(w) (3.1.1)

formiiliinii bulmus oluruz. Bu formiil iistel (eksponensial) fonksiyonu trigonometrik

fonksiyonlarla ifade eden Euler formiliidiir.

(3.1.1) formiiliinde w degiskeni yerine ,-w alsak asagidaki formiilii
e = cos(w)—isin(w) (3.1.2)

buluruz. (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerini taraf tarafa toplarsak ve ¢ikarsak trigonometrik

fonksiyonlart tistel fonksiyonlarla baglayan asagidaki Euler formiillerini

e —iw iw _e—iw
cosw="—7>— , Sinw=-——"0"— (3.1.3)

elde ederiz. Euler formiillerinde goriiliir ki, tam fonksiyonlar sinifinda kompleks

degiskenli iistel ve trigonometrik fonksiyonlar biri birine en yakin 6zellikli

fonksiyonlardir. Z, ve Z, kompleks degiskenli et ve e’ fonksiyonlarii ele

alalim. Bu fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in

e e2=gh’® (3.1.4)

formiili. dogrudur. Bu ozellik iistel fonksiyonlar i¢in toplama teoremi olarak
adlandirilir. (3.1.4) formiili kuvvet serilerinin ¢arpimi formiilii ile ispatlanabilir.

(3.1.4) formiiliinde
,=7Ve Z,=-2
alirsak
el.e’=1 (3.1.5)

formiiliinii buluruz. Bu formiilden 6zel halde €° fonksiyonunun tim kompleks

diizlemde sifirdan farkli oldugu alinir. Baska deyisle

denkleminin kompleks sayilar kiimesinde ¢6ziimiiniin olmadig: goriiliir.
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(3.1.5) formiilinden ayni zamanda asagidaki formiilde

yazilir. (3.1.4) formiiliinde Z,= Z ve Z,=2x I alirsak buluruz.

ez e27ri:ez+27zi

Burada Euler formiiliine esasen

e =cos2r +isin2x =1

dikkate alirsak buluruz:

Z+27mi _

e e’ (3.1.6)

Bu formiilde z kompleks degiskendir. (3.1.6) formiilinden e fonksiyonunun tam
sanal 271 periodlu periodik fonksiyon oldugu goriilmektedir. € fonksiyonunun

modiiliinii ve argiimentini burada hesaplayalim. Bunun icin e® fonksiyonunda

z=x+iy alalim. Burada x ve y reel degiskenlerdir. O zaman
el=e*V=gXe!Y=eX(COS Yy +isiny)
dir. Boylece, biz e” fonksiyonunu
e’ =r(cosp +ising)
trigonometrik sekilde yazmis olduk.

Bu yiizden

z X

‘eze

Arg(e’)=y+2rk , k=0,+1,+2,...

oldugunu buluruz.
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1+i~/2

Ornek. € ifadesinin modiiliinii ve argumenti asagidaki sekildedir.
‘ el+ix/§ ‘ —e
Arg(el”ﬁ )=ﬁ+2k7r, k=0,£1,%2,...

3.2. Hic Bir Yerde Sifira Doniismeyen Tam Fonksiyonun Ustel Sekilde

Gosterilisi

f(z) fonksiyonunun kompleks diizlemin hicbir noktasinda sifira doniismeyen tam

fonksiyon oldugunu varsayalim, yani f(z)# 0 olsun. Bu yiizden f'(z) fonksiyonu

da hicbir noktada sifira doniismeyen tam fonksiyondur. Boylece,

o-18

fonksiyonu da tam fonksiyonun hicbir noktada sifira doniismeyen tam fonksiyona

boliinmesi gibi bir tam fonksiyondur. h(z) fonksiyonunu 0-dan z ye kadar

integrallesek yine bir tam ¢(z) fonksiyonu bulmus oluruz: Yani

f [ £ f f(2) :
p(2)=|h)de = —22ds=|dIn f()=In—=2 +2kri,
! J f() j f(0)
k=0,£1%2,...
elde ederiz. Boylece,
RAC o(2) + 2k, k=0,+142,...

£(0)

dir. Buradan ise
f(z) = f(0) e?(2) — @?(@)+InT(0) _ 9(2)

oldugunu buluruz, burada g(z)=¢@(z) + In f (0) fonksiyonu tam fonksiyondur.
Sonug olarak biz kompleks diizlemde sifirt olmayan keyfi bir tam fonksiyonun

f(z)= ed® seklinde yazilabildigini gosterdik. Bu gosterimde g(z) tam
fonksiyondur.
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4, TAM FONKSIiYONLARIN ARTMA HIZINA GORE
SINIFLANDIRILMASI

4.1. Tam Fonksiyonun Modiiliiniin Maksimum Fonksiyonu

Tam f(z) fonksiyonunun artis1 hizin1 karaktirize etmek i¢in onun ‘ Z ‘ < r dairesinde

modiiliniin maksimumu

M, (r)= ngaé\ f(z)|= rrz1a:>§\ f(z)| (4.1.1)
M (r) fonksiyonu bazen sadece M(r) ve bazense M(r;f) seklinde gosterilir. Modiiliin
maksimum prensibinden M(r) fonksiyonu r argumentinin artmastyla onun r-ye bagl
olarak monoton artan fonksiyon oldugu goriiliir. M4(r) fonksiyonunun artis hiz1 tam
fonksiyonun davranisint karektirize etmek icin en Onemli karakteristigidir
(gostericidir). Ama genelde My(r) fonksiyonunun hesaplanmasi en basit tam
fonksiyonlar i¢in bile ¢ok bliylik zorluklarla karsilasilmaktadir. Buna bakmayarak bir
cok haller de My(r) fonksiyonu agik sekilde hesaplanamadigindan bu fonksiyonu

alttan ve tistden degerlendirmek yeterli olur. Burada n mertebeli (n >1)
Pu(z)=8y+3, Z+...+a,2"a, #0

polinomunun M(r) fonksiyonunun alttan ve tistten degerlendirilmesini gosterelim.

Bunun i¢in 6nce Pp(z) polinomunun modiiliinii merkezi koordinat baslangicinda

yarigap1 r olan ‘ z ‘ < T kapali S r (0) dairesinde degerlendirelim:

\Pn(z)\:‘ao +az+...+a,z"

<|ag|+|a| z|+..+|a, || z|" <|ap |+] & r|+..+]a, || r["

veya

P (z)< "1 ‘a”‘l‘.l @.i
|P.(z)|<|a, |r +[‘an‘ r+ +‘an‘ o

dir. Sonuncu esitsizligin sag yaninda parantez dahilinde



a1 |2
el L L2

1
| 1"
ifadesinin r sonsuza giderken sifira yakinsak oldugu aciktir. Buna gore de keyfi
pozitif ve ¢ <1 sartin1 saglayan & sayisi i¢in dyle R sayis1 bulabiliriz ki, her bir r >R
igin

nal 1, |3

1
S+ il
\al r

3| r"

<g (4.1.2)

esitsizligi saglanir.

Buna gore de r>R olmak iizere ‘Z ‘ <T kapali dairesinde P,(z) polinomunun

modiilii iist den keyfi 0 < & <1 i¢in
|P,(2)|<|a,|.r" L+e) (4.1.3)
sekilde degerlendirilir. $imdi P, (2) fonksiyonunun modiiliiniin ‘ Z ‘ =T ¢emberinin

tizerindeki herhangi bir Z, noktasinda degerini ele alalim. ‘ZO ‘ =r ve r>R

oldugunda (4.1.3) esitsizligi bu nokta i¢inde saglanir, yani
n
la, |r" (L+&)=| P, (z,)]
dir. Diger yandan

n n-1
anZO +(an_lzo +...+ ao)‘

[P(z0)] =

a,z,

> _

n-1
a, 12y +...+a, ‘

>| ag || zo|" — (| @y 1] | 20| +.. 4| 36 | )

>la, [ —(|a, , |[r ..+ ay |)

ENEURNEN

=la, [r"[1—( —
o O T

1
—)]
;

seklindedir.
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Buradan da r >R oldugunda (4.1.2) esitsizligine dayanarak
P, (z0)| 2] @, r"(1-¢) (4.1.4)

buluruz. (4.1.3) ve (4.1.4) esitsizliklerinden yeteri kadar biyiik r>R sayilari icin

‘Z‘ = I ¢emberi iizerinde keyfi & € (0,1) sayis1 icin asagidaki iki kat esitsizlik yazilir

a, |[r"@-¢)< |R,(z)| <] @, r"@+e) (4.1.5)

Dikkate alalim ki bu esitsizlik n=0 hali i¢inde dogru olur. (4.1.3) esitsizligi | Z ‘ <r

icin saglandigindan bu esitsizligin sol yanmdan‘ VA ‘ < T iizere maksimum alsak ve

modiiliin maksimum prensibine gore

max| P, (2) =max| P, (2)
z|=r

2f<r
oldugunu dikkate alirsak r >R icin buluruz:

M(r)<|a, [r"(@+¢) (4.1.6)
buluruz. Diger yandan ‘ Z ‘ =T ¢emberi lizerinde ‘ P.(2) ‘ ifadesinin degeri

M (r)=max| P,(z)|

e

degerinden kiiciik veya esit oldugundan (4.1.4) esitsizliginden r >R icin
M(r)>|a,| r"@-e) (4.1.7)

elde ederiz. Boylece (4.1.6) ve (4.1.7) esitsizlikler sonunda r >R i¢in

1—€<M<1+8

Ca, [ r”
yazariz. Bu esitsizlik de & <1 keyfi kii¢lik pozitif say1 oldugundan

lim M

=1 (4.1.8)
r—>o0 ‘ an‘ r"
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oldugu goriiliir. Sonuncu esitlikten n dereceli polinomun modiiliiniin maksimumu
I — 00 sartinda asimptotik olarak polinomun bas teriminin modiiliine esit oldugu

goriiliir, yani

(I’ —)oo)

M (r)=max|P, ()| ~‘anzn
Z\|\=r

dir. Gergekten de ‘ Z ‘ =TI oldugunda

a,|r"=a,z"
n n

dir. Burada biz n dereceli P,(z),n>1 polinomun modiiliiniin maksimumunun

I — oo sartin da I'" iz ile (bir pozitif kat say1 ile ) , artarak oo ' a yaklastigini

gormiis olduk.

4.2. Ustel ve Trigonometrik Tam Fonksiyonlarin Modiiliiniin Maksimum

Fonksiyonunun Hesaplanmasi

z

e“, cosz ,sinz fonksiyonlar1 icin M(r) fonksiyonunu hesaplayalim. Bunlar

karistirmamak icin bu fonksiyonlarin modiiliiniin maksimum fonksiyonlarini

asagidaki gibi gosterelim. Yani
M (r;eZ ) M(r;cosz), M(r;sinz)

olsun. Once M (r;e?) fonksiyonunu hesaplayalim. Trigonometrik tam fonksiyonlar

icinde M (r) fonksiyonunun hesaplanmasi aym yontemle yapilir. € fonksiyonunun

, z 7° z"
e =1+—+—+..+—+...
w21 n!

acilimindan buluruz. Buradan

n 2 n
= 1+£+...+Z—+...+.. sl+m+ﬁ+...+ﬁ+...

&
1! n! 2 n!

kapali ‘ Z‘ < I dairesinden
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2 n

r r r
<l+—+—+..+—+...=8€
1 21! n!

r

S

olur. Bdylece, sonuncu esitsizlikten goriiyoruz ki ‘Z‘SI’ dairesinde ‘ez‘
fonksiyonu €' sayismi asmiyor. Ama  |z|<r dairesinin ‘Z‘zl’ cemberi

tizerindeki Z = I noktasinda ‘ez‘ =e"esitligi alimr. Buna gore de iistel €’

fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu kendisinin maksimal degerini Z =¥

noktasinda alir.

Boylece
M(r;ez):max e’l=¢e' (4.2.9)
Z|=r
formiiliinii buluruz. Benzer sekilde
2 4 6 2n
yA YA yA
cosz=1-—+-———+..+(-1)" +...
2! 4! 6! (2n)!
acilimini yazarak
2 4 2n
‘COSZ‘S].-FE-FE m

+...+
21 ' 41 (2n)!

bulurur. Buradan da | z| < r dairesinde

2 4 2n
r r r
|cosz| <1+ —+—..+ +o
2! 4] (2n)!
r +e—r
olur. Bu esitsizligin sag yamndaki serinin toplam1 chr = T fonksiyonuna

esittir. Boylece | Z| <r igin

r -r
‘COSZ‘Si
2

dir. Ama | z| < r dairesinin ‘ Z ‘ = I smirinda bulunan Z = I noktasinda
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ei(ir)_'_e—i(ir) ~ e Lef ~ e Lo

Cosir = = chr
2 2 2

) e +e' . .
olur. Buna gore de T sayi1sl | z| <r dairesinde cosz fonksiyonunun
modiiliiniin maksimumu ile ¢akisir. Boylece

_ e" +e '
M (r; cos z) = max|cos z| = — = chr (4.2.10)
z=r

olur. Simdi ise sinz fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu fonksiyonunu

hesaplayalim. Bunu i¢in de

3 Z5 Z7 Z2n+1

sinz=z——+———+..+(-1)"—+...
31 51 71 (2n+1)!

acilimimi  kullanalim. Bu formiile esasen |Z| <r dairesinde asagidaki

degerlendirmeyi yapalim:

\sinz\<\z\+ﬁ+ﬁ+... ﬂ
N 31 5l (2n+1)!
<r+ﬁ+£ r2n+1

et 4.
31 5177 (2n+1)!
dir. Bu esitsizligin sag yanindaki seri
-r

€

+e
shr =

fonksiyonunun ac¢ilimidir. Buna gore de| Z| <Tr i¢in

: e —e
|sinz]<=———
2

olur. Ama Z = ir noktasinda (bu nokta ‘ Z ‘ =TI g¢emberi lizerindedir)
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o |eli e D] e _g"| e e
|sinir|= : = =
o2 || 2 | 2
e’ —e™"
dir. Buna gore de T sayisl ‘Z‘Sr dairesinde sinz fonksiyonunun
modiliiniin maksimumu ile ¢akistig1 goriiliir. Boylece
e —e"
M(r,sinz)zmax\sinz\zT:shr (4.2.11)

| z|=r
dir.
4.3. Tam Fonksiyonun Kuvvet Serisinin Katsayilar: I¢in Cauchy Esitsizlikleri
f(z) fonksiyonu kompleks degiskenli tam fonksiyondur ve

f(z)=a, +a,z+a,z° +..+a,2" +.... (4.3.12)

onun her yerde yakinsak olan kuvvet serisidir. (4.3.12) serisinde z = re'? alirsak
f(re)=> a,r'e" (4.3.13)
n=0

buluruz. Bu seri her bir r >0 say1 i¢in 0 < @ < 27 arahginda ¢ degiskenine gore

diizgiin yakinsaktir (4.3.13) esitliginin her yanini e 'me fonksiyonuna ¢arpip sonra

@ degiskenine gore 0 dan 27 ye kadar integrallesek ve

;o 27 ,€eger n=m
J.e—lm(pelnq)d¢:{ g
5 0 ,eger nzm

esitligini dikkate alirsak

fo (rei‘/’)e‘im‘/’d(p —a, r"2r (4.3.14)
0

veya
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Tf (rei‘” )e‘i”“/’dgp (4.3.15)
0

1

a. =
" 2xr™

buluruz. Buradan da

1 2 _ 2 Mf(r)
< f(re'?)|de < M do =
2| zm!‘ (re'")|dg <~ f(r)g p="1
dir. Boylece
M
a, |< fm(r) . m=0123,... (4.3.16)
r

olur. Bu esitsizlikler tam f(z) fonksiyonunun kuvvet serisinin katsayilari igin
Cauchy esitsizlikleridir.
4.4. Lioville Teoremi ve Ondan Alinan Bazi Sonuglar

Teorem 4.1 (Lioville Teoremi). Tam

f(z):iak z"
m=0

fonksiyonu i¢in ‘ VA ‘ > 1, bolgesinde

f(z)|<A |z (4.4.17)

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Burada N>0 olmakla tamsayi, A ise bir

pozitif sayidir. O zaman f(z) fonksiyonu derecesi n sayisinit agmayan polinomdur.

Ispat. Teoremi ispatlamak icin f(z) tam fonksiyonunun kuvvet serisinin katsayilar:

i¢in

max|f (z)|
=r

=

la, | < ., m=012,...

m

r

Cauchy esitsizliklerinde I' > Iy alalim. Teoremin sartindaki (4.4.17) esitsizliginden

r>r, icin
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max| f ()] < Ar"
|z|]=r

buluruz. Bu sonuncu esitsizligi Cauchy esitsizliklerinde dikkate alsak a, katsayilari

icin asagidaki esitsizlikleri buluruz
la <A™ m=012,.. (4.4.18)

dir. Bu esitsizliklerde r sayis1 yeterli kadar biiyiik almabilir ve dikkate alalim ki, @,
katsayilar1 r sayisina bagli degildir. Buna goére de m>n oldugunda (4.4.18)

esitsizliginden I —>oo sartinda @, =0 oldugunu buluruz. Bdylece

m

a a .=0, yani f(z) fonksiyonu teoremin sartlar1 saglandiginda derecesi

n+l — Ant2 = -

n sayisini agmayan polinom olur. Bununla da Liouville teoremi ispatlanmis olur.

Liouville teoreminden bircok 6nemli sonuglar ¢ikar. Onlardan bazilarimi1 burada

gosterelim.

Sonu¢ 1. Tam f(z) fonksiyonu tiim kompleks diizlemde sinirli olursa, yani keyfi

sonlu z noktasi i¢in
f(2)[<A (4.4.19)

esitsizligi saglanirsa, o zaman bu fonksiyon sabittir, yani f (z) = sbt. Gergektende,

bu halde (4.4.18) esitsizliginde uygun olarak n=0 olur ve f(z) fonksiyonun kuvvet

serisinin katsayilari i¢in n=0 halinde yazilan (4.4.18) esitsizligine uygun
la, [<Ar™ m=012,..

esitsizliklerinden

esitliklerini elde ederiz. Buna gore de f (z) = a, = sbt oldugu goriiliir.

Bu sonugtan biz goriiyoruz ki, tam fonksiyonun modiiliiniin tiim kompleks diizlemde

stnirl olmasindan, yani uygun olarak M ¢ (r) fonksiyonunun sinirli olmasinda f(z)

fonksiyonunun sabit fonksiyon oldugu goriiliiyor. Buna gore de sabit olmayan tam
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fonksiyonun azalmayan M (r) fonksiyonu smirli olamaz, yani onun sonsuz
artmasi gerekir. Boylece asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Sonu¢ 2. Tam f(z) fonksiyonu sabit olmadiginda onun modiiliiniin maksimumu

M ; (r) fonksiyonu r sonsuza giderken sonsuza yakinsar.

Yukarida ele aldigimiz her bir 5rnekte, P, (z) n>1olan n dereceli polinom halinde,

istel ve trigonometrik tam fonksiyonlarda bu sonug agik¢a goriinmektedir.

Gergekten de mesela Pn( Z) N >1 dereceli polinom oldugunda

. M(r
lim L)n =1
n—o0 ‘an ‘ r
oldugunu gosterdik. Bu esitlik gosterir ki, M(r;P,(z)) fonksiyonu ‘ an\ r'
(a, # 0) fonksiyonu hiz1 ile sonsuz artar. Buldugumuz
M (r ; ez): e

r -r
M(ricosz)=51° "

r -r

M (r,sin z)=%

formiillerinden
Al
jim MT€7) g
r—o0 e
im M (r;cos z) 1
roo 1
e
2
im M (r;sin z) 1
roo 1
—e
2
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esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden iistel ve trigonometrik tam fonksiyonlar halinde

1
M (I’; f (Z)) fonksiyonunun €' (¢ =1 veya o= E) hizi ile arttig1 goriiliir.

Ayni zamanda dikkate alalim ki €" fonksiyonu r-nin keyfi mertebesinde, yani r",

n-keyfi pozitif tam sayr oldugunda, kuvvetinden daha biiylik hizla artar, yani

"
lim — =0 esitligi keyfi pozitif n-sayis1 i¢in dogru olur. Gergektende

r—o @

r" r" r" (n+1)!
e_r: r rn r.n+l < rn+1 = r _)0 ! (r—>oo)
1+ +...+—+ +...
1! n! (n+1)! (n+1)!

dir. Bu sonuncu o&zellik genellestirilmis Liouville teoremi olarak adlandirilan

teoremde genel olarak tam fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde verilir.
Teorem 4.2 (Genellestirilmis Liouville Teoremi).

Tam f(z) fonksiyonu polinom olmadiginda onun modiiliiniin maksimumu M (r; f )

fonksiyonu keyfi P(z) polinomunun modiiliinin maksimumu M(F;P)

fonksiyonundan daha sonsuz hizla artar, yani

lim M(r;P) =0 (4.4.20)
e M(r; )
olur. Burada
M(r, f)=max|f(z] ve M(r,P)=max P(z)|
z|=r z|=r
dir.

Ispat. f(z) fonksiyonu sarta gére polinom olmayan tam fonksiyon oldugundan bu

fonksiyonun

f(z)=a, +a,z+a,z* +..+a,z" +...
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kuvvet serisinde Oyle yiiksek z™ dereceli kuvvetini bulabiliriz ki, m sayis1 P(z)
polinomunun derecesinden biiyiik olur ve z" kuvvetinin katsayis a,, sifirdan farkli
olur. P(z) polinomunun n dereceli keyfi bir polinom oldugunu veb, # Oyiiksek

dereceli terimin katsayis1 oldugunu varsayalim. O zaman 0 < & <1 sayisina gore

Oyle Iy sayis1 bulabiliriz ki, I' > I esitsizligini saglayan keyfi r sayisi i¢in
M(r;P)<|b, | r"(1+¢) (4.4.21)

esitsizligi saglanilir. Bu esitsizlikte I' >1 esitsizliginin de saglandigini varsayalim.

Simdi f(z) fonksiyonunun kuvvet serisinde dyle @, 2 | a, #0 terimini bulalim

ki, M= N+1 olsun. Bu terimin katsayis1 @, i¢in Cauchy esitsizligi

M (r: f)
‘ am ‘ < m
r
seklindedir. Bu esitsizlik den
M(r;f)z‘am‘.rmz\am\.rr”1 (4.4.22)

Yyazariz.

(4.4.21) ve (4.4.22) esitsizliklerinden I > max(ry,1) i¢in

M (r;P) <\bn lr"(1+¢) :\bn\r (1+¢)
M(r;f) ‘am‘_rnﬂ ‘am‘r

buluruz. Bu esitsizlige gore

iim M{P)
r—o M (r; f)

olur. Dikkate alalim ki,

VA ‘ =TI oldugunda
|P(z)|<M(r;P)

oldugundan ‘ z ‘ =T igin
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P _M(r:P)
M(r;f)  M(r;f)

esitsizligi yazilir. Buradan da ispatlanmis (4.4.20) esitligine esasen ‘Z ‘ =T olmak

tizere keyfi P(z) polinomu i¢in

: P(z

jm P _g (4429
r>o M (r; f)

limitinin dogrulugu goriiliir.

Bu teoremde 6zel halde P, (z) =z " alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3. Polinom olmayan her bir tam f(z) fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu

M (r; f ) fonksiyonu r-nin keyfi derecesinden daha biiyiik hizla artar, yani keyfi tam

nigin
. M(r
lim g ) =0
r—oo r
veya
n
lim =0 (4.4.24)
r—oo M (r)
olur.

4.5. Polinom Olmayan Tam Fonksiyonlarin Transendental Olma Ozelligi

P, (2),P(2),..P,(z), n>1 ve P,(z)#0 fonksiyonlar1 z kompleks

degiskeninin polinomlar1 olmak iizere

PR@)+P@)f@)+P@f@f +..+P,@[f(2)]'=0 . (4525
denklemi ele alalim. Bu denklemi saglayan f(z) fonksiyonuna cebirsel fonksiyon
denir.

Cebirsel olmayan her bir fonksiyona transendental fonksiyon denir. Boylece, f(z)
fonksiyonunun transendental olmasi, o demektir ki, katsayilar1 yukarida denilen

polinomlar olan (4.5.25) denklemi seklinde dyle bir denklem yok ki, f(z) fonksiyonu
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bu denklemin ¢oziimii olsun, yani o denklemi saglaya bilsin. Asagidaki teorem

dogrudur.
Teorem 4.3. Polinom olmayan her bir tam fonksiyon transendentaldir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin aksini farz edelim. Polinom olmayan tam f(z)

fonksiyonunun (4.5.25) sekilli bir cebirsel denklemin ¢6ziimii oldugunu varsayalim.

Merkezi koordinat baslangicinda yarigaplari 1, =1,2,3,...K,... olan ‘Z‘Srk

dairelerini ele alalim. Her bir ‘ Z ‘ < I, dairesinde f(z) fonksiyonunun modiiliiniin

maksimum deger aldig1 noktay1 uygun olarak z, ile gosterelim. Boylece
1 (z)|=M; (1)
Liouville terimine esasen |!im M;(r,))=o Buise, |f(z,)] nmn degerlerinin
—0

sonsuz artifini gosterir. Buna gore de en azindan biiyiik k sayilart i¢in f(z,) #0

oldugunu alabiliriz.

Dikkate alalim ki, her bir sonlu r yaricaplh dairede f(z) fonksiyonunun modiilii

siirlidir. Buna gore de belli bir k numarasindan baglayarak ‘ VA ‘ <, dairelerinde
‘f(Zk)‘ degerleri sonsuz artmaga basladiginda uygun Z, noktalar1 bir dairede

kalmay1p diger dairelere gegecek ve boylece ,

Z ‘ modiillerinde arttig1 alinir. Simdi

f(z) fonksiyonunun (4.5.25) denklemini sagladigini farz ettigimizden, denklemin

f(z) i¢in sagladigmi varsayalim ve (4.5.25) denkleminde z=2, alip denklemin her

yanini [f (z, )]n sayisina bolelim. O zaman

Pn—1(Zk) PO(Zk) —
N TP B (e o

bulunur. P,(Z) polinomu derecesi birden kiigiik olmayan polinom oldugunda
lim P, (z,) =0
k—o0

olur. Ama derecesi sifir olan sifirdan farkli polinom oldugunda
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I!im P (z,)=sht.

(4.5.26) esitliginin sol yanindaki diger terimlerin her biri (4.5.23) esitligine esasen

sifira yakinsaktir.

Gergektende
Poi(z) | M(iPyy)
f(zy) M(r; f)
ve genelde
SM(rk;Pn—m) 1 , m>1

M B) - M O™

‘ Pn—l(zk)
[F @™

Burada

I!im M(r; f)=o0

oldugundan buradan (4.5.26) denkleminin diger terimlerinin her birinin sifira
yakinsak olduklar1 gériiliir. (4.5.26) esitliginin her yanindan K — oo sartinda limit

alsak P,(z,) terimi sifira yakinsak oldugunu buluruz. Bu geligki teoremi ispatlar.

Boylece dzel halde €°,€0Sz,Sin z fonksiyonlarimin transendental tam fonksiyonlar

oldugu agiktir.

4.6. Transendental Tam Fonksiyonlarin Artma Hizina Goére Siralandirilmasi

(Smmiflandirilmasi)

Yukaridaki boliimde polinom olmayan her bir tam fonksiyonun transendental
fonksiyon oldugu gosterildi. Ama tiim tam transendental fonksiyonlari ayn1 agidan
ele almak yanlislik olurdu. Bu fonksiyonlarin bazilarinin modiiliiniin maksimumu
digerlerinin modiliiniin maksimumundan daha biiylik hizla artig1 goriiliiyor.
Gergekten de, transendental tam fonksiyonlarin artma hizina gore biri birinden

7K

keskin farklandiklarim gérmek igin, 6rnek olarak €”, e eeZ fonksiyonlarinin
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k
modiillerinin maksimumlarini mukayese edelim. Burada € fonksiyonunda k sayis

k > 2 olmakla tamsayidir. €° fonksiyonunun modiiliiniin maksimum fonksiyonu
M(r;e?)=¢e'

k
formiili ile verilir. €~ fonksiyonunun modiiliiniin maksimum fonksiyonunu

k
hesaplamak igin € fonksiyonunun kuvvet serisinde z yerine ¥ alirsak e*

fonksiyonu i¢in

K Zk ZZk an
=1+ —+—+..+—+...

2! n!

e

k
buluruz. Bu acilimi kullanarak €°  fonksiyonunun modiiliinii ‘ Z ‘ <r dairesinde

asagidaki gibi degerlendire biliriz, yani

k 2 nk K K
§1+ﬁ+&+ ..+&+...£1+r—+ r—+...:erk

B |
1! 2! n! 1! n!

k k
olur. Diger yandan e’ fonksiyonunun modiilii z =r noktasinda e ile cakisiktir.

k k
Buradan da €’ fonksiyonunun modiiliiniin maksimumunun €' oldugu bulunur.

Boylece
k k
M(r;e? )=¢e'

eZ

e

fonksiyonunun modiliiniin maksimumunu hesaplamak igin ise, e’

. .. oo . . Z
fonksiyonunun kuvvet serisine agiliminda z degiskeni yerine €~ alalim. O zaman

buluruz. ‘ VA ‘ < I oldugunda ‘ ez‘ < e" oldugunu dikkate alarak
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2 n

z z z

‘e ‘e ‘e er 2r enr
<l+—+—+.. +—+. . L1l+—+—... —+...=¢
1! 2! n! 1 21 n!

z

ee

z
degerlendirmesi yapilabilir. Diger yandan €° fonksiyonunun modiili z=r

;
noktasinda €° degerini alir. Buna gore de
;
M(r;e’) =e°
formiilii ispatlanmis olur.

k z
Liouville teriminden gozlenebildigi gibi M(r;e?), M(r;e? ) ve M(r;e® )
fonksiyonlarinin her biri r —>oo sartinda sonsuzluga yakinsaktir. Ama buna

bakmayarak bu fonksiyonlar farkli hizlarla sonsuzluga yakinsaktir. Gergektende,

mesela,
2 k
) er ) er ) er ) ek
lim—=0, Ilm—=0 ,..., lm—=5=0,..,lim—=0
r—oo er r—oo er r—ow el’ r—o ee
dir, burada k keyfi dogal sayidir. Bu limitlerden
2 3 k k+1
e.e’ e’ ,...e" e,

tam transendental fonksiyonlarinin her birinin modiiliiniin maksimumu 6nde gelen

fonksiyonlarin modiiliiniin maksimumu fonksiyonlardan daha sonsuz hizla arttig

z
goriiliir. Dikkate alalim ki, bunlarin her birinin modiiliiniin maksimumundan e’

fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu daha sonsuz hizla artar. Artma ayar1 (Sl¢iisii)
olarak M(r;e*)=e" fonksiyonunu alarak bu fonksiyonlarm modiillerinin

maksimumlarinin artma hizi 6l¢iilebilir. Bunun i¢in 6nce burada daha yavas artan
fonksiyonlar alinir. Bu amagla tiim fonksiyonlarin modiillerinin maksimumu

fonksiyonlarini yerine onlarin logaritmalarina gegilir. O zaman asagidaki dizi
z r2 2 ¥ k
INnM(r;e”)=r, InM(r;e" )=r", ..., InM(r;e” )=r",...

bulunur. Ama alinan bu dizide her bir sonra gelen fonksiyon dncekinden daha biiyiik

hizla artigindan, bunlarin bir daha logaritmasi alinir. O zaman ise asagidaki dizi
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INnInM(r;e*)=Inr, Inln M(r;ezz):ZIn r, ..

ey inn M (r;ezk) =kinr, nInM(r;e**)=(kk+Dinr,...

bulunur. Bu dizide fonksiyonlarin orantilarini aldigimizda sonlu sayilar alinir.

Boylece

|n|n|\/|(r;e22)_2 Inlnl\/l(r;ezk)_k
ninM(r;e?) " IninM(r;e?)

2 3
Buna gore de €° fonksiyonunun tertibi (mertebesi) 2, €°  fonksiyonun mertebesi 3
k
ve €°  fonksiyonunun mertebesi k-dir denir. Ayar olarak ele alinms fonksiyonunun
z
mertebesi ise 1-dir denir. €% fonksiyonu igin

InInM(r;eeZ)_InIneer)_ r
IninM(r;e?) In(r) Inr

oldugundan ve

oldugundan eeZ fonksiyonunun mertebesi oo a esittir denir. Genel halde tam f(z)

fonksiyonunun mertebesi asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 4.1. Tam f(z) fonksiyonunun modiiliinlin maksimumu fonksiyonu,

M (r),r sayismimn yeteri kadar biiyiik r > Iy degerlerinde Oyle pozitif k>0

sayis1 varsa ki,
k
M,(r)<e' (4.6.27)

esitsizligi saglanir, o zaman f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebesidir denir. (4.6.27)
esitsizligini saglayan K > Osayilarmin infimum degerine tam f(z) fonksiyonunun

mertebesi denir ve p ile gosterilir. p sayisi f(z) tam fonksiyonunun mertebesi

oldugunda, mertebenin tanimindan keyfi & > 0 sayisi1 i¢in
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rpo+e

e <M, (r)<e (4.6.28)

esitsizligini r sayisinin biiyiik degerlerinde saglanir. Dikkate alalim ki, bu esitsizligin

sag yani r sayisinin yeteri kadar tiim biiylik degerlerinde saglanir. Ama sol yani,
genelde, r sayisinin sonsuzluga yakinsak olan bir {I’n} dizisi i¢in saglanir P, (2)

polinomu n dereceli polinom ve k dogal say1 oldugunda asagidaki

k
k
k, k, K. izf e’ —1-z
e’ ; P(z)e*; cos(z");e' ve P”(Z)T

[1..2 2
fonksiyonlart k mertebeli tam fonksiyonlardir. € W gtz fonksiyonunun

mertebesi 1-¢ esittir.

: 1 : :
C0s,/ Z fonksiyonu E mertebeli tam fonksiyondur. (4.6.28) sart1 asagidaki esitlige

esdeger oldugu kolaylikla gosterilir, yani

— InInM(r;f) — InInM(r; f)
= lim = lim
roon In M(r;e®) roe Inr

(4.6.29)

dir. Buna gore de tam f(z) fonksiyonunun mertebesi p, (4.6.29) esitligi ile de

tanimlanir. (4.6.29) formiiliniin yardimiyla cos(z) tam trigonometrik fonksiyonunun
mertebesini hesaplayalim.
e"+e"  l+e™™

M(r;cos z) = =e
( ) 5 5

oldugundan

-2r —
InM(r;cos z):r+lni:r 14— 2

dir. Bu ifadeden bir daha logaritma alirsak
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1+e2"

In———
2
r

InInM(r;cos z)=Inr+In| 1+

bulunur. Bu esitligin sag yanindaki ikinci toplam I —> o0 sartinda sifira yakinsaktir.

Boylece,

. InInM(r,cos z )
lim ( ) =lim|{1l+ =1
r—>o Inr r—>o Inr

dir. Buradan cosz tam fonksiyonunun mertebesinin 0 =1 oldugunu goriiriiz.

Ayni1 yontemle sinz fonksiyonunun mertebesinin de © =1 oldugu gosterilir. Simdi

(4.6.30)

fonksiyonunu ele alalim. Once bu fonksiyonun tam fonksiyon oldugunu gosterelim.

Burada
2 n
eﬁ:1+£+i ﬂ z ....+(\/E) +.ny
11 21 3! 41 n!
2
oo N2z 1)n(f> .

1 21 3! 4 |
dir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplayip sonra 2 ye bolersek
Jz -z 2 7"

zZ z
— =1+ —+—+... 4+ +
2 21 41 (2n)!
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buluruz. Bu seri her yerde yakinsak kuvvet serisi oldugundan (4.6.30) fonksiyonu

tam fonksiyondur. Bu fonksiyon i¢in

( eﬁ+eﬁ] eﬁ+e‘ﬁ
M| r;

2
olur. Ustte gosterdigimiz yontemle (4.6.29) formiiliiniin yardimiyla bu fonksiyon i¢in
P = E oldugu alinir. Verilmis , mertebeli tam fonksiyonlarin artma

karakteristikas1 olarak tam fonksiyonun tipi anlasilir. o tertipli tam f(z)
fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu M ¢ (r) fonksiyonu r sayisinin yeterli kadar

biiyiik degerlerinde
M, (r)<e®” (4.6.31)
esitsizligini saglayan pozitif A sayilarinin infimum degerlerine o mertebeli f(z) tam

fonksiyonunun tipi denir ve ¢ ile gosterilir.

2 mertebeli tam f(z) fonksiyonunun tipi igin

M
o = fim MM (1) (4.6.32)

r—o r*

formiil bulunur. & =0 oldugunda tam f(z) fonksiyonuna minimal tipli ,0 < ¢ < o
oldugunda normal tipli ve & =00 oldugunda ise, bu fonksiyona maksimal tipli tam

fonksiyon denir.

n dogal sayr oldugunda e“’  fonksiyonunun n mertebeli « tipli tam fonksiyon

oldugu kolaylikla gosterilebilir. sin(z) ve cos(z) fonksiyonlar1 . =1 mertebeli ve

1
a =1 normal tipli fonksiyonlardir. Ama cos+/z fonksiyonunun mertebesi p = E

ve tipi ¢ =1 dir.

Belli bir ag¢1 dahilinde de tam fonksiyonunun modiiliiniin maksimumu fonksiyonu ve

uygun olarak bu a¢1 dahilinde tam fonksiyonun mertebesi ve tipi anlamlar1 verile

bilir. Gergekten de, @ < @ < @, a¢isinda
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M (rp.p,)= max |f(re" )| (4.6.33)
R

esitligi \z\:r , O <@=<@, cember yayr iizerinde f(z) fonksiyonunun

modilinin maksimumu tanimlanir.

f(z) fonksiyonunun @, < @ < ¢, agisinda mertebesi p vetipi o olmak iizere

Inin M (r; @5 9,)

p = lim (4.6.34)
r—o Inr
InM;(r; ¢;
a = lim (15 413 ¢2) (4.6.35)
r—o0 rp

formillerle tanimlanir.

4.7. Phragmen Lindelof Prensibi

D bolgesinde analitik olan f(z) fonksiyonu bu bélgenin kapanmisinda, yani D
bolgesinde siirekli oldugunda bu fonksiyonun modiilii maksimum degerini bolgenin
smirinda alir. Bu 6zellige analitik fonksiyonlarin modiiliiniin maksimum prensibi
denir. Bolgede analitik olan fonksiyon bdlgenin sinirinin ayri-ayri 6zel noktalarinda
stirekli olmadigi halde, ama bu 6zel noktalara yaklastigimizda f(z) fonksiyonunun
modiilii fazla biiyiik hizla artmadiginda boyle analitik fonksiyonlar i¢in modiiliin

maksimum prensibi Phragmen ve Lindeldf tarafindan gelistirilmistir.
Phragmen — Lindelo6f prensibi asagidaki teoreme dayanir.

Teorem 4.4. D bolgesinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu alalim. D bolgesinde

analitik olan 6yle @(z) fonksiyonu olsun ki, keyfi & > 0 sayis1 igin

f(2)lw(z)]°

fonksiyonunun D bélgesinin sinirnin her bir noktasinda limit degeri olsun. Ozel
halde sonsuz uzaklagmis nokta D bolgesinin sinir noktasi oldugunda da bu sartin
saglandig1 goriiliir. O sabitine bagl olmayan dyle M>0 sayis1 olsun ki, D bdlgesinin

tim simir noktalarinda
\f (2) [a)(z)]5‘ <M (4.7.36)
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esitsizligi saglansin. O zaman tiim D bolgesinde
| f(z)|<M
olur.

Ispat. f(2) [a)(Z)]‘S carpimi D bolgesinde analitik oldugunda ve bu garpimin
modiilii icin D bdlgesinin tiim smirinda (4.7.36) esitsizligi saglandigindan analitik
fonksiyonlarin modiiliiniin maksimumu prensibine esasen (4.7.36) esitsizliginin D
bolgesinin her bir i¢ noktasinda da saglandigini buluruz.

D Bélgesinin bir i¢ Z, € D noktasinda @(Z, ) #0 oldugunu varsayalim. O zaman

keyfi 0 > 0 sayisi igin

| f(20)| <M [a(z5)]°

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlikte 6 >0 sayis1 keyfi oldugundan Z, €D

noktasinda
| f(z5)|<M (4.7.37)

esitsizliginin  saglandigin1  buluruz. @(zZ) fonksiyonu D bolgesinde analitik
oldugunda onun bu bolgedeki sifirlar izole edilmis noktalardir. Diger yandan f(z)
fonksiyonu D bolgesinde analitik oldugundan modiiliin maksimum prensibine esasen
(4.7.37) esitligi  @(Z) fonksiyonunun D bdlgesindeki sifirlar1 olan noktalar i¢inde
saglandigr bulunur. Bdylece, (4.7.37) esitsizligi D bolgesinin tiim noktalarinda

saglanilir.

Dikkate alalim ki, f(z) fonksiyonu sabit olmadiginda (4.7.37) esitsizliginde esitlik

hali bolgenin i¢ noktalarinda alinamaz.

Bu genel prensibinden birgok 6nemli teoremler ¢ikarilir. Bunlardan bazilarini burada

gosterelim.

Teorem 4.5. Sinir1 sonsuz uzaklagmis nokta iceren D bdlgesinde analitik olan bir
f(z) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon i¢in D bdlgesinin sinirinin her bir sonlu

noktasinda
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[ f(2)[<M (4.7.38)
esitsizliginin saglandigini varsayalim.

O zaman ‘f (2) ‘ fonksiyonu D bolgesinde sinirlt oldugunda (4.7.38) esitsizligi tim

D bolgesinde saglanir.

Ispat. D bolgesinden, merkezi D bolgesinin bir Z, € D bu nokrasinda yarigap1 r>0

olan C dairesini kesip ¢ikaralim. @(Z) fonksiyonu olarak kalan bolgede analitik

olan

fonksiyonunu alalm. Keyfi 0 >0 icin f(2) [a)(Z)] % carpimi Z —> o0 sartinda
sifira yakinsar. @(Z) fonksiyonu igin ‘ Z— ZO‘ > I esitsizligin saglayan her bir

Z €D noktalarinda ‘a)(Z)‘ <1 sarti saglandigindan D bolgesinin smirinmn her bir

noktasinda
5
\f(z) [0(2) ] \s M
esitsizligi saglanilir.

‘ Z— ZO‘ =T ¢emberi lizerinde f(z) fonksiyonunun modiiliiniin maksimumunu

M, = max | f(z)|

|2-20|=r
ile gosterelim. O zaman ‘ Z— ZO‘ =TI ¢emberi lizerinde

f@]e@)]’| <M,

esitsizligi saglanir. Boylece, D \ C bolgesinin tiim sinirlarinda

(@) [0(@)]°|<max{M,M, |
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esitsizligi saglanmis olur. Buna gore de Phragmen-Lindel6f prensibine esasen D \ C

bolgesinde, yani her bir Z € D \ C noktasinda
1f(z)]<max(M,M,)
esitsizliginin saglandigimi goriiriiz. Burada
limM, =|f(z, )
oldugundan

f(z)|<max (M;|f(z)|) VzeD

bulunur. Eger ‘ f(z, )‘ > M olursa, o zaman tiim D bolgesinde

f(2)|<|f(2)
esitsizligini yazmis oluruz. Ama burada Z; noktas1 D bolgesinin i¢ noktas:

oldugundan ‘f(ZO )‘ maksimal degerini D bolgesinin i¢ noktasinda alamaz. Buna

gore de ‘ f( Z, ) ‘ < M olmas1 gerekir. Buna gére de her bir Z €D igin
f(z)<M

esitsizliginin dogru oldugunu ispatlanmis olur.

T
Teorem 4.6. — aralikhi acida f(z) fonksiyonunun analitik oldugunu ve bu ag¢inin

siirlarinda  ise, f(z) fonksiyonunun siirekli oldugunu varsayalim. f(z)
fonksiyonunun bu agida tertibi p sayisimin [ sayisindan kiigiik oldugunu ve aginin

yanlar1 iizerinde f(z) fonksiyonunun modiiliiniin
f(z)[<M

esitligini sagladigini varsayalim. O zaman bu acinin i¢ noktalarinin her birinde de
f(z)|<M

esitsizligi saglanilir.
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. T
Ispat. Bu teoremi ispatlamak i¢in genelligi bozmadan‘ arg(z) ‘S ﬁ acisini ele

alalim. Bu ac1 pozitif reel yar1 eksene nazaran simetriktir. A¢1 dncede bu sekilde

olmadigindan diizlemi belli bir ac¢1 kadar dondiirmekle acini reel eksene nazaran

simetrik sekle katariz p < ¥ < [3 sartin1 saglayan ¥ sayisini alalim ve
_ T
w(z)=e" | |arg(z)|<—
2p

formiilii ile  @(Z) fonksiyonu segelim. O zaman Z =r .e'%alalim ve keyfi o >0

sayisi icin | arg( Z Slaglsmda
g 25

‘f(z)[a)(z)]é“ :‘f(z)‘e—é'rycosj/@

esitligi yazilir.

Buradan da p < p; <y i¢in asagidaki asimptotik esitsizlik
‘ f (Z)[G)(Z)] 5‘ <e r’l —sr? cosy @
yazilabilir. Bu esitsizlikten ise

f(2)[a(2)]°

T
carpiminin \arg(z)\ <ﬁ acisinda I —> 00 sartinda @ agisina nazaran diizgiin

sifira yakinsak oldugu bulunur. Bu agmin yanlarn tizerinde f(z) fonksiyonunun

modili M sayisimt asmadigindan genel Phragmen ve Lindelof prensibine esasen

w
‘ arg(z)\ < ﬁ agisinin i¢ noktalarinda da

f(z)|<M
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e e ) . . .
esitsizligi saglanmis olur. Bdylece teorem ispatlanmis olur. Dikkate alalim ki —
P

aral1 a¢inin yanlar: lizerinde simnirli olan ve mertebesi (tertibi) p sayisina esit olan

T
analitik fonksiyonlar vardir. Mesela, f(z)= e’ fonksiyonu ‘ arg(z) ‘ < >
p

acisinin i¢ noktalarinda bu 6zellikler saglanir.

T
Araligi — olan acilar halinde analitik fonksiyonlarin modiiliinii boyle agilarda tipi

Jo,

ile bagl olarak da degerlendirmek olur.

T
Teorem 4.7. \arg(z)\gz— acisinda o tertipli ve a >0 tipli analitik f(2)
0

fonksiyonu i¢in bu a¢inin yanlari tizerinde

4
+l—

f(re #)<M

i T .
esitsizligi saglanirsa, o zaman ‘ arg(z) ‘ < 2— acisinin her bir i¢ noktasinda

‘f(reia)‘SMearPCOSpH(‘G‘SLJ
2p

esitsizligi saglanir.

Ispat. Asagidaki esitlikle tanimlanan yardimet @, (z) fonksiyonu ele alalim
_ - (a+e) 2" f
2 (Z) =€ (Z)

. T .
Bu fonksiyon ‘ arg(z )‘ < 2— acisinin yanlar tizerinde sinirhidir. Ilave olarak bu
p

fonksiyon pozitif reel yar1 ekseni iizerinde de sinirhidir.
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@, (2) fonksiyonunun pozitif reel yari ekseni tizerinde smirl oldugunu gostermek

icin, once dikkate alalim ve f(z) fonksiyonu teoremin sartina esasen tertibi p tipi

T
« olan analitik fonksiyon oldugundan ‘ arg(z) ‘ < 2— acisinin biiyiik degerlerinde
P

‘f(re“))‘se(“”)rp , (\0\3%)

esitsizligini saglanir. Buna gore de =0 aldigimizda reel pozitif yari ekseni iizerinde

‘ o, (r) ‘ < e—(a-i—s) r?+(a+e)r’ _ 1

esitsizligi saglanir. Boylece, @, (2) fonksiyonu igin

—lsargzso ve0sargzs£
2p 2p

21
acilarinda uygulanirsa onun tam ‘ arg z ‘ < 2— acisinda sinirlt oldugunu buluruz.

Boylece, bu a¢1 dahilinde

. ()| <M

veya

‘f(Z)‘SM e(a+8)rpCOSp9[‘9‘SiJ
2p

esitsizligi bulunur. Burada ¢ keyfi oldugundan sonug da
T
[f(z) <M e o0 [\ 0|< 2—} (4.7.39)
yo,

esitsizligi alinir. Boylece teorem ispatlanmais olur.

Sonug¢ 4. f(z) fonksiyonu iist yar1 diizlemde o =1 tertipli ve « tipli analitik
fonksiyon oldugunda ve reel —o0 < X <00 ekseninde sinirlt ise, yani ‘ f(x) ‘ <M

esitsizligi saglanirsa, o zaman IMz > O iist yar1 diizleminde
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f(2)[<M e*™ (4.7.40)

esitsizligi saglanir.
Gergekten de, bu halde pozitif ve negatif reel yar1 eksenler arasindaki agi

O0<arg z <z olur. p=1 halinde Teorem sartlar1 saglanir. (4.7.39) esitsizliginde

T
p =1 alirsak ve sag yar diizlemden, yani \arg Z ‘ = ‘ 0 ‘ < E acisindan iist yar1

diizleme, yani O<argz<m agsim segersek cos® fonksiyonunu sin@d

fonksiyonuna degistirmemiz gerekiyor. Buna gore de (4.7.40) esitsizliginden
‘f(rem) ‘ <M e = M g™ (4.7.41)

buluruz. Béylece, Sonug 1 ispatlanmis olur.

Sonu¢ 5. Eger tam f(z) fonksiyonu p =1 tertipli « tipli fonksiyon olup reel

(—o0 < X < o0) ekseninde sinirl1 oldugunda, yani

f(x)[<M , (—0< X<00) (4.7.42)
esitsizligi saglandiginda, bu fonksiyon tiim z kompleks diizleminde asagidaki
degerlendirmesi dogru olur. Bu esitsizlik (4.7.41) esitsizligini Imz >0 ve Imz <0

bolgelerine, yani list ve alt diizlemlerine uygulamakla aliriz.

@, <argzZ <@, agis1 dahilinde analitik olan ve sonlu p tertipli f(z)

fonksiyonlarii bu a¢1 dahilinde z sonsuzluga yaklastiginda boyle fonksiyonlarin artis

hizin1 karekterize etmek i¢in Phragmen ve Lindel6f fonksiyonun indikatorii adlanan
asagidaki esitlikle tanimlanan h¢ (¢) fonksiyonunu dahil edilmistir:

ip
h()—Iir_nM << 4.7 .43
f(p_r_m > PSP, (4.7.43)

@, < @ < @, acis1 dahilinde normal tipli fonksiyonlar i¢in indikat6r tistten sinirl
olur.
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Ozel halde p =1 tertipli tam fonksiyonlarmn indikator

ht (p) = !@mw :

<P, (4.7.44)

formiille tanimlanir. Burada p =1 tertipli fonksiyonlarm tipi & igin

a= sup h;(p) (4.7.45)

0<p<2r
formiiliinii buluruz. Ormegin f (z) =e“* fonksiyonunun indikatérii

h(go;eaz): lim In‘e = COSQ

r—oo r

ar(cosp+sing) ‘

ve f (Z)—Sin az fonksiyonunun lndlkatoru ise
: ip _ ip
e lare e are

h(p;e?)= lim . — a|sing|

r—oo r

In

olur.

4.8. Tam Fonksiyonun Artis Hizz ile Onun Kuvvet Serisine Acilimmin

Katsayilarinin Azalma Hizi Arasindaki iligki
Tam f(z) fonksiyonunun asagidaki kuvvet serisine agildigini var sayalim, yani
f(z) =ap+aiz+..+ a2" +...

olsun. f(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan bu seri tiim kompleks diizlemde

yakinsaktir, yani bu serinin yakinsaklik yarigapi i¢in

— 1
R=1lim =0
n—w p, | ‘ a, ‘
oldugundan
limn/|a,|=0
N—0o0
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esitligi saglanir. Bu sonucu esitlikten tam fonksiyonun kuvvet serisinin katsayilarinin
modiilleri azalan sayisal dizi olusturduklarin1 goriiyoruz. Tam fonksiyonun artis
hizin1 karakterize eden o tertibi ve o tipi onun kuvvet serisinin katsayilarinin azalma

hiz1 ile belli bir baglantis1 vardir.

Tam fonksiyonun artis hizi ile kuvvet serisinin katsayilarinin azalma hiz1 arasindaki

bu baglant1 asagidaki teoremde verilir.

Teorem 4.8. Tam f(z) fonksiyonunun p tertibi ve a tipi onun
f(z)=a,+a,z+...+a,2+...

Kuvvet serisinina,, katsayilari ile asagidaki formiillerle bulunur. Buna gére

— ninn
p=lim (4.8.46)
N | 1
2,
ve
1-—1/n
a==—Ilim (—” la, |7 ) (4.8.47)
O N—o e

dir, burada e = 2.7182818284... sabit sayisidir.

Ispat. Tam fonksiyonun kuvvet serisinin katsayilari i¢in Cauchy esitsizliklerinden

a, |< , (n=01,..)

degerlendirilmesinden kuvvet serisinin a, katsayilari i¢in

-h

k
‘an <e”r
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asimtotik degerlendirilme bulunur. Bu esitsizligin sag yanindaki r ye bagh

Ar¢ —n

e r fonksiyonunun r degiskenine gore tiirevini alip sifira esitlersek ve bu

1
o=(xe)
oL Ak

noktasinda en kiigiik deger aldigini buluruz. Boylece, sonugta @,, katsayilari i¢in

la,|< (#jk (4.8.48)

fonksiyonun r >0 bdlgesinde

degerlendirmeyi bulmus oluruz.

Simdi 6yle N numarast secelim ki, f(z) fonksiyonun kuvvet serisinin n > N sartin

saglayan her bir a,z" terimi ‘ Z ‘ =TI >, igin

‘an z"|<2™

esitligini saglasin. Bunun i¢in,

a ||z"|<2™" ,
2,

la, |.r"<2™ ,

n
(—eAkjk.r”<2‘” ,
n

n
(zkrk—EAk}a <1
n

2k.rkﬂ<l
n

ve
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n>2"rke Ak
esitsizlikleri saglandiginda ‘ a, z" ‘ < 27" esitsizligi saglanir. Buna gore de N sayisi

olarak 2r¥eAk sayisinim en biiyiik ve tam kismin [Zk r .eAk]z N alsak, keyfi

f (Z)‘ igin

n>N i¢in ‘ a, z" ‘ < 27" esitsizligi saglanir. Béylece,

§ 1 1
| f(z)\<nz_(;\an\r” +2‘N(E+?+...j
degerlendirme yazilabilir. Burada
p(r)=max|a, [ r"

isaret edelim. r degiskenine baglh p(r) fonksiyonuna tam fonksiyonun kuvvet serisine

aciliminin maksimal terimi olarak adlandirilir.
O zaman
M, (r)<(N +21)u(r)+27"
veya
M, (r)s(1+ 2%e Ak r"),u(r)+ 27N (4.8.49)

elde edilir. Tam f(z) fonksiyonu polinom olmadiginda onun modiiliiniin maksimum
fonksiyonu M(r) keyfi dereceli P(z) polinomunun modiiliiniin maksimumu Mp(r)

fonksiyonundan (Genellesmis Lioaville Teoremine esasen) r degiskeninin artmasiyla

M(r)
daha biiyiik hizla artar, yani lim
r—oo M f (r)

esitsizliginden alinir ki, f(z) fonksiyonunun kuvvet serisine ag¢ilimimin maksimal p(r)

=0 olur. Buna gore de (4.8.49)

teriminin indisi, r degiskeninin artmasina bagl artar.

(4.8.48) esitsizliginden f(z) fonksiyonunun kuvvet serisine agilimmin maksimal

terimi igin
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u(r)< max(ﬂjk.r”

n
veya
n
e Ak k
u(r)<max| ——r*
n n
seklinde {istten degerlendirmeyi buluruz. Bu esitsizligin sag yan1 n = Akr¥

oldugunda en biiyiik deger aldig1 aciktir. Buna gore de, f(z) fonksiyonunun kuvvet

serisinin maksimal terimi i¢in agagidaki asimtotik degerlendirmeyi buluruz, yani

u(r)<er”

dir. Sonuncu esitsizligi (4.8.49) esitsizliginde dikkate alirsak

(4.8.50)

M, (r)<(2+2“e Akr*)_

n

k e Ak \k

buluruz. Burada biz M (r)<e”" esitsizliginden (4.8.48) |a |<| ——
f n n

esitsizliginin alindigim1  ve sonuncu esitsizlikten ise, (4.8.50) esitsizliginin
bulundugunu gosterdik.

Bu da gosterir ki, f(z) tam fonksiyonunun p mertebesi (4.8.48) esitsizligini
saglayan k sayilarmin infimum degeridir. Bu fonksiyonun o tipi ise, (4.8.48)
esitsizliginde k sayisi yerine k= aldigimizda (4.8.48) esitsizligini saglayan A
sayilarinin infimum degeridir. Boylece, buradan (4.8.46) ve (4.8.47) formiillerini

buluruz.

Dikkate alalim ki, tam f(z) fonksiyonunun kuvvet serisinin katsayilari i¢in Cauchy
esitsizliklerinden ve (4.8.50) esitsizliginden bu fonksiyonun kuvvet serisinin

maksimal p (r) terimi igin

p(r) <M (r)<rou(r)
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asimtotik degerlendirmede yazilabilir, burada o sayis1 f(z) fonksiyonunun mertebesi,

€ sayisl ise keyfi pozitif sayidir.

Burada ispatlanmis teorem esasinda verilmis tertipli ve verilmis tipli tam fonksiyon

elde edilebilir. Gergekten de,

kuvvet serisinde A>0 ve >0 reel sayilar ve F(ﬂ.n + 1) ise, B.n+1 degiskeninin

Gamma fonksiyonu olsun.

Stirling formiiliine esasen

AnY" 1
r(gn +1)=(?j 1/27Z'ﬂn(1+ O(HD
ve (4.8.46), (4.8.47) formiillerinden f(z) fonksiyonu igin,

p=—, a=A
B

oldugunu goriiriiz. Boylece, bu seride A ve 3 sayilarin1 segmekle istenilen tertipli ve

istenilen tipli tam fonksiyon insa edilebilir.
Eger
f(z)=a,+a,z+...+a,2" +...

kuvvet serisinde

n
Inn\e
aozo, an:(_ ] n
n

alirsak o mertebeli ve maksimal tipli

12,...

f(z):i (InTnj;z”

n=1
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tam fonksiyonunu insa etmis oluruz.

Ama

a,=a, =0 ve a,

1
TN
>
S|
>
~

AN E=]

S

I

N

w

alirsak,

0 1 0
/@) z(n In njp ‘

n=2

2
Lo tertipli minimal tipli f(z) tam fonksiyonunu elde etmis oluruz. a, = e"

aldigimizda ise, sifir tertipli

tam fonksiyonu insa edilmis olur.

Eger (4.8.46) ve (4.8.47) formiillerinde a, yerine (n+1)a, alirsak iist limitin degeri
degismediginden tam fonksiyonu diferansiyellenir ve de onun tertibinin ve tipinin
degismedigi goriiliir.

4.9. Eksponensial Tipli Tam Fonksiyonlar

Tertibi birden biiyiikk olmayan o< 1 , olan normal tipli tam fonksiyonlara

eksponensial tipli veya sonlu dereceli tam fonksiyon denir. Bu halde fonksiyonun tipi

— InM
a = lim n—f(r) (4.9.51)

r—oo r

formiili ile tanimlanir ve fonksiyonun iistii veya derecesi adlanir.

Boylece, tanima esasen tertibi birden kiigiik olan veya tertibi bire esit olup minimal

tipli tam fonksiyonlarin derecesi (iistii) sifira esit olur.
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Sonlu dereceli fonksiyonlara bir ¢ok uygulamalarda, mesela harmonik analizde ve

diferansiyel denklemlerin siir deger problemlerinin ¢oziimiinde, control

problemlerinin ¢oziimiinde, vs. sik sik rastlanir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 4.9. f(z) fonksiyonunun sonlu a. dereceli tam fonksiyon olmasi igin gerek ve

yeter sart

a=lim o/nla, | (4.9.52)

n—o

esitliginin saglanmasidir. Burada a, sayilar1 f(z) fonksiyonunun kuvvet serisine

aciliminin katsayilaridir.

Ispat. Bu teoremi ispat etmek igin asagidaki iki esitsizligin esdeger (ckvivalent)

oldugunu gostermek yeterlidir.

—InM
lim n—f(r) <A (4.9.53)

r—oo r

. n _
lim — o an‘ = lim o n!‘ an‘ <A (4.9.54)
n—wo @ n—o

Gergektende, bu esitsizlikler ekvivalent oldugunda ve a sayis1 bu esitsizliklerden

birini saglayan A sayisinin en kiiclik degeri oldugunda, yani bu esitsizligi esitlige

dontistiirdiigiinde, o zaman bu say1 diger esitsizligi de esitlige doniistiiriir.

Simdi (4.9.53) ve (4.9.54) esitsizliklerinin esitlige doniistiigiinli ve bu esitliklerin sag
yaninda ayni o sayisinin oldugunu varsayalim. O zaman da (4.9.51) ve (4.9.52)
formiillerini karsilastirarak teoremin ispatin1 aliriz. Simdi (4.9.53) ve (4.9.54)
esitsizliklerinin ekvivalent olduklarini ispatlayalim. Yani bu esitsizliklerden herhangi
birinin saglanmasindan digerinin saglandigin1 gosterelim. (4.9.53) esitsizliginin
saglanmasindan  (4.9.54) esitsizliginin  saglandigim1  gostermek i¢in  f(2)

fonksiyonunun kuvvet serisinin katsayilari i¢in Cauchy esitsizliklerini kullanalim

a, < , n=012...

¢ keyfi pozitif say1 olsun. O zaman (4.9.53) esitsizliginden,

59



ve boylece,

esitsizligini buluruz. Bu sonucu esitsizligin sag yani r degiskenli fonksiyon olup r > 0

bolgesinde minimumunu.

n
r =
A+e
noktasinda alir. Buna gore
e"(A+¢)
n n

veya

gn/\aﬂ\sA+g

buluruz. Bu esitsizlikte € keyfi oldugundan buradan (4.9.54) esitsizliginin sol

kisminin saglandigi anlasilir. Asagidaki

ni= (gj[ 270 +0(1)]

Stirling formiiliinden ise (4.9.54) esitsizliginin ikinci kisminin dogru oldugu goriiliir.

Simdi ise (4.9.54) esitsizliginin saglanmasindan (4.9.53) esitsizliginin saglandigini

gosterelim.
f(z) fonksiyonunun
f(2)=ap+aiz+..+a,2"+ ...

kuvvet serisi agilimindan

M¢(r)<|ag|+|ag|r+...+]a, [r" +... (4.9.55)
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esitsizligi yazilabilir. (4.9.54) esitsizliginden onunla esdeger olan

(A+ 8)”

a,|<

(4.9.56)

esitsizligi yazilir.

(4.9.56) esitsizligi n sayisinin yeteri kadar biiyiik degerlerinde saglanir, yani € > 0

verildiginde dyle N sayisi bulabiliriz ki n > N i¢in (4.9.56) esitsizligi saglanir.

(4.9.55) ve (4.9.56) dan

N-1 00
M(r)<) |a, [r"+ > |a,|r" (4.9.57)
n=0 n=N

buluruz. Diger yandan, yeteri kadar biiyiikk r (r>R) sayilari igin,

N-1

|a, | r" <eAo)r (4.9.58)
n=0
esitsizligi yazilabilir (polinom eksponentden daha zayif hizla arttigindan).( 4.9.57) ve
(4.9.58) esitsizliklerinden r sayisinin biiyiik degerleri (r > R) i¢in

M, (r)<2elA)r < g(A2e)r (4.9.59)
buluruz. Buradan da
InM; (r)
—— < A+ 2¢ (4.9.60)
r

esitsizligi bulunur. Sonuncu esitsizlikten de & sayisinin keyfiliginden (4.9.53)

esitsizligi alinir.

Sonuc 6. f(z) fonksiyonu sonlu o dereceli tam fonksiyonun tiirevi f'(Z)

fonksiyonunda sonlu o dereceli fonksiyon oldugunu gosterelim.
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f(z) fonksiyonunun kuvvet serisinin a, katsayilar1 ile f ’(z) fonksiyonunun kuvvet

serisinin katsayilar1 a arasinda

a, =(n+1)a,,

baglantis1 vardir.

Buradan da (4.9.52) formiiliine esasen

limy/nlla | = Il_mr{/ (n+1)a,,|

n—o0 N—o0

n+1

= W[M\J/ (n+1)!\an+1\] " =g,

n—o0

buluruz. Burada sonlu dereceli tam fonksiyonlara 6rnekler gosterelim.

1) e*? fonksiyonunun kuvvet serisi

seklinde oldugundan

. a”
lim? nl— =«
n—oo nl

alir. Boylece, % fonksiyona o dereceli eksponensial tipli fonksiyondur.

2) cosaz fonksiyonunun kuvvet serisi

0 (a
COSaZZZ

I) 2n -
yA
n=0 (2 n)!
oldugundan,

lim 2n/( 2n )

n—o

a
S|y
_II

S



olur. Bdylece cosa z (uygun olarak COS(aZ + ,6’)) fonksiyonu eksponensial tipli

olup derecesi a sayisina esittir.

3) T,(22) Bessel fonksiyonunun kuvvet serisi

oldugundan,

2n
(2n)!(;j 22"
- 2 — lim _
a = lim n/(2n)!‘a2n = lim (0 =2

dir. Boylece, Jo (2z) Bessel fonksiyonunun derecesi 2 olan eksponensial

fonksiyondur.

f(z) fonksiyonunun o dereceli tam fonksiyon oldugunu farz edelim m sayisi tam
pozitif sayr oldugun da z" f(z) fonksiyonununda o dereceli eksponensial tipli tam
fonksiyon oldugunu gosterelim. z" f(z) fonksiyonunun kuvvet serisine a¢ilimin da
z™™  kuvvetinin katsayisi a, oldugundan (burada a, katsayis1 f(z) fonksiyonunun

kuvvet serisine agiliminda z" kuvvetinin katsayisidir)

n

M g (T o

€ n ¢

n
buluruz. Bu sonuncu esitlikten goriiyoruz ki, bu esitligin sag yam ile — 1} \an ‘

€
ifadesinin N — oo sartinda ele alinan m sayisinda ayni bir limite o sayisina
yaklastig1 goriiliir.

Aym ydntemle, p(z) keyfi polinom oldugunda p(z)e™ fonksiyonununda o dereceli

eksponansial tipli fonksiyon oldugu gosterilebilir. Asagidaki,

0 Zn
f(z)= — 4.9.61
@) nzzl“ (ninn)" (@981
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n
fonksiyonu i¢in @, 2[ J olmakla p tertibini ve a tertibini hesaplayalim.

ninn
—nlhn — ninn
p =Ilim ——=1lim =1
N 1 n>onlnn+nininn
a,

ve

seklindedir. Boylece, (4.9.61) serisi ile verilmis f(z) fonksiyonu sifir dereceli
eksponensial tipli fonksiyondur.

4.10. Borel Doniisiimii

Kuvvet serisi asagidaki
an n
f(z)=) ="z (4.10.62)

seklinde yazilmis o dereceli tistel tipli her bir f(z) tam fonksiyonuna asagidaki

0

9(z)= Z 6:121 (4.10.63)

n=0 z

fonksiyonu kars1 getirilir. Tersine lim 1 ‘a ‘ = a <+ sart1 saglandiginda ise,

N—o0

n

(4.10.63) serisi ile tanimlanan her bir g(z) fonksiyonuna (4.10.62) serisi ile
tanimlanan f(z) fonksiyonu karsi getirilir. Bu halde g(z) fonksiyonuna kars1 tutulmus

f(z) fonksiyonunun o dereceli eksponensial tipli tam fonksiyon oldugu agiktir.

(4.10.63) serisi ile tanimlanmig g(z) fonksiyonuna f(z) fonksiyonuna Borel anlamda
uydurulmus (associated ) fonksiyon denir. (4.10.63) esitliginde elemanlar %=W

doniistimiinii yaparsak bu doniisiim g(z) fonksiyonunu
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¥(w)=g (viv) => a,w™ (4.10.64)
n=0

fonksiyonuna dondstiiriir. Burada f(z) fonksiyonu sonlu o dereceli eksponensial tipli

— | |a —
limr/nt| = |=IlmY|a,| =« 4.10.65
n—ao ni n—ao ‘ n‘ ( )

Buna gore de (4.10.64) kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap1 R i¢in buluruz.

fonksiyon oldugundan,

R=Ilim ==
n—>oon‘an‘ (04

Boylece, (4.10.63) serisinin ‘Z‘>a bolgesinde analitik fonksiyon oldugunu

buluruz. Simdi asagidaki ifadeyi ele alalim
[f(ee™de=gz0 E=pe™,0sp<o) . (41066)

Burada, integral koordinat baslangicindan baslayan ve reel eksenin pozitif yonii ile

(-0) agis1 olusturan argg = -0 1g11 tizere alinir. ‘ VA ‘ = ¢ ¢emberini i¢inde saglamayan

ve sinir1 ‘ Z ‘ = cemberine o e'’ noktasinda teget olan dogrudan olusan agik yari

diizlemi A, ile gosterelim (Bak.Sek.4.1).

Sekil 4.1.
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|Z|:a cemberini saglayan, sinir |z|:a ¢emberine ae'’ noktasinda teget olan
dogrudan olusan acik A, yar1 diizleminde g(z,0) fonksiyonuna f(z) fonksiyonunun
Borel doniistimii denir.

(4.10.66) integrali A, yar diizleminin dahilinde yerlesen her bir kapali bolgede

diizgiin ve mutlak yakinsaktir. Boylece, g(z,0) fonksiyonu A ,yari diizlemi dahilinde

analitik fonksiyondur.

Bunu gosterelim. D bolgesi A, yar diizleminde yerlesen kapali bolge olsun. Bu
zaman D bélgesinden alinmus her bir z noktasindan A, yari diizleminin siirina dek
mesafe bir >0 sayisindan biiyiik olur. A, yar diizleminin smir ‘ z ‘ =a
¢emberine Z = ae'? noktasinda teget oldugundan 2’ = e 97 doniisimii A, yar

diizlemini z = 0 noktasi etrafinda saat ibresinin hareketi yoniinde +6 agis1 kadar

donderir. Bu zaman A, yar diizleminin sinirt absis eksenine x = o noktasinda dik
olur (Bak. Sekil 4.2). D bolgesinde yerlesen her bir z = x + iy noktasi igin
= pe've

Re(z &) =Re(z p) = Re[(x + iy) p .(cosetisine)

= p (xcosetysine) > (a+9) (4.10.67)

()
i@

Z=e"z

Sekil 4.2

A, yari diizleminin sinirinin absis eksenine x = oo noktasinda dik oldugu haldir.
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Diger yandan f(z) fonksiyonu sonlu o dereceli tam fonksiyon oldugundan yeteri

kadar biiyiik modiillii & sayilar1 i¢in;

[a% )¢
f(&)<e (4.10.68)
esitsizligi saglanir. O zaman Oyle C sabiti bulabiliriz ki, tiim & sayilar i¢in;
[ as j\ £|
| f(£)|<Ce (4.10.69)

esitsizligi saglanir. Buna gore de z noktast D bolgesinde yerlestiginde ve & noktasi

ise &= pe‘”’ (O <p< oo) 1511 tizerinde yerlestiginde (4.10.67) ve (4.10.69)

esitsizliklerinin yardimiyla asagidaki degerlendirme yapilabilir. Yani

[‘“éj P ( —i6) —ép
‘ f(z)e‘“f‘SCe 2/ gRelzre ) < Ce 2 (4.10.70)
dir. Boylece, keyfi z € D igin
o —ép 2
Uf(g)e‘Z ‘d& ‘<C_[e 2 dp:gC<+oo (4.10.71)
0

buluruz.

Boylece, A, yar diizleminde yerlesen her bir kapali D bolgesinde (4.10.66)

integrali diizgiin ve mutlak yakinsaktir.
Simdi A, yar diizleminde, yani A, yari diizleminden almmus her bir z igin,
g(z,0) = g(2) (4.10.72)

esitliginin saglandigin1 gosterelim. Burada g(z) fonksiyonu (4.10.63) formiilii ile

tanimlanmig f(z) fonksiyonunda Borel anlamda uydurulmus fonksiyondur.

g(z) ve g(z,0) fonksiyonlarmin her biri A, yar diizleminde analitik olduklarindan
bu fonksiyonlarin A, yart diizleminin bir kisminda gakistigini gosterirsek tim A,

yar1 diizleminde ¢akistigini anlariz. g(z) ve g(z,0) fonksiyonlarinin, mesela,
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Re(ze " )> 3 (4.10.73)
bolgesinde cakistigini gosterelim. (4.10.73) sartin1 saglayan z noktalart igin f(z)
fonksiyonunun (4.10.62) agilimini (4.10.66) formiiliinde yazip sonra terim terime
integrallemenin miimkiin oldugunu gosterelim. A, yar1 diizleminin (4.10.73) sartini

saglayan z noktalar1 i¢in buluruz:

-6
‘ e 298 | <g 39 (4.10.74)
(4.10.62) serisinin katsayilari i¢in Cauchy esitsizligi,
a,| M f(r
& < (r) (4.10.75)
n! r

seklinde yazilir. Bu esitsizligi r > p ig¢in kullanarak (4.10.62) serisinin kalan terimi

icin agagidaki degerlendirmeyi yapalim

I © M (r)
R,(p)|= S pkl< D2 =M,(r
[Ra(p)] 20 F k;ﬂ P f()l_p
;
veya
M n+1
IR.(p)|< f?(?j (4.10.76)
1-F~
r

olur. Diger yandan f(z) sonlu a dereceli iistel tipli tam fonksiyon oldugundan,
M, (r)<e“*)" (¢>0) (4.10.77)

Simdi (4.10.76) esitsizliginde r = 2 p alirsak ve (4.10.77) esitsizligini kullanirsak

asagidaki degerlendirme bulunur.

IR,(p)] <(—j g2(a+e)r (4.10.78)

(4.10.74) ve (4.10.78) esitsizliklerinden
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f(ee?s=>e” 5%5" (4.10.79)
k=0 -

serisinin £ = p e 'Y (0> 0) 1511 lizerinde diizglin yakinsak oldugu alinir.

O halde integral,

|
J'e“fg"dg = llf;l (4.10.80)
z

i¢in formiilii dogru oldugundan (4.10.79) esitliginin terim terime integrallenmesinden
her bir ze A, igin
4 - a
9(2,0)=[(£) e ds= s = g(2) (4.10.81)

k=0

buluruz. (4.10.81) integralinin yakinsaklik bolgesi A, yar diizleminden daha genis
olabilir, yani integralin yakinsaklik bolgesi A, yari diizlemini i¢inde saglayabilir.

(4.10.81) baglantisi ‘ z ‘ > bolgesinde tanimlanmis, g(z) fonksiyonunu daha genis

bolgeye Borell doniistimii ile devam ettirmenin miimkiin olabilmesinin miimkiin
oldugunu gosterir. Dikkat edelim ki, Borel doniisiimiinde 6 = 0 alirsak integralleme

reel eksenin pozitif kismi iizere yapilir, o zaman bu integral
9(2,0)= f (t)edt
0

klasik Laplace dontisiimiinii ifade eder.

69



5. EKSPONENSIAL TiPLI TAM FONKSiYONLARIN SPEKT-
RAL ACILIMI

5.1. Fourier Integrali ve Onun Bazi1 Ozellikleri

5.1.1. Lj (-0, 00) Sinifindan Olan Fonksiyonlarin Fourier Doniisiimii

¢o(x) fonksiyonu (a,b), (-co<a, b < +00) araliginda tanimlanmis fonksiyon olsun.
Eger,

b

“gp(x)\dx<+oo

a

sart1 saglanirsa, o zaman @(x) fonksiyonu (a,b) aralifinda integrallenendir, eger,

b
I | (x)]” dx < +o0

a

sartt saglanirsa, @(x) fonksiyonu (a,b) araliginda karesi ile integrallenendir denir.
(a,b) araliginda integrallenen fonksiyonlarin kiimesi Li(a,b) gibi karesi ileintegralle-

nen fonksiyonlarin kiimesi ise uygun olarak L,(a,b) seklinde gosterilir.
Teorem 5.1. (Riemann-Lebesque). L;(-o0,00) smifindan alinmis F( @) fonksiyonu
i¢in,

0

f(t)zi IF(a))e“”tda) (5.1.1)

esitligi ile tanimlanan f(t) fonksiyonuna F(w@) fonksiyonunun Fourier doniisimii

denir.
(5.1.1) integrali ile tanimlanan f(t) fonksiyonu -co< t < +o0 araliginda sinirhidir, her

bir te(-00,00) noktasinda siireklidir ve ‘ t ‘ —> 00 sartinda sifira yakinsaktir:

lim f(t)=0

‘t‘—)oo

Ispat. f(t) fonksiyonunun (-c0,00) araliginda sinirli olmast,



1 0
SE—I w)|de (5.1.2)

esitsizliginden ve F(w) fonksiyonunun (-o0,00) araliginda integrallenen olmasindan,

yani L(-00,00) siifindan olmasindan anlasilir.

F( ) fonksiyonuna L;(-o0,00) uzayinda yakinsak olan {Fy(@) } < Li(-o0, o) dizisini

ele alalim. Boylece n—oo sartinda,
I\ (@)|do — 0 (5.1.3)

Fn(@) fonksiyonlarinin uygun Fourier doniisiimiinii fn(t) ile gosterelim. O zaman her

bir te (-o0, ) i¢in

1) 0= 1| [(Flo)- Fy () do <

S%_T‘F(a))— F.(0)do

(5.1.4)

buluruz. (5.1.4) esitsizliginden ve (5.1.3) limit esitliginden {fn(t)} dizisinin f(t)

fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu bulunur.
Asagidaki,

1 a<w<b

x(0)= (5.15)
0, wglab]

fonksiyonuna (a,b) araliginin karakteristik fonksiyon denir. (a,b) araliginin karakte-

ristik fonksiyonunun ¢ (t) Fourier doniisiimiinii hesaplayalim.

© b i i
1 . 1 . 1 eltb_elta
t)=— ol =—"|e'dop=—-~ 5.1.6
SO() 27{_{0;('((@)6 @ 271'-!:9 @ 27 it ( )

(5.1.6) esitliginden x(t) fonksiyonunun tiim reel -oo < t < o ekseninde siirekli oldugu

ve ‘ t ‘ —> 00 sartinda sifira yakinsak oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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y(w) fonksiyonu sonlu sayida araliklarin karakteristik fonksiyonlarinin integralle-

n
nen lineer kombinasyonu olsun: y(@)eL;(-o0,2) ve l//(a)): chﬂ(k (a)) Burada
k=1

Ck sabit katsayilar, y, (a)) fonksiyonlar1 ise k numarali araligin karakteristik fonksi-
yonudur. Boylece, y(@) fonksiyonunun integrallenen merdiven sekilli fonksiyon
oldugunu varsayalim.

y(®) fonksiyonunun her bir toplami bir araligin karakteristik fonksiyonunun bir
sonlu sabite carpimi oldugundan, bu fonksiyonun her bir toplaminin Fourier donii-
stimii var ve (-o0,00) araliginda t degiskeninin siirekli fonksiyonudur ve ‘t ‘ —> 0

sartinda sifira yakinsaktir. Bu 6zellikler merdiven sekilli integrallenen her bir y(®)

fonksiyonunun y(t) Fourier doniisiimii i¢inde saglanir.

L1(-00,00) uzaymdan keyfi F(@) fonksiyonunu alalim. O zaman her bir dogal n sayisi

icin merdiven sekilli 6yle y, (@) €L; (o0, 00) fonksiyonu bulmak olur ki,

ﬂ F(a))—t//n(a))‘da)<% (5.1.7)

esitsizligi saglanir. Buradan {y,(@)} dizisinin F(@) fonksiyonuna L;(-o,) arali-
ginda yakinsak oldugu alinir. Yani L;(-00,00) uzayindan herhangi bir F(@) fonksiyo-
nu aldigimizda bu uzaydan F(@) fonksiyonuna yakinsak olan merdiven sekilli
{yn(w)} fonksiyonlar dizisi se¢gmek olur. yn(t) fonksiyonu uygun olarak wn(w)
fonksiyonunun Fourier doniigiimii olsun.

(5.1.4) esitsizliginden {y,(t)} dizisinin F(®@) fonksiyonunun f(t) Fourier doniisiimii-
ne diizgiin yakinsak oldugu alinir. {y,(t)} dizisinin her bir terimi (-c0,00) araliginda
stirekli ve ‘t‘ —> o0 sartinda sifira yakinsak olduklarindan ve {yn(t)} dizisinin f(t)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasindan f(t) fonksiyonu (-o0,00) araliginda siirekli
ve ‘t‘ —> 00 sartinda sifira yakinsak olur. Bununla da Fourier doniisiimii i¢in Rie-

mann-Lebesque teoremi tamamen ispatlanmis olur.
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5.1.2. F(@) Fonksiyonunun Diferansiyellenmesi Ile Onun Fourier Déniisiimii-

niin ‘t ‘ — o0 Sartinda Azalma Hiz1 Arasinda Baglanti.

F(w) fonksiyonunun f(t) Fourier doniisiimiiniin "[ ‘ —> o0 sartinda sifira yakinsama

hiz1 F(@) fonksiyonunun diferansiyellenme 6zelliklerine baglhidir. Bu 6zellik asagi-

daki teoremde verilir.

Teorem 5.2. F(w) fonksiyonunun ve onun F'(), F”(a)),...,F(”_l) () tiirevlerinin
tim (-00,00) araliginda integrallenen oldugunu ve bu araligin her bir @ € (-c0,00) nok-

tasinda stirekli olduklarini ve ‘ a)‘ —> 00 sartinda sifira yakinsak olduklarini varsaya-
lim. F(n)(a)) tiirevi ise (-o0,00) araliginda @-ya gore integrallenen olsun. O zaman
‘ t‘—)oo sartinda,

t"f(t)—>0 (5.1.8)

olur.

Ispat. Gercekten

)=+ [F(o)edt

esitliginin sag yanina n kez kismi integrasyon formiiliinii uygularsak teoremin sartla-

rinin uygulanmasiyla,

f(t):( 'j L T EO w)e™ dw

t) 2z d

esitligi bulunur. Bu esitligin her yan1 t" kuvvetine ¢arpildiktan sonra F (n)(W) fonk-
siyonu L;(-o0,0) uzaymdan oldugundan bu fonksiyonun Fourier doniistimii ‘ t ‘ —> 0

sartinda sifira yakinsak oldugundan (5.1.8) limit esitligi alinir. Bununla da teorem

ispatlanmis olur.
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Dikkate alalim ki, y (@) fonksiyonunun Fourier doniisiimiiniin (5.1.6) ifadesinden

gorildigi gibi, F(@) fonksiyonu siireksiz oldugundan ‘t‘ —> oo sartinda t.f(t) sifira

yakinsak olmayabilir. Bu yiizden Teorem 5.2 nin sartlarini degismez saglayarak

(5.1.8) limit esitliginde, genelde, n yerine n+1 alamayiz.
F( ) fonksiyonuna onun f(t) Fourier doniisiimiin spektride denir.

f(t) fonksiyonu bir (t3,t;) araligi disinda aynilikla sifira esit olursa, f(t) fonksiyonu
(t1,t2) araliginda finitdir denir. f(t) fonksiyonunun F(@) spektri bir (@1, @) araligi
disinda aynilikla sifira esit olursa, f(t) fonksiyonu (@1, @) araliginda finit spektril

fonksiyondur denir.

Simdi f(t) fonksiyonunun finit spektrli fonksiyon oldugunu varsayalim, yani f(t)

fonksiyonunun,
1 it
f(t)=— |F(w)e'”" do (5.1.9)

seklinde gosterildigini varsayalim. Bundan ilave o sayisinin sonlu oldugunu ve F (®)

fonksiyonunun (-a, o) araliginda karesi ile integrallenen oldugunu da varsayalim.

F(w) fonksiyonu sonlu aralikta karesi ile integrallenen oldugundan bu fonksiyon ayni
sonlu aralikta integrallenen olur. Bu yiizden Teorem 5.2 den asagidaki sonuglar ali-

nir.

Sonug 1. f(t) fonksiyonu (-o,a) araliginda finit spektrli fonksiyon olsun. f(t) fonksi-

yonunun spektri F(o) n kez diferansiyellenen olsun ve
F(i a) =F '(i 0() =..=F (n_l)(i a) =0 sartlart saglansin. F ™(w) fonksiyonu
(-o,0) araliginda karesiyle integrallenen olsun. O zaman t"f(t) fonksiyonu da (-a,o)

araliginda finit spektrli fonksiyon olur ve t" f(t) fonksiyonu ‘t‘ —> 00 sartinda sifira
yaknsar. t" f (t) — Oolur.

Ornek olarak dikkate alalim ki,
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1 1

g oo ato . _g<wom<+a
F(w)=

0 ., oz2a,0l-—qa

fonksiyonu (-o,a) araliginda finit fonksiyondur ve tiim (-o0,00) araliginda sonsuz

mertebeden diferansiyellenen fonksiyondur.

Sonug¢ 2. f(t) fonksiyonu spektri F( @) fonksiyonu [-a,a] araligi disinda sifira esittir
ve tim (-o0,00) araliginda sonsuz mertebeden diferansiyellenendir, bu yiizden
FM(a)=F™(=a)=0 n =012.. olur ve keyfi p(t) polinomu i¢in p(t)f()
fonksiyonu da f(t) fonksiyonu ile birlikte finit spektrli fonksiyondur ve p(t)f(t)
fonksiyonu da (5.1.9) agilimi seklinde gosterilebilir.

Gergektende, F(w) fonksiyonu (-00,00) araliginda sonsuz mertebeden diferansiyelle-

nen oldugundan ve [-a,a] araligi disinda aynilikla sifira esit oldugundan (5.1.9) for-

miiliinde n kez kismi integrasyon islemini uygulamakla asagidaki formiilii buluruz:

)= = [i"F(w) e do

27 *

. 1 < - d " iot
:Z-[[(I@j F(a))}e do (5.1.10)

. (i dY . d -
olur, burada integral altindaki Id— F(a)) 1sareti Id— operatoriiniin ardisik
w ()

olarak F(@) fonksiyonundan n kez alinmasidir. Buna gore de p(t) herhangi bir poli-

nom oldugunda,

p(t)f(t)ziT {p(iijF(w)}ei“’tda) (5.1.11)

dw

seklinde gosterilir.
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gibi isaret edelim.

F (n)(i a) =0,n=0,1,2,...ve ‘a)‘ 2> o oldugunda ise F(w) =0 oldugu ve -a. < o < o
araliginda ise sonsuz mertebeden diferansiyellenen oldugundan,
o

p(t)f(t)zi F,(0) e do

ifadesinde Fp(@) fonksiyonunda (-a, o) araliginda siireklidir ve Fp(c) fonksiyonu

[-a, o] araliginda finit fonksiyon oldugundan p(t)f(t) fonksiyonu finit spektrli fonk-

siyon oldugu ve M —> o0 sartinda p(t)f(t) — 0 oldugu alinir.

5.1.3. L, (-0, 0) Simifindan Olan Fonksiyonlarin Fourier Doniisiimii

f(t)eLy(-00,0) olsun. Tiim (-o0,00) ekseninde karesi ile integrallenen bu aralikta integ-

1 1
rallenen olmayabilir. Mesela, 1//(t):— ve ot)= fonksiyonlar: kare-
1+t J1+t?

si ile integrallenen olmalarina (l// (1), p(t) el, (— oo,oo)) bakmayarak kendileri (-
0,00) araliginda integrallenen degildir, yani (l//(t),¢(t) & Ll(— o0, oo)) dir. Buna
gbre de tiim (-o0,00) aralifinda karesi ile integrallenen, yani f(t) €L, (— oo,oo)

fonksiyonu i¢in Li(_ 0, oo) siifindan alinmis, fonksiyonlar i¢in yazilmais,

T f(t)e' " dt

integralinin her bir @ igin anlami1 olmayabilir. Buna gore

f(w)= '[ f(t)e'dt (5.1.12)
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esitligi ile tammlanmis f (a)) fonksiyonunun, genelde her bir @ i¢in anlam1 olmaya

da bilir. Bu yilizden Ly(-o0,00) uzayindan olan fonksiyonlar i¢in Fourier doniisiimii

0zel bir yontemle tanimlanmas1 gerekmektedir.

Bunun i¢in 6nce Ly(-00,00) uzayinda dizilerin yakinsakliginin “ortalama yakinsaklik”

veya orta quadratik yakinsaklik anlamini hatirlatalim. { fn(t )}C L, (— oo,oo) ve
f (t) eL, (— 00, oo) olsun. Eger

lim I | £(t)- f,(t) dt= (5.1.13)

n—oo

esitligi saglanirsa, o zaman {f, (t)} = L,(—o0,00) dizisi f(t)e L,(—o0,0) fonk-
siyonuna orta quadratik yakinsaktir denir.

(a,b) araliginda tanimlanmis karesiyle integrallenen kompleks degerli f(t) ve g(t) ,

(-0 <a<b< o) fonksiyonlari igin Cauchy Schwarz esitsizligi,

j‘f(t)g _ﬂ t)|*dt. ﬂg )| dt (5.1.14)

dogrudur.

Bu anlamlardan istifade ederek L,(-00,00) uzayindan alinmis fonksiyonlar i¢in Fourier

doniistimiinii tanimlayalim.

Keyfi f(t) el, (— 00, oo) fonksiyonu igin, @
~ N .
f(oN)= [ f(t)e dt (5.1.15)
-N

esitligi ile tanimlanan F(a), N) fonksiyonunu tanimlayalim. (5.1.14) Cauchy-

Schwarz esitsizligini kullanarak her bir (degigsmez saglanan) N sayisi i¢in -00< @ <co

araliginda @ degiskeninin siirekli fonksiyonu oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in sabit alinmis N sayist i¢in yazilmas,
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N

_[ f(t)e (e —1)dt

-N

Fo+4,N)- F(w,N)(zi

P f(t) |*dt N et 1| dt
= o _IN\ dt . _IN‘ _‘

esitsizliginin her yanindan A—0 sartinda limit alalim. Bu esitsizligin sag yan1 A—0
sartinda sifira yakinsak oldugundan esitsizligin sol yaninda sifira yakinsak olur. Bu-
nunla da f ( w, N ) fonksiyonunun her bir N sayisinda @ € (— 00, oo) noktasinda ®

degiskenine gore siirekli oldugu ispatlanmis olur.

Fourier integrali teorisinde asagidaki ¢ok 6nemli olan teorem ispatlanir.

Teorem 5.3 (Plancherel). Ly(-00,0) uzayindan alinmis her bir f(t) fonksiyonu igin
(5.1.15) formiilii ile tanimlanan F( o, N )e L, (— 0, oo) dizisi orta quadratik ola-

rak bir F(a)) el, (— 0, oo) fonksiyonuna yakinsak olur. Bdylece, F(a))fonksiyonu

-00< <o araliginda karesi ile integrallenendir ve

lim T\F(m,w)_ f(0) do=0

N —o0

dir. Burada belirlenen F(a)) fonksionuna f(t) fonksiyonunun Lj(-00,00) uzayinda

Fourier doniisiimii denir ve asagidaki gibi gosterilir.

f(o)=[fH)e' dt (5.1.16)
ve
f(t)=if f(w)e'®" do (5.1.17)
27 2

~

f (a)) ve f(t) fonksiyonlari i¢in asagidaki Parseval esitligi dogrudur.
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Yani

H da) an\f )t (5.1.18)

dir. Eger 6zel halde L;(-00,00) uzayina da dahil olursa, o zaman ?(a)) fonksiyonu

f(t) fonksiyonunun adi anlamda Fourier doniistimii olur.

Asagidaki doniisiim formiilleri dogrudur, yani
o efl ot 1
jf(t) A (5.1.19)

ve

1 d 7 -1
= 5, o L do (5.1.20)

olur. (5.1.19) ve (5.1.20) formiillerindeki esitlikler uygun olarak hemen hemen tiim

o ve t degiskenleri i¢cin dogrudur.

(5.1.19) ve (5.1.20) formiillerinde diferansiyelleme ve integralleme islemlerinin yer-
leri degistirilebildiginde (5.1.19) — (5.1.20) doniisiim formiilleri adi Fourier doniisiim

formilleri olur.

sinat

Ornek. f(t)= fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon igin (-0,00) araliginda

‘ f(t)‘ fonksiyonunun integrali yoktur. Buna gore de L;(-00,00) anlamda bu fonksi-

yonun Fourier doniistimii yoktur. Burada,

]9 sin ot
—00 t
integrali @ = +a degerlerinde raksak olur. Ama,

f (t):S|ntat
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fonksiyonu karesi ile integrallenen fonksiyondur. Buna goére de bu fonksiyonun

Ly(-00,00) uzayinda Fourier doniisiimii vardir. Yani,

=y d wsinat(e““’t—l)
f(w)_dwj t BTSN

—00

esitligi w degiskeninin hemen hemen tiim degerlerinde anlami vardir. Bu formiilde

integral altindaki fonksiyon mutlak integrallenendir.

o>0 , w>0igin,

~ Tsinate -1 % sinatsin mt rTo ,0<a
flw)= [ =55 dt=2[ 252 dt =
<t —It 5 t Ta ,0>a
oldugu bulunur. Buna gére de,
- d ~ T o<
)= fo)-
o 0 0>

formili bulunur.

5.2. Eksponensial Tipli Tam Fonksiyonlarla Finit Spektrli Fonksiyonlar Ara-

sinda Baglant.
5.2.1. Wiener-Paley Teoremi

Asagida ifade edecegimiz Wiener-Paley teoremi eksponensial tipli tam fonksiyonlar-

la finit spektrli fonksiyonlar arasinda baglanti oldugunu gosterir.

Ly(-a,0) uzayindan herhangi bir F(a)) el, (— o, a) fonksiyonunu ele alalim. Bu-

rada o sayisinin sonlu oldugunu [-a,0] araligi disinda f (a)) =0 oldugunu da var-

sayalim.

O zaman

()= (o) do (5.2.1)
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formiilii ile tanimlanan f(t) fonksiyonunun (-00,00) araliginda karesiyle integrallenen
oldugunu, yani f(t)eLy(-00,0) oldugunu ve f(t) fonksiyonunun tiim kompleks z=t+it
diizlemine derecesi o sayisini agmayan tam fonksiyon gibi devam ettirilebildiginin
miimkiin oldugunu gosterelim.

(5.2.1) esitligi ile gosterilen f(t) fonksiyonunun (-00,00) araliginda karesiyle integral-

lenen oldugu, yani f(t)eL;, (-00,00) olmasi asagidaki,
[ 1@ a _ 1 [ F(a))‘zda)<+oo (5.2.2)
o 2 i

Parseval esitliginden alinir.
f(t) fonksiyonunun reel -oo < t < +oo ekseninden kompleks z =t + it diizlemine anali-
tik devam ettirmek igin (5.2.1) formiiliinde t yerine z =t + it alalim. O zaman

o0

f(2)=—- | T(w)e" do (5.2.3)

buluruz. (5.2.3) esitligi ile tanimlanan bu f(z) fonksiyonunun kompleks diizlemin her
bir z noktasinda f'(z) tiirevi oldugundan bu fonksiyon tiim z kompleks diizlemde

analitiktir ve asagidaki sekilde degerlendirilir.

0

1 3 to| alz) a1
| f(Z)‘SZ_‘U f(a))‘e do<ce” ' <ce
Burada,
1 {1z
C:E_J;J f(a))‘da)
dir. Boylece,
| £(z)|<ce””!
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esitsizligi ‘ VA ‘-nin yeteri kadar biiylik degerlerinde saglandigindan (5.2.3) esitligi ile

tanimlanan ve kompleks diizlemde analitik olan f(z) fonksiyonunun derecesi o sayi-

sin1 agsmayan eksponensial tipli tam fonksiyon oldugu goriiliir.

Reel -0 <t<+owo ekseninde karesiyle integrallenen ve tim z =t + it kompleks diiz-
leminde ise derecesi o sayisini agsmayan eksponensial tipli tam fonksiyonlarin tiim
miimkiin kiimesini W, ile isaret edelim. Burada biz (5.2.1) esitligi ile gosterilen finit
spektrli f(t) fonksiyonunun (-00,00) reel ekseninden z = t + itkompleks diizlemine

analitik devami olan f(z) fonksiyonunun W, smifina dahil oldugunu gosterdik.

Bunun tersinin de dogru oldugu gosterilir. f(z)eW,, oldugunda, yani f(z) fonksiyonu
reel (-o0,00) ekseninde karesiyle integrallenen ve tiim z kompleks diizlemde derecesi
o sayisint asmayan eksponensial tipli fonksiyon oldugunda bu fonksiyonun spektri
[-a,a] tastyicili finit fonksiyon olur, yani bu fonksiyon [-o,ct] araligi disinda sifira
esit olan ve karesiyle integrallenen bir f(@) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii

olur.

Tiim bu sonuclar Wiener-Paley teoreminde verilir:

Wiener-Paley Teoremi.

Reel -0 < t < +wo ekseninde karesiyle integrallenen f(t) fonksiyonunun

F(a)) el, (— a, a) olmak iizere,

(w)e' do (5.2.1)

—
—+
N—"
Il
|~
ey
-

seklinde gosterilebilmesi igin, yani f(t) fonksiyonunun Kkaresiyle integrallenen finit
spektrli fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart f(t) fonksiyonunun tiim komp-
leks z = t + it diizlemine derecesi a sayisini asmayan eksponensial tipli tam analitik

fonksiyon gibi analitik devam ettirilebilmesidir.

Ispat. Bu teoremin yeterlilik sart1 iistte ispatlanmistir. Yani f(t) fonksiyonu (5.2.1)
seklinde gosterildiginde bu fonksiyonun (5.2.3) formiiliiniin yardimiyla derecesi o
sayisin1 agsmayan eksponensial tipli tam analitik fonksiyon gibi tiim kompleks diiz-

lemde tanimlandigini ve reel (-00,00) araliginda ise karesiyle integrallenen oldugunu
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gosterdik. Simdi burada biz teoremin sartinin gerekli oldugunu ispatlayalim. Burada
biz W, sinifindan alinan her bir f(z) fonksiyonunun (5.2.3) formiilii ile gosterilebil-
digini gosterelim. (5.2.3) formiilii ile gosterilen f(z) fonksiyonu reel (-o0,00) eksenin-
de (5.2.1) formiilii ile verilen f(t) fonksiyonu ile ¢akistigindan (5.2.1) formiilii W,

simifindan alinan eksponensial tipli tam fonksiyonlarin spektral agilimi olur.

W, smifinin tanimina esasen f(t) fonksiyonu (-o0,00) araliginda karesiyle integralle-

nendir, yani L(-o0,00) uzayina dahildir. Buna gore de f(t) fonksiyonunun karesiyle

integrallenen F(a)) Fourier doniistimii vardir:
f(w)= J f(t)e ™ dt (5.2.4)

Bu esitlik orta quadratik yakinsaklik anlamdadir. Boylece, (5.2.4) esitligi ile tanim-

lanan F(W) fonksiyonu f(t) fonksiyonunun Fourier doniisiimii oldugundan ve

~

f (W) fonksiyonu (5.2.1) gosterilisinin esasini olusturdugundan bizim esas proble-
mimiz f(z) fonksiyonunun W, sinifina dahil olmasindan, 6zellikle de f(z) fonksiyo-
nunun derecesi o sayisint agmayan tam fonksiyon olmasindan F(W) fonksiyonunun
(-o,a) aralig@i disinda hemen hemen tiim ® igin sifira esit olmasini ispatlamaktan

olugmaktadir, yani ?(W) =0, o > a ve ® <-a géstermemiz gerekmektedir.
Gergekten de, eger
fw)=0, |w/>a (5.2.5)

esitligi saglanirsa, o zaman ters Fourier doniisiimiine esasen,

a

f(0)=_- [ Fw)e™ dw (5.26)

esitligi yazilir.

(5.2.6) formiiliinde t degiskeni yerine z =t + it alsak (5.2.6) esitliginin sag yan1 W,
smifina dahil olan tam fonksiyon olur. Ayn1 zamanda bu fonksiyon reel (-c0,0) ekse-
ninde f(t) fonksiyonu ile ¢akistigindan analitik fonksiyonlarin teklik teoreminden
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f(z)eW,, fonksiyonu ile (5.2.6) formiiliiniin sag yani ile tanimlanan tam fonksiyonun
cakistig1 anlagilir.

Simdi (5.2.5) esitligini ispatlayalim. Bunun i¢in dnce f(t) fonksiyonunun (-o0,0) ek-
seninde mutlak integrallenen oldugunu da, yani f(t)eL;(-00,00) oldugunu da varsaya-

lim. O zaman (5.2.4) Fourier doniisiimii adi anlamda tanimlanmig olur. Bu halde
f () fonksiyonu her bir e (-00,50) noktasinda siirekli fonksiyon olur. (5.2.4) dénii-

stimiint asagidaki iki integrale ayiralim, buna gore

0 )
f(w)= [ f(t)e™ de+ [ f(t)e ™ dt (5.2.7)
—o0 0

olur. (5.2.7) esitliginin sag yanindaki birinci ve ikinci integralleri uygun olarak

¢+(iw)=T f(t)e""dt (5.2.8)
0
ve
0 .
¢ (iw)= jf(t Je!"dt (5.2.9)

seklinde isaret edelim.

Boylece, (5.2.5) esitliginin ispat, F(W) =, (i W) +@_ (i W) oldugundan,

8. (iw)+ ¢ (iw)

esitliginin ispatina getirilmis olur.

0, \w|>a (5.2.10)

Simdi (5.2.8) formiiliinde i® yerine z = p + 1 @ alalim. O zaman,

¢+(Z)=T f(t)e™'dt (5.2.11)
0

fonksiyonu f(t) fonksiyonunun 6 = 0, yani
ig
t=pe|,0=p
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hali i¢in Borel doniisiimii oldugu goriiliir. ¢, (Z) fonksiyonu sag yan1 z = p+ i ® diiz-
leminde analitiktir ve sanal eksenle birlikte kapali sag yar1 diizlemde siireklidir.
f(z) fonksiyonu W, sinifindan alindigindan ¢, (Z) fonksiyonu ‘ Z ‘ > bolgesinde

f(z) fonksiyonunun Borell anlamda “assosiasiya” olunmus g(z) fonksiyonu ile gaki-
sir. @, (Z) integralinde se¢ilmis integralleme yolu igin ¢, (Z) fonksiyonu g(z) fonk-

siyonu ile Rez = p>a yar1 diizleminde gakisirlar.

(5.2.11) formiilii ile tanimlanan,

(p+iw) j f(t) e e+t gt (5.2.12)
0

integrali keyfi ¢ > 0 sayis1 verildiginde p >¢ i¢in diizgiin yakinsak oldugundan g(z)

fonksiyonu p >0 degerine kadar analitik devam ettirir.

Benzer sekilde,

olmak tzere

—00

=T f(t)e'dt=—[ f(t) e dt=

0
(5.2.13)

[1(-e)efaz=—] () ez

buluruz. Buna gore de —<|>7(z) fonksiyonu f(& @) fonksiyonunun 0=r igin Borell
doniisiimiidiir. Burada segilmis integralleme egrisinde —¢_(z) fonksiyonunun, Rez =
pP<-o icin f(z) fonksiyonunun Borell anlamda ““assosiasiya” olunmus g(z) fonksi-
yonu ile gakisir. Diger yandan keyfi ¢ > 0 sayisi verildiginde p<-g <0 igin (5.2.13)

integrali diizgiin yakinsak oldugundan (5.2.13) integrali g (z) fonksiyonunun sanal

eksendeki analitik devamini verir.
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Boylece, @, (Z) fonksiyonu g(z) fonksiyonunun tiim sag yari diizlemde analitik de-

vamini, — ¢(Z) fonksiyonu ise g(z) fonksiyonunun tiim sol yari diizlemdeki analitik

devamini verir.

i ¢.(2) . p>0
-¢(z) .  p<0

9(z)

(5.2.14)

Bundan ilave g(z) fonksiyonu |Z|>a bolgesinde analitik oldugundan, sanal ekse-
nin ‘ ia)‘ > o kisminda da analitiktir. Buna gore de g(z) fonksiyonu kompleks diiz-
lemin sanal eksenin
-a< Imz <o
araligi lizere kesilmesinden sonra yerde kalan bolgesinde analitiktir.
Buna gorede @ >a ve o <-a icin asagidaki limitler vardir.
g(iw)= lim g(o +iw)= lim ¢, (o +iw)= ¢, (iw)
—>+0 c—0+

gliw)= lim glor+iw)=lim (- ¢ (o-+1w) = (w)

Bu esitlikleri taraf tarafa ¢ikarirsak (5.2.10) esitligini elde ederiz.

Boylece, biz teoremin gereklilik sartin1 f(t) fonksiyonunun karesiyle ve birinci dere-
ceden integrallenen oldugu hal igin ispatladik. Ama teoremde f(t) fonksiyonunun
yalniz karesiyle integrallenen oldugu farz olunur. Teoremi f(t) fonksiyonunun yalniz
karesiyle integrallenen oldugu haller igin ispatlamak amaciyla bir € parametresine

sinegt
et

formiilii ile tanimlanan ('[) fonksiyonlar kiimesini ele

bagh f, (t)= f(t)

alalim. Burada,

f(1)=f(r)Snet (52.16)

formiiliinde f(t) fonksiyonu derecesi a sayisini agmayan eksponensial tipli tam fonk-

siyondur ve bu fonksiyonun reel eksende karesiyle integrallenen oldugunu varsaya-
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singt
et

lim. (5.2.16) formiiliindeki fonksiyonu ise ¢ dereceli tam fonksiyondur. Bu

yilizden ‘ VA ‘ -nin biiylik degerlerinde,

| f(z)\<c1e“‘z‘
ve
singz <c eg‘z‘
&gl 2
esitliklerinden,
If,(z)] <cel*)? (5.2.17)

esitsizligi bulunur.
(5.2.17) esitsizliginden f, (Z) fonksiyonunun derecesi (0{+8) sayisini agmayan

tam fonksiyon oldugu goriiliir.

f, (Z) fonksiyonunda reel eksende sadece integrallenendir, yani her bir & sayis1 i¢in

f, (t) IS Li(— 0, oo). Gergcekten de,

o0 o0 -2
de< | f|f(t)fdt Is(lzt;t=

et

T‘fg(t)‘dt: T‘f(t)Singt

(5.2.18)

72'00 2
= [= || f(t)|dt
“firo)

dir. Bu esitsizligin sag yani her bir € > 0 sayis1 i¢in sinirlidir. Buna gore de istte is-

patlanmis hale uygun olarak f . (t) fonksiyonunun Fourier doniisiimiin f . (W)

fonksiyonu ‘ W‘ > + & bolgesinde sifira dontigiir.

-~

f (W) ile f(t) fonksiyonunun orta quadratik anlamda, yani L(-00,00) anlaminda Fou-
rier doniisiimiinii isaret edelim. Simdi f ('[)— f . ('[) fonksiyonu igin Parseval esitli-
gini yazalim.
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L[ T aw= fl1(0- .0

2 (5.2.19)
dt

o0

= [If O

—00

sinet

1—

et

Bu esitligin sol yan1 e—0 sartinda sifira yakinsak oldugundan

= = P2
lim Hf(w)— fg(w)‘ dw=0 (5.2.20)
g0

buluruz. Buradan da, ‘ W‘ > sartini saglayan hemen hemen tiim w igin ]?(W) =0

oldugu alinir. Bununla da bu teorem —Wiener- Paley teoremi tam olarak ispatlanmig

olur.

Not. f(z) fonksiyonu derecesi o sayisini agmayan tam fonksiyon oldugunda f '(Z)

fonksiyonunun da derecesi o sayisini agmayan tam fonksiyon oldugu dnceki bolim-

de gosterilmisti. Burada f(z) fonksiyonu W,, smifindan oldugunda f '(Z) fonksiyo-

nunun da W, simifindan oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (5.2.1) esitliginin her yani-

n1 t degiskenine gore diferansiyelleyelim. O zaman
’ 1 a- ) iwt
f (t)=2— le(W)e dw (5.2.21)
V4

-a
buluruz. Burada‘ W‘ > o sartin1 saglayan hemen hemen tiim w igin F(W) =0 oldu-
gundan iWF(W) fonksiyonunda (-o,a) araligi disinda hemen hemen tiim  igin sifi-
ra esit olur. Bundan ilave her bir sonlu a sayis1 i¢in F(W) el, (— o, a) oldugundan

iWF(W) el, (—a , a) oldugunda alinir. (5.2.21) esitligini goz 6niinde tutarak Wie-
ner-Paley teoremini (5.2.21) esitligine uygulayarak f '(Z) fonksiyonunun W, sinifi-
na dahil oldugunu aliriz. Bu uygulama projesine ardisik devak ettirerek f(z) fonksi-
yonunun W, sinifina dahil olmasindan bu fonksiyonun tiim f (n)(Z), n=1223,..

tiirevlerinin de W, sinifina dahil oldugunu aliriz.
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5.2.2. Wiener-Paley Teoreminin Genellesmesi

Burada dnce W, sinifindan alinan her bir f (z) fonksiyonunun reel (-0, «0) eksenin-

de sinirlt oldugunu dikkate alalim. Gergekten de, Cauchy-Schwarz esitsizligine esa-

sen
()= Z_J; f (w)e™dw| < on] _U f(W)‘ZdW_J;dW
(5.2.22)
2 ~ 2
= ﬁif(w)‘ dw

buluruz. Ama genelde, sonlu dereceli eksponensial tipli tam fonksiyonun reel (-o0,00)
ekseninde siirli olmasindan onun bu reel eksende karesi ile integrallenmesi alinmi-
yor. Mesela, f(t) = cosmgt fonksiyonu wo dereceli tam fonksiyondur ve reel eksen

tizerinde sinirlidir. Ama bu fonksiyon reel eksende karesiyle integrallenmiyor:

ICOSZWO'[dt:oo

—00

dir. Derecesi o sayisini asmayan ve reel (-o0,00) ekseni tizerinde sinirli olan ekspo-
nensial tipli tam fonksiyonlarin kiimesini B, ile gosterelim. B,, smifindan alinan her

bir fonksiyon reel (-o0,50) ekseninde kendi sabiti ile siirhdir, yani f € B, oldugun-

da, dyle cr> 0 sabiti bulunur ki, keyfi t € (—o0,00) icin | f(t )| <c; olur. Mesela,
f(Z)ZZ:CKeiwKZ : -a< Wk <o
K

sekilli fonksiyonlar Z‘ Ck ‘ < 400 sartinda B, sinifina dahil olur. Genelde

(2

1 G~ .
f(2)=—- [ f(w)e'do
integrali ile gosterilen f(z) fonksiyonunun
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T‘ F(W)‘dw< +00

~ 2
sartinda B, sinifina dahil oldugu aciktir. Ama bu sonuncu sarttan, genelde ‘ f (W )‘

fonksiyonunun integrali sinirli olmayabilir. Buna gore de B, sinifi W, sinifindan

daha genis bir sinif oldugu goriiliir.

B, smifindan her hangi bir f(z) fonksiyonu alalim. f(z) fonksiyonu tam fonksiyon
oldugundan bu fonksiyonu tiim kompleks diizlemde yakinsak olan asagidaki kuvvet

serisi

f(z)=> c,z" = £(0)+ zilcnz”‘1
n=1

seklinde gosterebiliriz. Bu sonuncu esitlikten,

g(z)= f(z)-1(0)

z

fonksiyonunun da derecesi o sayisin1 asmayan eksponensial tipli tam fonksiyon ol-

dugu alinir. Diger yandan -oo <t < +o0 i¢in,
1f(t)|<C

oldugundan t degiskeninin biiyiik degerleri i¢in,

2C
\g(t)\ﬁm

esitsizligi bulunur. Bu sonuncu esitsizlikten de,

'H g(t)\zdt<+oo

esitsizligi bulunur. Boylece, g(z)eW,,. Buna gore de, Wiener-Paley teoremine esasen

d(z) fonksiyonu i¢in asagidaki gosterilis dogrudur, yani
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1 a- iwz
g(z)=5_jag(vv)e dw

dir. Bu gosteriliste (W) fonksiyonu (-o,a) araliginda karesiyle integrallenen fonk-

siyondur. Sonugta B, sinifina dahil olan her bir f(z)eB, i¢in asagidaki

[a(w)e™dw (5.2.23)

gosterilisi almig oluruz. Simdi reel eksende ‘t‘—)oo sartinda ‘t‘m kuvvetinden

biiyiik hizla artmayan yani te (-o0, ) igin ‘ t ‘ —> 00 sartinda,

f(1)|<cltf

esitsizligini saglayan, derecesi a sayisini asmayan eksponensial tipli tam fonksiyon-
larin tiim miimkiin kiimesini Sy, ile igsaret edelim. m = 0 oldugunda S, sinifinin By

siifi ile ¢akistig agiktir.

Simdi burada S,y smifinin fonksiyonlari i¢in spektral agilim verelim. Bunun i¢in
Sum sinifindan keyfi f(z) fonksiyonu alalim. f(z) tam fonksiyon oldugundan bu fonk-
siyonu tiim kompleks diizlemde yakinsak olan asagidaki kuvvet serisi seklinde goste-

rebiliriz. Buna gore

f(z)=) C,2"=Co+Ciz+..+Cz" +2™ Y C 2" (5.2.24)
n=0

n=m+1

dir, burada,

C,= , n=0,12,..

seklinde gosterilebilir.

Burada f(z) fonksiyonu reel (-co0,00) ekseninde ‘t‘—)oo sartinda ‘t‘m kuvvetinin

artma hizin1 agsmayan hizla artabilmesi miimkiin oldugundan,
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((2)-{ 10+ 0z O

0(z)= ' j S'c, 2™

n=m+1

fonksiyonu da derecesi o sayisini asmayan fonksiyondur ve g(z) fonksiyonu reel
-0 < t < +o0 ekseninde karesi ile integrallenen fonksiyon olur. Buna gére de Wiener-

Paley teoremine esasen g(z) fonksiyonu i¢in asagidaki spektral agilim1
g(z):—J‘g(W)eiWZdw (5.2.25)

seklinde yazabiliriz. Burada § (W) fonksiyonu (-a,,a) araliginda karesi ile integralle-

nen fonksiyondur. Buradan da her bir f(z) €Sym fonksiyonu igin
' (m) m+l & _
f(2)=1(0)+ 4074 F00O0)pn 27 [ )einiaw (5229

acilimi buluruz. Sy sinifinin fonksiyonlari i¢in aldigimiz bu agilimi Fourier donii-

stimii seklinde yazmak icin asagidaki
g -
¢ =i I5(k)(w) e'"2dw (5.2.27)
—-&

formiliinden istifade edelim. Burada &€ > 0 keyfi pozitif say1 d(w) Dirac-in 6-
fonksiyonu o (k)(W) ise 5(w) fonksiyonunun k-inci1 mertebeden tiirevidir,

(5.2.27) formiiliinden istifade ederek (5.2.26) a¢ilimini asagidaki sekilde yazalim:

o

f(z)

N m -kf(k)(o) _
md 223 L st )leiveg 5.2.28
{z g(w)+ EKZ_;) < W)ite™dw  (5.2.28)

:Z_a

Boylece, asagidaki Wiener-Paley-Schwarz teoremi ispatlanmis olur.
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Wiener-Paley-Schwarz Teoremi.

. m ..
Reel -0 < t < +o0 ekseninde ‘ t ‘ —> 00 sartinda ‘t ‘ kuvvetinin artma hizin1 asmayan

hizla artabilen f(t) fonksiyonunun (5.2.28) scklinde gosterilebilmesi igin, yani
(5.2.28) sekilli finit spektrli fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart bu f(t) fonksi-
yonunun reel -oo < t < +o0 ekseninden z =t + it kompleks diizlemine derecesi a sayi-

sin1 agsmayan eksponensial tipli tam fonksiyon gibi analitik devam ettirilebilmesidir.

5.3. Eksponensial Tipli Tam Fonksiyonlarla Finit Fonksiyonlar Arasinda Bag-

lanti

Reel -0 < t < +o0 araliginda karesiyle integrallenen f(t) fonksiyonu [-T,T] araligi
disinda sifira doniistiiglinde bu fonksiyonun F(a)) Fourier doniistimii karesiyle in-

tegrallenen olmakla birlikte onu -0 < @ < o reel ekseninden z = ® + ic kompleks
diizlemine derecesi T sayisini1 asmayan eksponensial tipli tam fonksiyon gibi analitik

devam ettirmek olur. Gergekten de,

f(z)= ]f(t Je ' *dt

ifadesi tiim kompleks z = ® + 1 0 diizleminin her bir z noktasinda tanimlanmistir. Bu

ifade z degiskeninin analitik fonksiyonu olmakla birlikte

T
F@)|< [| 10 d<ceT! 7 <ce

-T
sekilde degerlendirilebilir, burada C segilmis sabittir.
Buradan da karesiyle integrallenen ve [-T,T] araligi disinda sifira doniisen f(t) fonk-

siyonunun f(W) Fourier doniisiimiiniin derecesi T sayisin1 agmayan eksponensial

tipli tam fonksiyon oldugu goriiliir.
Buna ters olan asagidaki teoremde dogrudur.
Teorem 5.4 (Wiener-Paley Teoremi). Reel -0 < @ < oo ekseninde karesiyle integ-

rallenen f (Z) fonksiyonu z= +it kompleks diizleminde derecesi T sayisini agma-
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yan eksponensial tipli tam fonksiyon oldugunda bu F(W) fonksiyonu [-T, T] aralig:

disinda sifira esit olan reel -oo < t < oo ekseninde karesiyle integrallenen bir f(t) fonk-

siyonunun Fourier donilistimiidiir.

Bu teoremin ispat1 verilmis Wiener-Paley teoreminin ispat1 gibi ispatlanir.
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6. TAM FONKSIiYONLARIN SONSUZ CARPANLARINA ACI-
LIMI

6.1. Sonsuz Carpimlar ve Onlarin Baz1 Ozellikleri
6.1.1. Yakinsak ve Iraksak Sonsuz Carpimlar

Sifirdan farkli, sonlu oy, ay, ...,an, ... kompleks sayilarimin

al,az,...,an...:Han (6.1.1)
=1

sonsuz ¢arpimini ele alalim.

Bu ¢arpimin birinci n ¢arpanlarinin ¢arpimini Py, ile gosterelim ve

esitligi ile tanmimlanmis {P,} dizisini ele alalim.

Eger {P,} dizisinin sonlu ve sifirdan farkli limiti varsa, yani lim P, =P #0, o
N—o0

zaman (6.1.1) sonsuz ¢arpimi yakinsaktir denir ve P sayisina bu ¢arpimin degeri de-

nir. Boylece

0 n
P= a, = lim o 6.1.2

n n-1
P=1Iim Hak = lim Hak # 0 oldugundan (6.1.1) sonsuz garpimi yakinsak
nN—o0 k=1 nN—o0 k=1
oldugunda,
. P .
lim =lim ¢, =1 (6.1.3)
n—wo P n—o0

n-1

esitligi alinir. Boylece, (6.1.1) sonsuz ¢arpiminin yakinsakligi i¢in (6.1.3) sart1 gerek-
li sarttir.



Ornek 1. Sonsuz

1 22 3? n2
221321 "n?’-1"

carpiminin yakinsak oldugunu gdsterelim. Bunun igin,

22 32 n?
"2 _1'32.1"n% 1

alalim. P, sonlu ¢arpimini

5 _1 92 32 42
" T(2+1)(2-1) (3+1)(3-1) (4+1)(4-1)
(n-1)° n? _2n

“nn-2) (n+1)(n-1) n+1

. . 2n
sekilde gosterelim. Buradan da lim P, = lim —— =2 olur. Boylece bu sonsuz
n—> n—o N4+

carpimin degeri 2-dir.

Ornek 2. Sonsuz

11 1
1. - .- —..
2 3 n
3y ) . . 1
sonsuz carpimimin 1raksak oldugunu gosterelim. Bu sonsuz carpim igin P, =
n!
3 : -1 )
oldugundan lim P, = lim — =0. Buna gore de bu sonsuz ¢arpim raksaktir.
n—»c0 n—o Nl
(6.1.1) sonsuz ¢arpimini
(1+a)(@+a,). 1+a)..= ] J(1+a,) (6.1.4)

k=1

sekilde yazalim. Burada a;, ay, ..., &, ... kompleks sayilardir. Uygun olarak (6.1.4)

n
sonsuz carpimi i¢in P, :H(1+ ak) dizisinin sonlu sifirdan farkli p limiti
k=1

96



oldugunda bu sonsuz c¢arpim yakinsaktir denir. Bu tamimdan (6.1.4) sonsuz

carpiminin yakinsak olmasi i¢in gerekli sart

lim(1+a,)=1 (6.1.5)

k—0
oldugu cikar.

(6.1.4) sonsuz carpiminin yakinsakliginin tanimindan bu ¢arpimin yakinsak olmasi

halinde her bir 1+a,, k = 1,2,3,... carpanlarmin sifira esit olmadig1 goriliir.

l!im a8, =0 sartinin (6.1.4) sonsuz carpiminin yakinsak olmasi igin gerekli sart
—>00

oldugu aciktir.
Sonsuz ¢arpimin yakinsakliginin tanimi esitsizlikle de wverilir. (6.1.4) sonsuz

carpiminin  yakinsakligini esitsizlikle vermek icin once bu carpimin P sayisina

yakinsak oldugunu varsayalim. Bu halde P_ dizisi 1 sayisina yakinsaktir.
n

Gergekten de,
P lmP, P
n—o0
dir. Tersine, eger — orantisi 1 sayisina yakinsak olursa, o zaman (6.1.4) ¢carpiminin

n
p # 0 sayisina yakinsak oldugu alinir. Buna gore (6.1.4) ¢arpiminin yakinsakligt

asagidaki gibi tanimlanabilir.

Keyfi alinmis € > 0 sayisina kars1 dyle N sayisi bulunur Ki, her bir n- > N sayilart

i¢in,

<¢&

P
P

n

esitsizligi saglanirsa, (6.1.4) carpimi P#0 sayisina yakinsaktir denir.
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6.1.2. Sonsuz Carpimlarin Yakinsaklik Kriterleri

(6.1.4) ¢arpiminin yakinsakligini incelemek igin
D in(i+a,) (6.1.6)
k=1

seriyi de ele alalim. Bu seride logaritma asagidaki esitliklerle tanimlanir.

In+a)=In|1+a+iargl+a,) (6.1.7)

—r<arg(l+a, )<7 (6.1.8)

(6.1.4) ve (6.1.6) arasinda baglantiy1 gostermek igin (6.1.6) serisinin kismi toplamini

yazalim. Buna gore

n n
Sy=>.In(l+a)=h]]@+a)=IP
k1 k=1

seklindedir. Buradan da

P =g (6.1.9)

n

oldugu bulunur. Buradan ise (6.1.6) serisi yakinsak oldugunda, yani lim S,=S

h—o0

oldugun da

lim P, =P =¢> %0

n—oo

limiti bulunur. Bu ise, (6.1.4) sonsuz ¢arpiminin yakinsak oldugunu gosterir. Tersine
(6.1.4) sonsuz ¢arpimi yakinsak oldugunda (6.1.6) serisinin de yakinsak oldugu

gosterilir.

Buna gore de (6.1.4) sonsuz carpiminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(6.1.6) serisinin yakinsak olmasi olur.

(6.1.4) sonsuz carpimina uygun (6.1.6) serisi mutlak yakinsak oldugunda (6.1.4)

carpimi mutlak yakinsaktir denir.

Asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 6.1. Sonsuz H(l+ a, ) carpiminin mutlak yakinsak olmasi igin gerek ve
k=1

a0
yeter sart Z a, serisinin mutlak yakinsak olmasidir.
k=1

Gergekten de, seride ve sonsuz ¢arpimda yakinsak oldugunda her defa lim a, = 0

n—o

1
olur. Bu yiizden belli bir numaradan baslayarak tiim n sayilar1 i¢in ‘ an\ < E olur.

O zaman,
2
In(1+an)_1 & A <_2+i3+ 1
a, 2 3 2° 2 2
dir. Boylece
l<| In(1+a,) |<§
2 ay 2

serilerinin mukayese teoremine esasen,

0

Z‘ In (1 +a, )‘ ve Z‘ ak\ serileri birlikte ya yakinsaktir ya da raksaktir.
k=1 k=1

Tanima gore bu serilerden birincisinin yakinsaklig1 sonsuz ¢arpimin mutlak yakinsak

olmasina esdegerdir.

Dogal olarak carpanlar1 fonksiyonlar olan asagidaki sekilde,
[T+ f(2)} (6.1.10)
K=1

sonsuz carpimlari da ele alinir. Eger bu ¢arpim D bolgesinin her bir zo noktasinda
yakinsak olursa, o zaman (6.1.10) sonsuz fonksiyonel carpimi D bolgesinde

yakinsaktir denir.
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n

(z)=] [{1+ f«(2)} dizisi D bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunda (6.1.10)
K=1

P

n

carpimi D boélgesinde diizgiin yakinsaktir denir.

(6.1.10) sonsuz ¢arpiminin ¢arpanlari olan 1 + fi (z) , k = 1,2.... fonksiyonlarinin her
bir D bolgesinde analitik fonksiyonlar oldugunda Weierstassin birinci teoremine

esasen (6.1.10) sonsuz c¢arpimi D bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunda
P(Z) =lim P, (Z) fonksiyonu da D bolgesinde analitik fonksiyon olur.

N—o0
6.2. Tam Fonksiyonlarin Sonsuz Carpim Seklinde Gosterilisi

Fonksiyonlar1 analitik ifade etmek i¢in sonsuz serilerle birlikte sonsuz ¢arpimlardan
da istifade edilir. Biz bu kesimde her bir tam fonksiyonun, polinomlar gibi
carpanlarina ayrilabildigini gdsterecegiz ve tam fonksiyonlarin ¢arpanlarina

ayriminin Weierstrass formiiliinii verecegiz.
6.2.1. Tam Fonksiyonlarin Carpanlarina Ayriminin Weierstrass Formiilii

Her n dereceli

P

 (z)=a,+ayz+...+a,z2"a, =0

polinomu

seklinde gosterilebilir, burada zi, zy,..., Z, sayilart Pn(z) polinomunun koékleridir.

Tersine z3, 2y,..., Zn sayilan verildiginde, kokleri bu sayilar olan n dereceli Q, (2)

polinomu

QA @)=A]](z-2)

seklinde olur. Burada A, sifirdan farkli, sonlu keyfi kompleks sayidir.

f(z) tam fonksiyonu kompleks diizlemde sonlu sayida z3, z5,..., z, sifirlar1 olan tam

fonksiyon oldugunda bu fonksiyonun
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n

f(z)=9()] [z-z) (6.2.1)

k=1

seklinde gosterilebildigi agiktir. Burada g(z) fonksiyonu kompleks diizlemde sifirdan

farkli olan tamamen belli bir tam fonksiyondur.

Tam f(z) fonksiyonunun sifirlar1 kiimesi M sonsuz kiime oldugunda (6.2.1)
formiiliiniin bu hal i¢in genellestirilmesi sartsiz ki, ¢ok biiyilk merak dogurur. Bu

halde analitik fonksiyonlarin teklik teoreminden M kiimesinin sayilabilir olmasi,
M ={z4, 25,..., Zn,...}

yani sifirlarin numaralanabilir olmas1 ve bu kiimenin yalniz bir tek z = co noktasinin

limit noktas1 olmas1 gerekir.

Burada genelligi bozmadan z3, z5,..., Zp,... koklerinin modiillerinin artmasi yoniinde,
yani ‘ Zk—l‘ S‘ Zk‘ sartinin saglanmasiyla numaralandigini varsayalim.

Modiilleri esit olan kokler keyfi sira ile numaralanabilir.

Sayilabilir sayida z1, Zy,..., Z... kokleri olan tam f(z) fonksiyonunu insa etmek i¢in
once, sifirdan farkli kokleri z, zy,..., Z, olan (bu koklerden tekrarlananlari da olabilir)

ve z = 0 sayis1 ise v mertebeden tekrarlanan kokii olan P(z) polinomunu
L Z
P(z)=C.z" [1— —] (6.2.2)
lk:!: Zy

carpim seklinde gosterelim, burada C keyfi sabit say1 olmakla,

Iimiz):c

-0 7V
limitinin degeridir.
Bu (6.2.2) seklindeki acilim, genelde tam fonksiyonlar i¢in de yazilabilir. Mukayese

icin sinz fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon tam fonksiyondur ve 0, tm, £ 27

..., T Nm... sayilar1 bu fonksiyonun tekrarlanmayan sade sifirlari ile numaralarsak ve

sz—l = k7Z', 22k = —k7Z’
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ile gosterirsek, o zaman sinz fonksiyonu i¢in
: = z
sinz=1z 1-— (6.2.3)
H( Zy ) H( km* J

acilim yazilabilir. Ama tam fonksiyonlar i¢in, genel halde boyle basit agilim formiilii

yazmak miimkiin olmamaktadir. Gergekten de, z = 0 sayisi tam f(z) fonksiyonunun v

mertebeden tekrarlanan koku ve z1,2o,...,Z,. .. (‘ Zk‘ S‘ Z, +1‘ ) sifirdan farkli sayilari

ve lim ‘ Zk‘ = o0 olmak lizere f(z) fonksiyonunun kdkleri oldugunda,
K—o0

Jn ey
sonsuz carpimi, genel halde 1raksak ta olabilir.

Istenilmeyen bu durumun kaldirilmasi icin Weierstrass iistteki garpimin her bir

carpanint,

(6.2.4)

sekilde bir ¢arpan carpmuistir. (6.2.4) seklindeki ¢arpanlar kompleks diizlemin higbir
noktasinda sifira donligmezler. Ama bu ¢arpanlarin uygun sekilde segilmesiyle alinan

sonsuz ¢arpimin yakinsakligi saglanabilir.

Simdi,
7 ka
" z
ZVH(l—iJ Z o omyzlk
k=1 Zy

sonsuz ¢arpiminda mg (k = 1,2,...) sayilar1 dyle segilebilir ki, bu sonsuz ¢arpim her
bir keyfi ‘ z ‘ <R dairesinde diizgiin yakinsak olsun. O zaman bu sonsuz garpim bir

F(z) tam fonksiyonu ifade eder ki, bu fonksiyonun sifirlar ile f(z) fonksiyonunun

sifirlar1 ¢akisir. Buradan da f(z) fonksiyonunun ya F(z) fonksiyonu ile ¢akistigi, ya

da, F(z) fonksiyonundan eg(z) carpimi ile farklandigi sonucuna variriz. Burada g(z)
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tam fonksiyondur. Dikkate alalim ki, €9?) fonksiyonu kompleks diizlemin higbir

noktasinda sifira doniismeyen tam fonksiyondur.
Sonunda tam f(z) fonksiyonu i¢in asagidaki sonsuz ¢arpima acilim formiiliinii aliriz:

2k

f(z)=e9%z H(l——j - ome (6.2.5)

(6.2.5) formiiliine tam fonksiyonun sonsuz ¢arpima agilimmin Weierstrass formiilii

denir.
6.2.2. Weierstrass Formiiliiniin ispati

Bu kisimda biz (6.2.5) Weierstrass formiiliinii ispatlayalim. Bunun igin once

asagidaki lemmay1 ispat edelim.

Lemma 6.1. Eger tam f(z) # 0 ve tam F(z) # 0 fonksiyonlarinin tekrarlanma derecesi

esit olan ayni sifirlar1 varsa, o zaman

f(2)=e9?F(2)

esitligi dogrudur. Burada g(z) fonksiyonu herhangi bir tam fonksiyondur (6zel
durumlarda sabitte olabilir).

Ispat. Asagidaki

oranttyr ele alalim. W(z) orantisinin kutup noktalari yalniz F(z) fonksiyonunun
sifirlar1 olabilir. Ama F(z) fonksiyonunun her bir sifir1 ayn1 tekrarlanma derecesi ile
f(z) fonksiyonunun sifiridir. Buna gore de ¥(z) fonksiyonunun sonlu diizlemde bir
tane de polyusu yoktur, yani W(z) orantis1 tam fonksiyondur. Ayn1 yontemle ‘¥(z)

orantisinin sifirlarinin olmadig: gosterilir. Bu yiizden,
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tam fonksiyondur. h(t) tam fonksiyonunu 0 noktasindan z noktasina kadar keyfi egri

tizerine integralleyelim. O zaman biz bir gi(z) tam fonksiyonu
zZ z
(p) (2) -
9,(2)=[h(p)dp= L2 dp =In L2 4 2k ri
' ! ! o(p) (0)
elde ederiz. Boylece

In:a)(z):gl(z)+2k7ri, k=0+1%2,...

dir. Buradan da,
a)(z )ZW(O) e9(2) _ gai(2)+Iny(0) _ a9(2)

olur. Burada g(z) = gl(z) +1In I/I(O) fonksiyonu tam fonksiyondur. Boylece

l//(Z) = f(Z) orantisindan,

F(z)

f(2)=p(2)F(2) = F(2)

oldugu bulunur.
Bununla da lemma ispatlanmis olur.
Bu lemmanin ispatinda sifirlari olmayan her bir W(z) tam fonksiyonunun

w(z)=e%?) seklinde yazilabildigi gosterildi, burada g(z) tam fonksiyondur.

Simdi tam f(z) fonksiyonunun sonlu sayida sifirlari oldugu hali ele alalim. f(z) tam
fonksiyonunun z = 0 sayis1 v mertebeden tekrarlanan sifir1 ve sifirdan farkli zy, zy,...,

Zpsayilari ise, f(z) fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlart olsun. O zaman

ol ijes

polinomu ile f(z) fonksiyonunun ayni

0,0,0,...0, z1, 2, ..., zn
[

v
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stfirlar1 vardir. Buna gore de lemmaya esasen f(z) fonksiyonunu asagidaki sekilde

gosterebiliriz:
f(z)=e?®pP(z),

veya

f(z):eg(z)zvﬁ[l—ziJ (6.2.6)
k

k=1

dir. Simdi (6.2.6) seklinde gosterilisi sonsuz sayida zj, Zy,..., Z... sifirdan farkli
stfirlar1 olan f(z) tam fonksiyonu i¢in yazabilmemiz igin, sifirlart z3, Zy,..., Zp,...
sayilar1 olan bir tane tam fonksiyonu insa etmek gereklidir. Boyle fonksiyonu her

zaman insa etmenin miimkiin oldugunu ispatlayalim.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 6.2. Her biri sifirdan farkli olan, modiillerinin azalmayan sirasiyla dizilmis,
(‘ZK ‘S‘ Zy +1‘) , © noktasima yakinsak olan modiillerinin keyfi zi, zy,..., zp...
sayilarinin {z,} dizisi verildiginde sifirlar1 bu {z,} sayilar ile ¢akisan tam f(z)
fonksiyonu inga etmek olur.

Not. {z,} dizisinin bazi terimleri birbirinin yaninda yerlesmekle tekrarlanabilir,

mesela Zng+1 = Znge2 == Znj1a = a esitligi saglanirsa ve dizinin diger terimleri

a sayisindan farkli alinirsa, o zaman @ sayisi insa edilecek f(z) fonksiyonunun o

mertebeden tekrarlanan kokii olmasi gerekir.

Ispat. {k,!} dizisi negatif olmayan Syle sayisal tam sayilarin dizisi olsun ki,
o k,+1
R
D (6.2.7)
n=1 ‘ zn‘
serisi her bir R > 0 sayis1 i¢in yakinsak olsun.

Mesela, teoremin sartindaki 6zellige sahip keyfi {z,} dizisi verildiginde {k,} dizisi
olarak k.= [InNn] dizisi istenilen &zellige sahip olur. Burada [Inn] isareti Inn

sayisinin tam kismidir.
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kn=[Inn] gibi alindiginda keyfi R > 0 sayis1 igin (6.2.7) serisinin yakinsak oldugunu
gosterelim.
‘ Z, ‘ dizisi N — oo sartinda +oo a yakinsak oldugundan dyle Ny sayis1 bulunur ki,

n > Ny esitsizligini saglayan keyfi n sayis1 i¢in,

H>e2
R

esitsizligi saglanir.
Bu sonuncu esitsizligin her yanindan k,+; mertebeden kuvvet alarak

Ko +1
(@j >ez([lnn]+1)>e2lnn:n2
R

esitsizlikleri yazabiliriz. Buradan ise,

esitsizligi bulunur.

Bulunmus bu sonuncu esitsizlige dayanarak mukayese teoremine esasen (6.2.7)

serisinin K, = [In n] halinde keyfi R >0 i¢in yakinsak oldugu goriiliir.

Ama ayr1 ayr1 hallerde k, sayilar1 olarak bir tane say1 da secilebilir. Mesela, Zn‘ =N
oldugunda k, = 1 almak yeterlidir. Ama | Z,|=n? oldugunda ise ky=0, n=12,..
almak yeterli olur.

{z,} dizisi i¢in gosterilen 6zellikli {kn} dizisi segildiginde sifirlart {z,} sayilar1 olan

f(z) tam fonksiyonu

0 L
(a2 Jor oo
YA

n=1 n
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sonsuz carpim seklinde gosterilir. Ozel durumda {z,} dizisi i¢in k, = O seklinde
secilirse, 0 zaman uygun isler sifir alinir, yani f(z) fonksiyonu i¢in sonsuz ¢arpim

ac¢ilimi bu halde

n=1
sekilde yazilir. Keyfi pozitif R sayisi alalim. N sayist ‘ Zy +1‘ > 2R esitsizligini

saglayan ilk (birinci) numara olsun. O zaman her bir n > N numarasi i¢in ‘ Zn‘ > 2R
esitsizligi saglanir.

n > N sayilari i¢in asagidaki esitligi yazalim.

n 7 i+...+ 7 N
H(l—z—Jezm ot =TT . (6.2.8)

m=1 m

Bu esitligin sag yanindaki birinci ¢arpim ‘ Z ‘ < 2R dairesinde sonlu sayida z1, Z,...,
zy stfirlar1 olan tam fonksiyondur.
(6.2.8) esitligindeki ikinci ¢arpimi asagidaki sekilde yazalim.

gDt i)

m=N+1 m=N-+1

oo $ [ 252

m=N-+1 k=1 KZ

|Z| <R ve m>N+1Licin | Z,, |>2r oldugundan,

esitsizligi dogrudur. Buna gore de,
2z~
fi-2)- 2
k=1
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acilimindan istifade ederek asagidaki degerlendirmeyi yapalim.

Km k o0 k 0 k ©
nf1- 2]+ 2 2| 3 2| 2 o 7
n[ Zm]—l_kzzllkzk :%:ﬂ kz Z Z

m k ri; k=kp+1 k‘ Z, ‘k B k=kp+1 ‘ Zn ‘k B

‘ k

ka+1 00 Rk B ka+1 1 2 ka+1
< Ky+1"’

s ‘Zm‘k _‘Z km+:|_.1_i ‘Zm

|z

‘km+l

| Zn "

|
(m>N)

Boylece, sonugta m > N igin,

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten,

i In(l—zi

m=N+1 m

Ky _k
Z

+ E —_— 6.2.9

] k=1 kzy ( :

m

Km+1
= R
serisinin mutlak degerinin Z(—J serisi ile mukayesesinden (6.2.9)

m=1 ‘Zm‘

serisinin ‘ Z ‘ < R dairesinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu alinr.

Buna gore de (8) esitliginin her yanindan N —> 00 sartinda limit alirsak buluruz:

. z 2K T Z ) Ak
lim H(l__j ek—lkZm :H(l__jek_lkzm _
= m=1 Zm m=1 Zm
(6.2.10)

km ZK

N i
= H(l_ijekz:lkzr';] 'ewR(Z)
Zm

m=1

(6.2.10) sonsuz g¢arpimi ile ifade olunan fonksiyon ‘Z‘< R dairesinde analitik

fonksiyondur.
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Dikkate alalim ki, (6.2.9) serisi ‘Z ‘ < R dairesinde mutlak ve diizgiin yakinsak

oldugundan,

m=N+1 m m

0 km k
yA YA
werl(Z)= Inf1—-— |+ — (6.2.11)
@)=Y { e
serisinin toplam1 Wg(z) fonksiyonu ‘Z‘< R dairesinde analitik ve bir degerli

fonksiyondur.

Burada R >0 sayisi keyfi alindigindan,

o0 4
Z e K
H(l_ _Jek—l kzp
n=1 Zn

sonsuz c¢arpiminin tiim kompleks diizlemde yakinsak oldugunu ve bu ¢arpimin tiim
kompleks diizlemde analitik olan bir fonksiyona yakinsak oldugu alinir. Boylece,

sifirlar1 {z,} sayilar1 olan f(z) fonksiyonu asagidaki sekilde insa edilmis olur.

kn  ZK

(o] z —_
z Sk zk
f(z):l_[(l——}ek L (6.2.12)
k=1 Z
stfirlart modiillerinin azalmayan sirasiyla numaralanmis ve z,# 0 sartin1 saglayan,
00,...0, 7,Z,,...2,..., limz = (6.2.13)
— N—o0

1%

sayilar sifirlart olan F(z) fonksiyonu analojik olarak, ispat olunmus teoreme esasen,

seklinde insa edilebilir.

Sonug da sifirlart (6.2.13) sayilar1 olan tam f(z) fonksiyonu genel olarak asagidaki

sekilde gosterildigi bulunur:
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kn K
f(Z):eg(Z)ZUH(l_iJ eé@
n=1 Zn

burada g(z) bir tam fonksiyondur (bu fonksiyon sifira da esit olabilir). Bu ise

Weierstrass formuiliidiir.

Ornek 3. z, = n? oldugunda K, = 0 alabiliriz. Buna gore de kokleri z, = n? olan tam

fonksiyon

olur.
Eger zy=nolursa, K,=1 aliriz. Bu halde kokleri z, = n olan tam fonksiyon,
© 7 z
f (z):H(l_jen
n=1 n
almabilir.

Ornek 4.

o) 2
) Z
S|nz=z| I(l— 5
n=1

nr

|

aciliminda z yerine Jz alsak,

acgilimini buluruz.
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SONUC

Bu tezde Tam Fonksiyonlarin tanimi verildi ve 6zellikleri gosterildi. Wiener-Paley

Teoremi ele alindi ve ispatlandi. Tam Fonksiyonlarin Artma Hizina Gore

Siniflandirilmasi verildi.
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