
 

 

T.C. 

BOZOK ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 

BOOLE YAKIN HALKALAR VE BOOLE İDEALLER 

 

 

Melek TAŞ 

 

 

Tez Danışmanı 

Yrd. Doç. Dr. Funda TAŞDEMİR 

 

 

 

 

Yozgat 2016 

 



 

 

 

 

  



 

 

T.C. 

BOZOK ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 
 

 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 

BOOLE YAKIN HALKALAR VE BOOLE İDEALLER 

 

 

Melek TAŞ 

 

 

Tez Danışmanı 

Yrd. Doç. Dr. Funda TAŞDEMİR 

 

 

 

 

Yozgat 2016 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

İÇİNDEKİLER 

    Sayfa 

ÖZET ....................................................................................................................  iii 

ABSTRACT .........................................................................................................  iv 

TEŞEKKÜR ........................................................................................................   v 

KISALTMALAR VE SEMBOLLER LİSTESİ ............................................... vi 

1. GİRİŞ ...............................................................................................................   1 

2. TEMEL BİLGİLER .......................................................................................   3 

2.1. Yakın Halkalar ..........................................................................................   3 

2.2. Yakın Halka Modülleri (R-Gruplar) ..........................................................   6 

2.3. Yakın Halkaların Alt Yapıları ...................................................................   8 

2.4. Yakın Halkaların Asal Ġdealleri .................................................................   9 

3. BOOLE HALKALAR .................................................................................... 13 

3.1. Halka ......................................................................................................... 13 

3.2. Boole Halka ............................................................................................... 13 

4. YAKIN HALKALARDA BOOLE YAPILAR ............................................. 18 

4.1. Boole Yakın Halkalar ................................................................................ 18 

4.2. Boole Ġdealler ............................................................................................ 20 

4.3. Boole Halkadan Boole Yakın Halka Elde Etme Metodu .......................... 24 

SONUÇ ................................................................................................................. 29 

KAYNAKLAR .................................................................................................... 30 

ÖZGEÇMİŞ ......................................................................................................... 32



 

iii 
 

BOOLE YAKIN HALKALAR VE BOOLE İDEALLER 

 

 

      Melek TAŞ 

 

 

Bozok Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

 

  2016; Sayfa: 32 

 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Funda TAŞDEMİR 

 

ÖZET 

Bu tez çalıĢması dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde, çalıĢmayla ilgili literatür 

bilgisi verilmiĢtir. Yakın halkalar ve Boole halkalar ile ilgili temel bilgiler detaylı olarak 

sırasıyla ikinci ve üçüncü bölümde verilmiĢtir. Orijinal bir çalıĢmadan oluĢan dördüncü 

bölümde ise Boole yakın halka kavramı yakın halkaların ideallerine geniĢletilerek ilk kez 

Boole ideal kavramı tanımlanmıĢtır. Elde edilen yeni tanımla birlikte Boole idealler ile 

mevcut olan diğer yapılar arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir. Her Boole idealin aynı zamanda 

bir IFP ideal olduğu ancak tersinin doğru olmadığı ispatlanmıĢtır. Yakın halkalardaki asal 

idealler ile Boole idealler arasında bazı iliĢkiler elde edilmiĢtir. Yine, Boole yakın halkaların 

sıfırlayan idealerinin de Boole ideal olduğu ispatlanmıĢtır. Ayrıca, kendisi Boole olmadığı 

halde Boole ideale sahip çeĢitli yakın halkalar örnek olarak incelenmiĢtir. Son olarak, verilen 

bir Boole halkadan Boole yakın halka elde etme yöntemi ile bir Boole yakın halka elde 

edilmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: Yakın halka, Boole halka, Boole yakın halka, Boole ideal, IFP ideal.
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ABSTRACT 

This thesis consists of four sections. In the first section, the literature knowledge about the 

study has been given. Basic knowledges about the near rings and Boolean rings have been  

given detailed in the second and thirth section, respectively. In the fourth section, which 

consists of an original study, the concept of Boolean near ring extended to ideals of near-

rings, called Boolean ideals. With the obtained new concept the relationships between 

Boolean ideals and the other concepts in the literature have been examined. It has been  

proved that a Boolean ideal is also an IFP ideal but the converse is not true. Some 

relationships between prime ideals and Boolean ideals in near-rings have been obtained. 

Also, it has been proved that annihilator ideals of Boolean near-rings are also Boolean ideals. 

Moreover it has been examined but that some examples to illustrate some near rings, which 

is not a Boolean near-ring, have Boolean ideals. Finally, a Boolean near ring has been 

obtained from a given Boolean ring through the method of obtaining a Boolean near ring. 

Keywords: Near ring, Boolean ring, Boolean near ring, Boolean ideal, IFP ideal.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LİSTESİ 

                   :      kümesinin tümleyeni 

                   :  Halka 

                 :  Araya çarpan alma özelliği 

             :  Halkanın karakteristiği 

                 :  Sol iç dağılmalı 

                 :  Sağ iç dağılmalı 

                    :  Yakın halka 

                   :    yakın halkasının sıfır simetrik kısmı 

                   :    yakın halkasının sabit kısmı 

 
 ⁄               :  Bölüm yakın halkası 

                 :   ‟den  ‟ye tüm fonksiyonların kümesi 

                :      ‟de sıfırı koruyan tüm fonksiyonların kümesi 

                :      ‟de tüm sabit fonksiyonların kümesi 

                :   ‟ nin sıfırlayanı          

                  :   ‟nin sıfır elemanı 



 

 
 

1. GİRİŞ 

GenelleĢtirilmiĢ halkalar olan yakın halkalara ilk adım, 1905 senesinde Dickson 

tarafından atılmıĢtır. Dickson [1], günümüzde yakın cisim adı verilen dağılma 

özelliğinin tek taraflı sağlandığı cisimlerin varlığını kanıtlamıĢtır. 

Yakın halkalar, ilk iĢlemin değiĢmeli olması gerekmediği ve ikinci iĢlemin ilk iĢlem 

üzerine dağılma yönünün tek yönlü olduğu bir yapıdır [2]. Bu iki özellikten dolayı 

halkalarda bilinen çoğu kavram yakın halkalarda farklılık göstermiĢtir. Özellikle, 

halkalarda tanımlanan tek bir asallık türü mevcutken yakın halkalarda asallık ile ilgili 

çok fazla tanım mevcuttur. Bu konuda ilk olarak Van der Walt [3], Laxton [4], 

Ramakotaiah [5], Beidleman [6], Holcombe [7] ve Ramakotaiah ve Rao [8] 

tarafından çalıĢmalar yapılmıĢtır. Daha sonra, Booth ve diğ. [9] yeni bir asallık türü 

olan e-asallık, Reddy ve Murty [10] ise c-asallık kavramını tanımlamıĢtır. 

Asal idealler arasındaki iliĢkiler birçok yakın halka çalıĢan için büyük bir araĢtırma 

konusu olmuĢ ve halen de olmaktadır [11-18]. Son zamanlarda yakın halkalardaki 

asallık kavramının yakın halkaların modüllerine aktarılması ile literatüre farklı asal 

ideal tanımları girmiĢtir [19-20]. 

Halka teorisinde de önemli bir rol oynayan Boole halkalar yakın halkalarda da aynı 

rolü sürdürmektedir. Boole halkalar, tüm elemanları idempotent olan halkalardır 

[21]. Boole halkalar tanımı gereğince, kullanıĢlı sonuçların ortaya çıkmasına yol 

açmıĢtır. Bunlar, Boole halkaların değiĢmeli olması, ilk iĢleme göre her elemanın 

tersinin kendisine eĢit olması, alt halkalarının ve homomorfik görüntülerinin de 

Boole olması, asal ideallerinin aynı zamanda maksimal ideal olması gibi pek çok 

kullanıĢlı özelliklerdir. 

Halkalardaki Boole olma özelliği yakın halkalara aktarılarak Boole yakın halkalar 

tanımlanmıĢtır [2]. Ancak, yakın halkanın tanımından dolayı, Boole yakın halkalarda 

Boole halkalarda  karĢılaĢtığımız bazı sonuçlara ulaĢamayız. En temel olarak, Boole 

halkalar değiĢmeli özelliğini sağlıyorken Boole yakın halkalarda bu durum söz 

konusu değildir. Ancak Boole yakın halkalar sağ değiĢmeli yakın halkalardır [22]. 
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Clay ve Lawyer [23], birimli bir Boole halkadan Boole yakın halka elde etmenin 

yolunu göstermiĢ bu yolla elde edilen yakın halkalara özel yakın halkalar adını 

vermiĢtir. Ayrıca bu yakın halkalar sağ değiĢmeli yakın halkalardır. 

Halkalardaki pek çok kavramın yakın halkalara geniĢletilmesi ve elde edilen farklı 

sonuçlar nedeniyle Boole yakın halka yapısının da ideallere geniĢletilmesi merak 

konusu olmuĢtur. Bu nedenle, bu tezde, Boole yakın halka kavramı ideal yapısına 

geniĢletilerek ilk kez  Boole ideal tanımlanmıĢtır. Bu tanımla, Boole yakın halkaların 

tüm ideallerinin Boole ideal olduğu açıktır. Ayrıca, kendisi Boole olmadığı halde 

ideali Boole olabilen yakın halkaların olduğu örneklerle gösterilmiĢtir. Yine, Boole 

ideallerin, literatürde önemli bir yer tutan IFP idealler ve asal idealler ile iliĢkisi 

incelenmiĢtir. Üstelik, Boole yakın halkaların sıfırlayan ideallerinin de Boole ideal 

olduğu ispatlanmıĢtır. Son olarak, Clay ve Lawyer [23] tarafından verilen yakın 

halka elde etme metodu sağ yakın halkalara uygulanarak birimli bir Boole halkadan 

Boole yakın halka elde edilmiĢtir. 

  



 

 
 

2. TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, temel bilgi niteliğinde olan ve tezin diğer bölümlerinde ortak olarak 

kullanılan yapılar verilecektir. Yakın halka teorisi çalıĢan matematikçiler için temel 

kaynak olarak kullanılan ilk baskısı 1977 ve yeni baskısı 1983 yılı olan Günter Pilz‟e 

ait „Near-rings‟ [2] bu bölüm için temel kaynak olarak alınmıĢtır. 

2.1. Yakın Halkalar 

GenelleĢtirilmiĢ halkalar olan yakın halkalara ilk adım 1905 senesinde Dickson 

tarafından atılmıĢtır. Dickson, tek taraflı dağılma özelliğine sahip olan cisimlerin 

varlığını kanıtlamıĢtır. Günümüzde bu cisimler yakın cisim olarak 

adlandırılmaktadır. 

Yakın halkalar, halkalardan farklı olarak, ilk iĢleme göre değiĢmeli olması 

gerekmeyen ve tek taraflı dağılma özelliğinin sağlandığı, genelleĢtirilmiĢ halkalardır. 

Yakın halkalar aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır.  

Tanım 2.1.1. ([2]) BoĢtan farklı bir   cümlesi üzerinde iki ikili iĢlem “+” ve “.”  

olsun. Eğer, 

a)       değiĢmeli olması gerekmeyen bir grup, 

b)       bir yarı grup, 

c)          için aĢağıdaki iki dağılma özelliğinden en az birisi sağlanıyor ise  

       i)                     veya    ii)  a               

        üçlüsüne bir yakın halka denir. 

Eğer (a), (b) ve (i) Ģartı sağlanıyorsa,  ‟ye bir sağ yakın halka, (a), (b) ve (ii) Ģartı 

sağlanıyorsa,  ‟ye bir sol yakın halka denir. Yani, dağılma özelliğinin yönü, yakın 

halkanın sağ yakın halka ya da sol yakın halka olarak adlandırılmasını belirler. 



 

4 
 

Bu tez çalıĢmasında kullanılan her yakın halka terimi sağ yakın halkayı ifade 

edecektir. Bulunan sonuçlar sol yakın halkalar için de benzer Ģekilde sağlanmaktadır. 

Örnek 2.1.2.        herhangi bir grup olsun.  

     {      |               } 

ile tanımlanan cümle, fonksiyonlarda toplama ve bileĢke iĢlemleri altında bir yakın 

halkadır.  

Örnek 2.1.3.       herhangi bir grup ve “  ” bu grubun etkisiz elemanı olmak 

üzere fonksiyonlarda toplama ve bileĢke iĢlemleri altında aĢağıdakiler birer yakın 

halkadır.  

a)       {      |             

b)       {      |          

Örnek 2.1.4.       bir grup ve bu grup üzerinde ikinci iĢlem,        için; 

   {
     
     

 

ile verilsin. Bu durumda,   bir yakın halka olur. Bu yakın halka literatürde aşikar 

yakın halka olarak adlandırılır. 

Örnek 2.1.5. Her grup için bir yakın halka elde edilebilir. Gerçekten,       grubu 

üzerinde ikinci iĢlem,        için,  

      

ile tanımlanırsa,         bir yakın halkadır.  

Özellikler 2.1.6. ([2])   bir yakın halka olsun. Bu durumda aĢağıdaki özellikler 

vardır.  

a)       için,      ‟dır. 

b)        için,           ‟dir. 
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İspat: a)       için, sağdan dağılma özelliğinden,  

                

ve buradan      bulunur.  

b)        için, sağdan dağılma özelliği ve (a) kullanılarak,  

                            

elde edilir.  

Tanım 2.1.7. ([2])   bir yakın halka olsun.  

a)    {   |      cümlesine   yakın halkasının sıfır-simetrik kısmı, 

b)     {    |       {    |                   cümlesine  yakın halkasının 

sabit kısmı denir. 

  ve   birer yakın halka olup,      ise   yakın halkasına sıfır-simetrik yakın 

halka ve      ise   yakın halkasına sabit yakın halka denir. 

Örnek 2.1.8. ([2])                  ve                 dir. Gerçekten, 

         {      |    } 

                    {       |       } 

                                                                       

ve 

         {      |    } 

               {      |       } 
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2.2. Yakın Halka Modülleri (R-gruplar) 

Halkalarda modül kavramının, yakın halkalara aktarılmasıyla oluĢan  -grup kavramı 

aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

Tanım 2.2.1. ([2])       bir grup ve   bir yakın halka olsun. 

         

                  

olsun. Eğer        ve      için; 

             

ve 

            

Ģartları sağlanıyorsa       ikilisine bir  -grup yani   üzerinde yakın modül denir. 

Kısaca    ile gösterilir. Eğer  , birimi 1 olan birimli bir yakın halka ise,      

için, 

     

Ģartını sağlayan    -grubuna, üniter  -grup denir. 

Örnek 2.2.2. a)   bir yakın halka olsun. 

         

                  

altında       bir   -gruptur. Bu  -grup kısaca    ile gösterilir. 

b)   bir grup olsun. Bu durumda,               

                                   

altında,   bir     -gruptur. Gerçekten,               ve       için, 
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ve 

                    (     )          

sağlanır. 

 -grup kavramıyla ilgili bazı temel özellikler aĢağıdadır. 

Özellikler 2.2.3.   bir yakın halka ve   bir  -grup olsun. Bu durumda, 

a)      için       , 

b)      ve      için          , 

c)       için       , 

d)      ve       için       ‟dır. 

İspat: a)      için, 

                

ve dolayısıyla       dır. 

b)      ve       için, 

                             

dir. 

c)       için, 

                         

dır. 

d)      ve       için, 
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elde edilir. 

2.3. Yakın halkaların Alt Yapıları 

Tanım 2.3.1. ([2])   bir yakın halka ve      ,      ‟nin bir alt grubu olsun. Eğer, 

         için        sağlanıyorsa,  ‟ye  ‟nin bir alt yakın halkası denir. 

Örnek 2.3.2.    ve   ,   yakın halkasının alt yakın halkalarıdır. Gerçekten, 

        için, 

                   

yani,             ‟nin bir alt grubudur.         için, 

                 

dır. Buradan,           olur. ġimdi,         için, 

                 

yani,         olur. Bu ise,        grubunun      ‟nin bir alt grubu olduğunu 

gösterir.         için, 

               

dir. Böylece,           elde edilir. 

Tanım 2.3.3.    bir yakın halka ve   bir  -grup olsun.  ‟nin  

     

Ģartını sağlayan bir   alt grubuna  ‟nin bir  -alt grubu denir ve       ile gösterilir. 

Tanım 2.3.4.     bir yakın halka, G bir  -grup, A ve B  G‟nin  herhangi iki alt 

cümlesi olsun. Bu durumda,  

      {    |         
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ile verilir.  

2.4. Yakın Halkaların Asal İdealleri 

Tanım 2.4.1. ([2])   bir yakın halka ve  ,  ‟nin bir normal alt grubu olsun. Bu 

durumda, eğer, 

a)       

b)        ve       için,              

Ģartları sağlanıyorsa,  ‟ya   yakın halkasının bir ideali denir ve     ile gösterilir. 

Eğer, sadece a) Ģartı sağlanıyorsa  ,  ‟nin bir sağ ideali, sadece b) Ģartı sağlanıyorsa 

 ,  ‟nin bir sol ideali adını alır ve sırasıyla      ve        ile gösterilir. 

Tanım 2.4.2. ([11])         bir yakın halka olsun.   

a)          için         ise  ‟ye sağ değişmeli, 

b)          için         ise  ‟ye sol değişmeli, 

c)            için            ise  ‟ye medial yakın halka denir. 

Birkenmeier ve Heatherly [11] bu özdeĢliklere “Üç ÖzdeĢlikler” adını vermiĢ ve bu 

üç özdeĢliği sağlayan yakın halkalar teorisini geliĢtirmiĢlerdir. Yakın halka 

literatürünün incelenmesi sonucunda bu özdeĢliklerden birini sağlayan birçok yakın 

halkanın olduğu görülmüĢtür. Pilz [2] yakın halkalarda sağ değiĢmelilik için “zayıf 

değiĢmeli” kavramını kullanmıĢtır. Hem sağ hem de sol değiĢmeli olan yakın 

halkalara değiĢmeli yakın halkalar denir. 

Tanım 2.4.3. ([12])         bir yakın halka olsun.  

a)          için          ise   yakın halkasına sağ iç dağılmalı (RSD), 

b)          için          ise   yakın halkasına sol iç dağılmalı (LSD) 

yakın halka denir. 
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Örnek 2.4.4.       Klein-4-grubu üzerinde çarpma iĢlemi aĢağıdaki tablo ile verilen 

        sağ değiĢmeli bir yakın halkadır. 

 

 

 

 

 

Örnek 2.4.5. ([2])   {                üzerinde toplama ve çarpma iĢlemleri 

aĢağıdaki tablolar ile verilen bir yakın halkadır. 

 

 

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1 2 3 0 5 6 7 4 

2 2 3 0 1 6 7 4 5 

3 3 0 1 2 7 4 5 6 

4 4 7 6 5 0 3 2 1 

5 5 4 7 6 1 0 3 2 

6 6 5 4 7 2 1 0 3 

7 7 6 5 4 3 2 1 0 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 

2 0 2 0 2 0 0 0 0 

3 0 3 2 1 4 5 6 7 

4 0 4 2 6 4 0 6 2 

5 0 5 0 5 0 5 0 5 

6 0 6 2 4 4 0 6 2 

7 0 7 0 7 0 5 0 5 
 

 

       yakın halkası sol değiĢmeli ve LSD yakın halka değildir.   {         

 ‟nin bir alt yakın halkası olmak üzere    sol değiĢmeli ve LSD yakın halkadır. 

Tanım 2.4.6. ([7,9,13])   bir yakın halka ve     olmak üzere; 

a)        için      iken     veya     ise P ‟ye 0-asal, 

b)         için      iken     veya     ise P ‟ye 1-asal,  

c)         için      iken     veya     ise P ‟ye 2-asal,  

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 a a a 

b 0 b b b 

c 0 c c c 
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d)       için       iken     veya     ise P ‟ye 3-asal,  

e)       için      iken     veya     ise P ‟ye c-(tam) asal,  

f)         için           olacak Ģekildeki      için      veya 

        ise P ‟ye e-asal ideal denir. 

Tanım 2.4.7. Eğer   yakın halkasının sıfır ideali v  = 0,1,2,3,c,e olmak üzere v -asal 

ideal ise,   yakın halkasına bir v -asal yakın halka denir [14]. 

     ve v  = 0,1,2,3,c,e için P ’nin v -asal ideal olması için gerek ve yeter Ģart 

  ⁄ ‟nin bir v -asal yakın halka olmasıdır. 

Yakın halkalar üzerinde e-asallık 3-asallığı, 3-asallık 2-asallığı, 1-asallık 0-asallığı, 

ve yakın halka sıfır-simetrik ise 2-asallık 1-asallığı gerektirir. Bunların tersleri, yakın 

halka sıfır-simetrik olsa dahi genelde doğru değildir. 

Asal ideallere benzer olarak yarı asal idealler de aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır. 

Tanım 2.4.8. ([7,9,13])   bir yakın halka ve     olmak üzere; 

a)      için      iken     ise P ‟ye 0-yarı-asal ideal, 

b)       için      iken     ise P ‟ye 1-yarı-asal ideal,  

c)       için      iken     ise P ‟ye 2-yarı-asal ideal,  

d)      için       iken     ise P ‟ye 3-yarı-asal ideal,  

e)      için      iken     ise P ‟ye c-yarı asal ideal denir. 

Tanım 2.4.9. ([3])   bir yakın halka olsun. Eğer  ‟nin sıfır ideali v =0,1,2,3,c olmak 

üzere v -yarı asal ideal ise,   yakın halkasına bir v -yarı asal yakın halka denir. 

     ve v  = 0,1,2,3,c olsun. Bu durumda P  v-yarı asaldır gerek ve yeter Ģart   ⁄  

bir v-yarı asal yakın halkadır. 

Önerme 2.4.10. ([2]) v  = 0,1,2,3,c için       v-asal olsun. Bu durumda P  v-yarı 

asaldır. 
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Önerme 2.4.11. ([14])   sıfır-simetrik bir yakın halka ve      olsun. Bu durumda, 

P  c-yarı-asal P  3-yarı-asal P  2-yarı-asal P  1-yarı-asal  P  0-yarı-asaldır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

3. BOOLE HALKALAR 

3.1. Halka 

Tanım 3.1.1. ([21]) BoĢtan farklı bir   cümlesi üzerinde iki ikili iĢlem “+” ve “.”  

olsun. Eğer, 

a)       değiĢmeli bir grup, 

b)       bir yarı-grup, 

c)          için aĢağıdaki iki dağılma özelliği de sağlanıyor ise  

i)                   ve    ii)                 

        üçlüsüne halka denir. 

Örnek 3.1.2.   bir halka olmak üzere       elemanları   halkasına ait olan bütün 

    karesel matrislerin kümesi olsun. O takdirde bu küme üzerinde toplama iĢlemi 

olarak matrislerin bilinen toplama iĢlemi ve çarpma iĢlemi olarak da bilinen matris 

çarpımını gözönüne alırsak o zaman            birimli fakat değiĢmeli olmayan 

bir halka teĢkil eder. Bu durumda,      ,      ,      ,       kümeleride birer 

halkadır. 

3.2. Boole Halka 

Tanım 3.2.1. ([21])   bir halka olsun.       için      ise  ‟ye bir Boole halka 

denir. Yani her elemanı idempotenttir. 

Örnek 3.2.2.   herhangi bir küme ve       ‟in kuvvet kümesi olsun. 

          için,          ve           ile tanımlanan            

birimli ve değiĢmeli bir Boole halkadır.  Gerçekten,             için, 
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ve simetrik fark iĢleminin birleĢme özelliğinden, 

                

dir.   birim elemandır ve her elemanın tersi kendisine eĢittir. Ayrıca simetrik fark 

iĢleminin değiĢme özelliğinden          abelyen bir gruptur.           nın bir yarı-

grup olduğu ve dağılma özellikleri ise kesiĢim ve fark iĢlemlerinin özelliklerinden 

açıktır. Böylece,              bir halkadır. Üstelik;      değiĢmeli ve birimi    olan 

birimli bir halkadır. Ayrıca,        için               olup 

             bir  Boole  halkadır. 

Önerme 3.2.3. ([21])    bir Boole halka olmak üzere     için,      ‟dır. 

İspat:    bir Boole halka olduğundan      için,     ‟dır. 

                       

                                                               

                                                   

                                       

Buradan, 

              

dır. 

Önerme 3.2.4. ([21])    bir Boole halka ise   değiĢmelidir.    

İspat:    bir Boole halka olmak üzere; 

       için,                         
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Buradan, 

          

bulunur. Ve  ayrıca, 

           

olur. 

Önerme 3.2.3‟den           ‟dir. Yani                olup değiĢme 

özelliği sağlanır. 

Not: Önerme 3.2.4.‟den Boole halkalar değiĢmeli olduğundan Boole halkasının her 

sağ (sol) ideali Boole  halkasının bir idealidir. 

Sonuç 3.2.5.    bir Boole halka olsun. Bu durumda          ‟dir. 

İspat:   bir Boole halka olduğundan Önerme 3.2.3‟den,        yani, 

           olup            bulunur. 

Önerme 3.2.6. Bir Boole halkasının bir alt halkası da Boole halkadır. Üstelik, Boole 

halkasının bir homomorfik görüntüsü de Boole‟dür. 

İspat:   bir Boole halka ve  , de     halkasının alt halkası olsun. Bu durumda, 

     için,     olduğundan   idempotenttir. Yani  , Boole halkadır. 

        bir halka epimorfizmi olsun. Bu durumda,      ise         için, 

       ‟dir. Buradan,  
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Yani  ‟nin her elemanı idempotenttir. Böylece;    Boole halkadır. 

Önerme 3.2.7.    bir Boole halka ve     olmak üzere    ⁄  ‟da bir Boole halkadır. 

İspat:    bir Boole halka olsun. Bu durumda    ⁄  de bir halkadır. Diğer taraftan,  

  bir Boole halka olduğundan      için,       ‟tir.         ⁄   için, 

                   

      

                                                                          

dir. Böylece;    ⁄   bir Boole halkadır. 

Önerme 3.2.8.     bir cisim olsun. Eğer;   Boole ise bu durumda      ‟dir. 

İspat:        olsun.       olduğundan,  

       

dır. Böylece, 

         

olup,   cisim olduğundan    aynı zamanda sıfır-bölensiz olacağından, ve ayrıca  

    olduğundan       bulunur. Buradan, 

  {        

dir. 

Önerme 3.2.9.   birimli bir Boole halka olsun. Bu durumda,    nin her asal ideali 

maksimaldir. 

İspat:  ,    halkasının bir asal ideali olsun.  ‟nin maksimal olduğunu göstermek 

için   ⁄ ‟nin cisim olduğunun gösterilmesi yeterlidir.  birimli bir Boole halka 

olduğundan, Önerme 3.2.4 ve Önerme 3.2.7‟den    ⁄ ‟ de birimli ve değiĢmeli bir 
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halkadır. Dolayısıyla    ⁄  ‟nin cisim olduğunu göstermek için yalnızca sıfırdan 

farklı her elemanının tersi olduğunu göstermek yeterlidir. 

          ⁄  olsun. Buradan     olup   Boole halka olduğundan, 

          

olup, buradan  

              

dir.      ve   asal ideal olduğundan 

      

bulunur. 

Buradan,  

         

dir. Sonuç olarak,   ⁄  {        yani    ⁄   cisimdir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

4. YAKIN HALKALARDA BOOLE YAPILAR 

4.1. Boole Yakın Halkalar 

Bu bölümde, halkalardaki pek çok kavramın yakın halkalara geniĢletildiği gibi Boole 

yakın halkalar da halka teoride önemli bir rol oynayan ideal yapısına geniĢletilmiĢtir. 

Bunun için öncelikle Boole yakın halkaları detaylı olarak verelim. 

Tanım 4.1.1. ([2])    bir yakın halka olsun.       için,         ise   ‟ye bir Boole 

yakın halka denir. 

Örnek 4.1.2. Örnek 3.2.2‟deki            halkası aynı zamanda birimli, değiĢmeli 

bir Boole yakın halkadır. 

Örnek 4.1.3. Örnek 2.4.4‟deki         bir Boole yakın halkadır. 

Örnek 4.1.4.        {               } kümesi fonksiyonlarda toplama ve 

bileĢke iĢlemleri ile bir Boole yakın halkadır.                           

Örnek 4.1.5. Her sabit yakın halka sağ değiĢmeli bir Boole yakın halkadır. 

Örnek 4.1.6. AĢikar her yakın halka bir Boole yakın halkadır. 

Önerme 4.1.7. Bir Boole yakın halkanın bir alt yakın halkası da Boole yakın 

halkadır. Üstelik; Boole yakın halkanın bir homomorfik görüntüsü de Boole‟dür. 

İspat:   bir Boole yakın halka ve  , de     yakın halkasının alt yakın halkası olsun. 

Bu durumda,      için,     olduğundan   idempotenttir. Yani  , Boole yakın 

halkadır.        bir yakın halka epimorfizmi olsun. Bu durumda,     ise  

      için,        ‟dir.  Buradan,                     
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Yani,  ‟nin her elemanı idempotent böylece;    Boole yakın halkadır. 

Teorem 4.1.8. ([23]) Her Boole yakın halka sağ değiĢmelidir. 

Not: Boole yakın halkalar sağ değiĢmelidir ancak değiĢmeli olmak zorunda değildir. 

AĢağıdaki örnek bunu gösterir. 

Örnek 4.1.9. Örnek 2.4.4. deki         yakın halkası sağ değiĢmeli Boole bir yakın 

halkadır. Ancak               olduğundan değiĢmeli değildir. 

Tanım 4.1.10. ([8])    bir yakın halka olsun.         için,      olması her 

       için        olmasını gerektiriyorsa    yakın halkasına araya çarpan alma 

özelliğini sağlıyor  veya kısaca     yakın halka denir. 

Eğer      ve    ⁄  bir     yakın halka ise bu durumda    ‟ye   ‟nin      ideali 

adı verilir [17]. 

Lemma 4.1.11. Her Boole yakın halka bir      yakın halkadır. 

İspat:    bir Boole yakın halka ve            için       olsun. Bu durumda 

Teorem 4.1.8‟den 

             

olur. Buradan    , bir      yakın halkadır. 

Teorem 4.1.12.    bir Boole yakın halka ve     olmak üzere    ⁄  de bir Boole 

yakın halkadır. 

İspat:     bir yakın halka olduğunda    ⁄ ‟nin de bir yakın halka olduğu açıktır. 

Diğer  taraftan, 

       ⁄   için, 

                                   

dir. 
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Buradan    ⁄   bir  Boole yakın halkadır. 

Boole yakın halkalar ideal yapısına geniĢletilerek Boole ideal tanımlanmıĢtır. 

4.2. Boole İdealler 

Tanım 4.2.1.    bir yakın halka ve     olsun. Eğer,   ⁄  bir Boole yakın halka 

ise  ‟ye   ‟nin bir Boole ideali denir. 

Önerme 4.2.2.    bir yakın halka ve     olsun.   , Boole idealdir gerek ve yeter 

Ģart      için,        dir. 

İspat: Boole idealin tanımından açık olarak görülür.  

Sonuç 4.2.3.    bir Boole yakın halkadır gerek ve yeter Ģart {      Boole idealdir. 

İspat: Boole idealin tanımından açık olarak görülür.  

Sonuç 4.2.4.   bir Boole yakın halkadır gerek ve yeter Ģart  ‟nin tüm idealleri Boole 

idealdir. 

İspat:   bir Boole yakın halka ve     olsun.         için       olduğundan 

          olup     bir Boole idealdir. Tersi ise açıktır. 

Sonuç 4.2.5.    bir sabit yakın halka olmak üzere,      ise ,    Boole idealdir. 

İspat:    bir sabit yakın halka ve      ise,           olup          

 dir. Böylece,    Boole idealdir. 

AĢağıdaki verilen örneklerde, kendisi  Boole olmadığı halde Boole ideale sahip yakın 

halkalar verilmiĢtir. 

Örnek 4.2.6. Örnek 2.4.5‟deki         yakın halkası Boole yakın halka değildir. 

Fakat  {            Boole  idealdir. 

Örnek 4.2.7. ([13])   {                 cümlesi aĢağıdaki tablolardaki toplama ve 

çarpma iĢlemleri ile verilen bir yakın halka olmak üzere, 
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+ 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1 2 3 0 5 6 7 4 

2 2 3 0 1 6 7 4 5 

3 3 0 1 2 7 4 5 6 

4 4 7 6 5 0 3 2 1 

5 5 4 7 6 1 0 3 2 

6 6 5 4 7 2 1 0 3 

7 7 6 5 4 3 2 1 0 

 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 1 0 

2 0 2 0 2 0 2 2 0 

3 0 3 0 3 0 3 3 0 

4 4 4 4 4 4 4 4 4 

5 4 5 4 5 4 5 5 4 

6 4 6 4 6 4 6 6 4 

7 4 7 4 7 4 7 7 4 

 

 

       Boole olmayan bir yakın halkadır. Ancak,   {          bir Boole 

idealdir. 

Örnek 4.2.8.        toplamsal grubu üzerinde aĢağıdaki tablo ile verilen çarpma 

iĢlemi altında          bir sağ değiĢmeli yakın halkadır. 

           olmak üzere 

 

 

 

 

 

 

. 0 1 2 3 4 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 3 1 5 3 1 5 

2 0 2 4 0 2 4 

3 3 3 3 3 3 3 

4 0 4 2 0 4 2 

5 3 5 1 3 5 1 
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  bir Boole yakın halka değildir.    {     ve    {        ‟nin iki ideali olmak 

üzere,    Boole ideal olmadığı halde    bir Boole idealdir. 

Örnek 4.2.9.   {          Klein-4 grubu olsun.   ‟deki çarpma iĢlemi aĢağıdaki 

gibi tanımlansın. 

 

 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır.  ‟nin idealleri {  , {    , {     ve   dir.  Bu 

durumda,    Boole değildir, ancak     {      Boole idealdir. 

Örnek 4.2.10.  ,    simetrik grubu  aĢağıdaki tablolar ile verilen toplama ve çarpma 

iĢlemleri altında  bir  yakın halka olsun [15]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Burada, 

   {                              

. 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 

2 0 0 0 0 

3   

00

0 

1

0 

1 1

0

0 

3 

+ 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5 

1 1 0 5 4 3 2 

2 2 4 0 5 1 3 

3 3 5 4 0 2 1 

4 4 2 3 1 5 0 

5 5 3 1 2 0 4 

. 0 1 2 3 4 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 

2 1 1 2 2 1 1 

3 1 1 3 3 1 1 

4 0 0 4 4 0 0 

5 0 0 5 5 0 0 
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dir.Ve  ayrıca, 

                                         

dir.  ‟nin idealleri {0,4,5}P   ve aĢikar ideallerdir.   bir Boole yakın halka değildir 

ancak  {0,4,5}P     ‟ nin  bir  Boole idealidir. 

AĢağıdaki önermeler ile yakın halkalarda Boole idealler ile       idealler arasındaki 

iliĢkiler incelenmiĢtir.  

Önerme 4.2.11.   bir yakın halka ve      olsun. Eğer  , Boole ideal ise 

      idealdir. 

İspat:     ‟nin bir Boole ideali ise bu durumda    ⁄  bir Boole yakın halkadır. 

Lemma 4.1.11‟den    ⁄      yakın halkadır.     ideal tanımından;    ⁄       yakın 

halka ise          idealdir. 

Önerme 4.2.11‟in tersi doğru değildir. Yani, her       ideal bir Boole ideal değildir. 

AĢağıdaki örnek bunu gösterir. 

Örnek 4.2.12. Örnek 4.2.9‟daki   yakın halkasının idealleri {  , {    , {     ve   

dir.   ‟nin {      ideali bir     idealidir ancak Boole ideal değildir. 

Sonuç 4.2.13.   bir Boole yakın halka ve     olsun. Bu durumda, 

  ,      idealdir. 

İspat:    bir Boole yakın halka ise Sonuç 4.2.4‟den tüm idealleri Boole idealdir. 

Önerme 4.2.11‟den tüm idealleri      „dir. 

Önerme 4.2.14.    bir yakın halka ve     olsun.  , Boole ideal ise aynı zamanda 

c-yarı asaldır. 

İspat:    için,      olsun.  , Boole ideal olduğundan        ‟dir. Bu 

durumda,       olduğundan       ‟dir. Sonuç olarak,    c-yarı asal idealdir. 

Sonuç 4.2.15.    bir yakın halka ve     olsun.   , Boole  ideal ise aynı zamanda 

3-yarı asaldır. 
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İspat:   Boole ideal ise Önerme 4.2.14‟den    c-yarı asal idealdir. Üstelik; Önerme 

2.4.11‟den     c-yarı asal ideal ise 3-yarı asal idealdir. 

Önerme 4.2.16.     bir Boole yakın halka olsun. Bu durumda,       için, 

       ‟nin bir Boole idealidir. 

İspat: Lemma 4.1.11‟den     bir Boole yakın halka ise  , bir       yakın halkadır. 

Üstelik;   bir     yakın halka ise       için         „dir [2]. Bu durumda, 

     ‟in  ‟nin bir Boole ideali olduğunu göstermek için,    , için 

            olduğu gösterilmelidir.   bir Boole yakın halka olduğundan  

       ‟dır. Bu durumda      için, 

           

olup 

           

bulunur. Böylece,        ‟nin bir Boole idealidir. 

Önerme 4.2.17.   , bir Boole yakın halka olsun.      ise,        ‟nin bir Boole 

idealidir. 

İspat: Lemma 4.1.11‟den   , bir Boole yakın halka ise  , aynı zamanda bir     

yakın halkadır. Üstelik,    bir     yakın halka ise      için         „dir [2]. 

    Boole yakın halka olduğundan       için,      olup         ‟dır. 

Böylece      için,  

           

yani 

             

dir. 
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4.3. Boole Halkadan Boole Yakın Halka Elde Etme Metodu 

Son olarak, bu bölümde, verilen bir Boole halkadan Boole yakın halka elde etme 

metodunu kullanarak bir Boole yakın halka elde edelim.  

        birimi “1” olan bir Boole halkası olsun.    iĢlemi         olmak üzere 

             

ile tanımlansın.      ise         için,    iĢlemi 

             

olarak tanımlandığında          sağ değiĢmeli bir Boole yakın halkadır. Üstelik; 

   ‟dır gerek ve yeter Ģart          bir Boole halkadır. 

Boole  halkalardan elde edilen bu yakın halkalara özel Boole yakın halkalar denir. 

Örnek 4.3.1.     olmak üzere        Örnek 4.1.2.‟deki            birimli ve 

değiĢmeli Boole halkası olmak üzere             bir sağ değiĢmeli Boole yakın 

halkadır. Gerçekten,        olmak üzere            için, 

             

ile tanımlanır. Burada, 

             

ve 

                           

dir. 

           ‟nin grup olduğu açıktır. 

             bir yarı gruptur. Gerçekten, 

             için, 
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dir.  Diğer  taraftan, 

          (       )        

                             (           ) 

                                    (             ) 

                             ((       )   ) 

                                                                                

                                                                            

olup           birleĢmelidir. 

                 için, 

                           

                             (       )             

                             (           )  (           ) 

                                 

 [(           )  (           )]

 [(           )  (           )] 

                           [(       )         ]  [(       )         ] 

                           [(       )          ]  [(       )          ] 

Diğer taraftan,  

                (       )   (       ) 
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                                                 (       ) 

         (             )  (             ) 

                  [              (           )]   

               [(           )  (           )] 

  [(       )          ]  [(       )          ] 

Buradan               bir yakın halkadır. Üstelik; 

                       

                                             

                             

   

olduğundan              bir Boole yakın halkadır. Diğer taraftan;          için, 

              

olacak Ģekilde        olmadığından birimli değildir. Ayrıca, 

             

                        

                                                                            

olup değiĢmeli de değildir ancak sağ değiĢmelidir. Gerçekten, 
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                   [         ] 

                       [           ] 

                                    (      (       )) 

                       (        )     

             (       ) 

           

       için, 

                 

olacağından (         ) bir Boole halka olduğu kolaylıkla görülür. 
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SONUÇ 

Bu tezde, Boole yakın halka kavramı ideal yapısına geniĢletilerek Boole ideal 

tanımlanmıĢtır. Bu tanımla, Boole yakın halkaların tüm ideallerinin Boole ideal 

olduğu açıktır. Ayrıca, kendisi Boole olmadığı halde ideali Boole olabilen yakın 

halkaların olduğu örneklerle gösterilmiĢtir.Yine, Boole ideallerin literatürde önemli 

bir yer tutan IFP idealler ve asal idealler ile iliĢkisi incelenmiĢtir. Üstelik; Boole 

yakın halkaların sıfırlayan ideallerinin de Boole ideal olduğu ispatlanmıĢtır. Son 

olarak, Clay ve Lawyer [23] tarafından verilen yakın halka elde etme metodu sağ 

yakın halkalara uygulanarak birimli bir Boole halkadan Boole yakın halka elde 

edilmiĢtir. 
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