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OZET

Bu ¢aligmada, varyasyon hesabinda ¢ok degiskenli fonksiyonlara bagl ekstremum problemi
ele alindiginda, bu fonksiyonelin kismi tiirevlere bagli oldugu Euler denklemleri kismi
tirevli diferansiyel denklem olur. Boyle kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
genellestirilmis ¢ozimi tanimlanmig ve ingaa yontemi verilmistir. Kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin genellestirilmig tiirev anlami ele alindi  ve tanimi incelendi. Sonra ise
Quadratik fonksiyonelin minimum problemi ele alindi. Ele aligimiz Quadratik fonksiyonelin
minimumunun varhginin ispatinda Puankare-Friedrichs esitsizligi kullanilmigtir. Bu
ekstremum probleminin eksremallarinin kismi tlirevli diferansiyel denklem olan Euler-
Ostragnaski denklemi i¢in smir deger probleminin genellestirilmis  ¢6ziimi oldugu

gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Quadratik fonksiyonelin minimum problemi, Euler-Ostragnaski

denklemi, Puankare-Friedrichs esitsizligi.
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ABSTRACT

In this study, the calculus of variations in the multivariate function extremum problem taken,
this is due to the partial derivative of the functional Euler equations become partial
differential equations. Such generalized solution of partial differential equations are given
difinitions were followed and construction methods. Discussed the meaning of partial
differential equations and eaminated generalized definition. Then the quadraic fonctional
minimum problems were discussed. Puankare-Friedrichs inequality is used to prove the
existence of which we will consider the minimum quadratic functional. This ekstremum
problem is shown as generalized solution for limit value problem of Euler-Ostragnaski

equation which is one of the extrameller’s partial derivative differential equation.

Keywords: Quadratik functional minimum problems , Euler-Ostragnaski equation,

Puankare-Friedrichs inequation.
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1.GIRIS

Varyasyon hesabinda c¢ok degiskenli fonksiyonlara bagli fonksiyonellerin
ekstremum problemini ele aldigimizda fonksiyonelin kismi tiirevlere bagl
oldugu goriiliir. Bu cesit fonksiyonellerin Euler denklemleri de kismi tiirevli
diferansiyel denklem olur. Varyasyon problemi ile bagli bulunmus kismi tiirevli
diferansiyel denklemin klasik ¢6ziimiiniin varlik sartlarini saglamadiginda, boyle
bir kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genellestirilmis ¢oziimil tanimlanir ve
ingaa edilir. Genellestirilmis ¢6ziimiin insaasinda genellestirilmis tiirev anlami ile
karsilasilir. Genellestirilmis tlirev matematige ilk kez S.L.Sobolev tarafindan
dahil edilmistir. Bu tezde genellestirilmis tiirev tanimlarin1 vermek amaciyla dnce
ortalama ve kesme fonksiyon anlamalarini ve finit fonksiyon tanimini ve bunlarin
bazi uygulamalarint verdik. Sonra bir ve c¢ok degiskenli fonksiyonlarin
genellestirilmis tiirev anlamini tanimladik. Genellestirilmis tiirev tanimini
kullanilarak genellestirilmis diferansiyel tanimland1 ve genellestirilmis
diferansiyel ifadesinin kullanilmasiyla kismi tiirevli lineer diferansiyel
denklemlerin genel ¢oziimii verildi. Daha sonra ise quadratik fonksiyonelin
minimum problemi ele alindi. Bu eksremum probleminin ekstremallarinin kismi
tirevli diferansiyel denklem olan Euler-Ostrogranskii denklemi i¢in sinir deger

problemlerinin genellestirilmis ¢6ziimii oldugu gosterildi.

Tezin 6n kisminda gereken 6n bilgiler verildi.



2.TEMEL BILGIiLER

2.1.Lineer Uzaylarin Tanimi
Taniml: x, y, z, ... elemanlarinin E kiimesinde iki iglem :

Her iki X,y€E elemanlarina uygun belli x+y€E elemani kars1 getirildiginde ve her
bir X€E elemanina ve her bir A saysina karsi tamamen belli A.XEE eleman kars1
getirildiginde ve bu islemler asagidaki aksiyomalari sagladiginda x+y elemanina
x ve y elemanlariin toplami , 1.x elemanina x elemaninin A sayisina ¢arpimi ve

E kiimesinde ise lineer uzay denir:

Her bir x,y,z€E ve her bir A,u sayilari igin:

1) x+y=y+x; simetriklik aksiyomu

2) xH(y+z)=(xty)+z; gruplastirma aksiyomu

3) oyle 0€E elemani bulunur ki, x+0=x esitligi saglanir;( sifir elemaninin varlig

aksiyomu)

4) Apx)=(A.1)-X

5) 1.x=x, 0.x=0; (soldaki 0’ skaler, sagdaki ise E kiimesinin sifir elemanidir)
6) A(X+y)=Ax+Ay

7) (A+u)X=AX+ ux

burada kullanilan A, p, ... sayilar reel sayilar alindiginda uygun lineer uzaya
reel lineer uzay , ama kompleks sayilar alindiginda ise uygun lineer uzaya

kompleks lineer uzay denir.

(-X)=(-1).x=-x alinir —x elemanina x elemaninin aksi elemani denir. 5) ve 7)

aksiyomlarindan

X+(-X)=1.x+(-1)x=(1-1)x=0.x=0

alinir.

x ve y elemanlarinin farki iglemi x-y=x+(-y) esitligi ile tanimlanir.

Lineer uzayda sifir elemaninin tek oldnsn kolaylikla gosterilebilir.



2.2. Lineer Uzaylara Ornekler

Ornekl. m sayida reel sayilardan siitun vektorler yapilmis oldugunu, yani

1 M1 (1
P 77'2 ¢

x= . Y= ,Z=|
$im Nm Cm

vektorlerinin  kiimesini ele alalim. §&;,¢,,...,§, saylarina x vektoriinlin

koordinatlar1 denir. Bu kiimede x+y topalm1 ve A.x ¢arpimi

$1+m 3 0
X+y= $2 ‘!‘772 Ax= A-Fz 0= O
$m + M A&m 0

situn vektorlerinin bu kiimesi bu islemlerle lineer uzay olusturur. Bu lineer uzay
R™ gibi gosterilir.

Ornek2. Derecesi k sayisin1 asmayan reel katsayili polinomlarin kiimesini Pk
gibi gosterelim. Boylece, x(t) = Xo+ X1t + X2.t? + ... + Xk.t* polinomu Xo, X1, ...,
Xk reel sayilar olduklarinda x(t) € Pk olur. Derecesi k sayisini agmayan x(t)
polinomunu reel A sayisina carptigimizda ve derecesi k sayisini agsmayan iki
polinomun toplami yine derecesi k sayisini agmayan polinom oldugundan Py

kiimesi lineer uzay olusturur.

Ornek3. [a,b] araliginda tamimlanmus siirekli fonksiyonlarin tiim miimkiin
kiimesini Cqp) ile gosterelim. x(t), y(t)€ Cpop) fonksiyonlarin toplami olan
X(t)+y(t) fonksiyonu da [a,b] araliginda siirekli olur. A reel skaler sayisi

oldugunda AX(t) € Cpqp) olur. Béylece Cjqp) lineer uzay olur.

Ornekd4. [a, b] araliginda k kez siirekli diferansiyellenebilen tiim fonksiyonlarin
kiimesini C'[I‘;_b] gibi gosterelim. x(t), y(t)€ C[’;'b] ve A reel skaler sayisi igin

AX(ME Cfpy Ve XM)+Y(HE Cff ) oldugundan Cf,; lineer uzay olur.



2.3.Lineer Uzaylarin izomorflugu

X ve X lineer uzaylarini ele alalim. Her bir x€ X elemanina kars1 belli bir ¥ € X
eleman1 kars1 getirildigini varsayalim. Baska bir deyisle tim X uzayinda
tamimlanmis degerleri X uzayinda olan X%=J(x) fonksiyonunun verildigini
varsayalim. %=J(x) doniisimii X uzaymi X uzayma karsilikli bir degerli
dontistiirdiigiinii varsayalim. Yani X¥=J(x) doniigiimiiniin asagidaki ozellikleri

sagladigini varsayalim:

1) J(Ax+uy)=A.J(X)+u.J(y);vx,yeX ve her bird ve u skaler sayilar1 i¢in saglansin;
2) J(x1)=J(x2) ise x1=x2 olsun;

3) Her bir ¥ € X icin dyle x€ X elemani bulunur ki , ¥=J(x) esitligi saglansin;

Bu 6zelligi saglayan J:X — X doniisiimii bulundugunda X ve X lineer uzaylarma

izomorf lineer uzaylar denir.

Ormegin derecesi m sayisini asmayan polinomlarin R™?! uzayina izomorftur.
Yy y Yy

Burada x(t)=Y7-,xxt* polinomunu aldigimizda
Xo

X
ICR o xith)=| 7

xm
dontisiimii lineer karsilikli bir degerli fonksiyon olur.
2.4. Normlu Uzaylarim Tanim

Tanmm2: Lineer E uzaymnin her bir XEE elemanina karsi bu elemanin normu
olarak isimlendirilen negatif olmayan ||x|| sayis1 kars1 getirilmis oldugunda ve bu
llx|| sayis1 asagidaki aksiyomlari sagladiginda, yani Vx,y € Eve A skaler

sayilar1 i¢in

1) lIxll=0;llxll =0 e x=0
2) Nlax|l = 1A1llxIl;

3) llx + yll < llxl+lyll;

aksiyomlar1 sagladiginda ele aldigimiz E lineer uzaymma normlu uzay denir.

Boylece elemanin normu yukaridaki aksiyomlar1 saglayan tiim lineer E uzayinda

4



tanimlanmis negatif olamayan degerler alan fonksiyoneldir. Burada 1)
aksiyomuna normun yozlagsmamak sarti, 2) aksiyomuna normun homojenlik
aksiyomu ve 3) aksiyomuna ise normun iiggen aksiyomu denir. 3) aksiyomu
ticgenin keyfi kenarmin uzunlugu diger iki kenar uzunluklarinin toplamini
asmadigr  anlamindadir. Burada sonug¢ olarak tiggenin keyfi bir kenarinin
uzunlugu diger iki kenarmin uzunluklarimin farkindan biiyiik olur. Bdylece,

kolaylikla Vx,y € E i¢in

Hlxll = llylll < flx =yl (2.1)

esitsizligi ispatlanir. (2.1) esitsizligine normun ters iicgen esitsizligi denir.
Normlu uzayda iki X, y € E noktalar1 arasindaki uzaklik

p(xy) =llx =yl (2.2)
formiilii ile tanimlanir.
Normlu uzaylarda asagidaki dnemli kiimeler tanimlanir:

Sr (xo)={x € E : |lx —xoll <7}
merkezi x, noktasinda yarig¢api r olan agik yuvar;

Sy (x0)={x EE : |lx —xoll <7}
merkezi x, noktasinda yarig¢api r olan kapali yuvar;

o (xo)= {x €E : |lx = xoll =7}

merkezi x, noktasinda yarigapt r olan kiire.
2.5. Normlu Uzaylarda Dizilerin Limiti

E normlu uzayinda x;, x5, ..., Xy, ... elemanlar dizisini ele alalim.

Tanmm3. x, € E elemanm1 i¢in n — oo sartinda 12, — x0ll = 0 sart1

saglandiginda
Xo € E elemanma {x,} dizisinin limiti denir.

Sy (%) acik yuvarina x, noktasinin r komsulugu denir.



Limitin agagidaki ozellikleri sagladig: kolaylikla ispatlanir:
1) x,= lim x, oldugunda x, noktasinin keyfi S, (x,) komsulugunda {x,}
n—oo

dizisinin sonlu sayida baslangic x4, x5, ...,xy elemanlarindan baska n>N igin

X, €8, (x0) olur,;

2) xo limiti tektir;

3) {x,} dizisinin keyfi alt dizisi de x, elemanina yakinsar;

4) A, — A, oldugunda n — oo sartinda A,,x,, — Ayx, olur;

5 {y.J<E ,y, €E ve 7gi_r)rgoyn =90, r{zr:oxn = X, i¢in n — oo sartinda
Yt Xn — Yot Xo olur;

6) Ters liggen esitsizliginin kullanilmasiyla n — o0 sartinda x, — X,

oldugunda ||x, || — |lxol| oldugu ispatlanir.

Tammm4. Mc E kiimesi i¢in dyle bir R>0 sayis1 bulunursa ki , her bir x € M

icin ||x|| < R oldugunda M kiimesine normlu E uzayinda sinirli kiime denir.
7) Her bir yakinsak dizi sinirlt dizidir.

Simdi normlu uzaylara 6rnekler gosterelim.

2.6. Siirekli Fonksiyonlarin Normlu C,, Uzayi

[a, b] araliginda siirekli olan tiim fonksiyonlarin lineer Cp,j,) uzaymda x(t) €

Clq,p) strekli fonksiyonunun normu
Ix[l=max [x(0)]

formiilii ile tanimlayalim. Normun 1) ve 2) aksiyomlarinin saglandig: asikardir.
Normun 3 aksiyomunun saglandigini gosterelim. Her bir t € [a, b] i¢in modiiliin

0zelligini kullanarak bulunur.
x(®) +yO] < [x(O] + [y = max|x(®)[+max|y(O)].

Boylece ,



lx(@) + y(@OI < [lx(Oll + Iy @)l

olur. Sol taraftan maksimum aldigimizda esitsizlik saglanacaktir. Sonugcta
llxx + yll < llxll + [yl

saglandig1 bulunur.

Bu normlu uzayda Cy, ) gibi gosterilir.

Clap) uzaymnda dizilerin normuna nazaran yakinsakligi diizgiin yakinsakliktir.
Gergekten de, {x,(t)} © C[qp dizisinin x4(t) € Ciqp)’ ye yakinsak oldugunu

varsayalim.

Yani n — o sartinda |[x — x,|| —0 olsun. Bu ise o demektir ki Ve > 0 i¢n

Oyle N sayis1 bulunur ki , her bir n>N i¢in
— <
tren[%]lxn(t) xo(D)| <&
esitsizligi saglanir.

Buradan da her bir t € [a,b] igin |x,(t) — xo(t)|<e esitsizligi bulunur.

Boylece, C[qp) uzayda norma gore yakinsaklik diizgiin yakinsakliktir.
2.7. Cf‘a,b] Normlu Uzay:

[a,b] araliginda k kez siirekli diferansiyellenen fonksiyonlarin lineer uzayinda

norm
vk i
X =)= max |x'(t
lcllr , =2i=o te[a’b]| ®|
formiilii ile tanimlanir. Burada x(®(t) sembolii x(t) fonksiyonunun (i) ninci
mertebeden tiirevidir.

Bu formiille tanimlanan norm, norm aksiyomlarini saglar. C ['El'b] uzayinda norma
gore yakmsaklk  [a,b] arlaginda X, (£), %7 ()., X5 (), oy x5 (E)

fonksiyonlarmnin dizisinin uygun olarak  x,(t), x(()D ®),...,x5(t), ..., x(()k) (t)

fonksiyonlaria diizglin yakinsakligidir.



28.L pla, b] Normlu Uzay:

Simdi burada [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin lineer uzayinda

normu

lxll,= ([ 1x@IPdt)? |, 1< p<oo

formiili ile tanimlayalim. Bu  formiildeki integral Riemann anlaminda
integraldir. Bu formiille tanimlanmis normun norm aksiyomlarmin 1) ve 2)

aksiyomlarini sagladigi agiktir:
Bu norm igin iiggen esitsizligi Minkowski esitsizligidir.
1 1 1
(1@ + yoPar ) < ([J1x@rde) +(fly@Pd)  (23)
p>1 i¢in Minkovski esitsizliginin ispat1 agagidaki Holder esitsizligine dayanir.
1

[x®.y@lde < ([ Ix@lPde)” . (J7 1y Pde)? (2.4)

Burada %+ =1, p=2 halinde (2) holder esitsizligi Cauchy Bunyakovski

Q|-

esitsizligi olur.

Tamim5. Lineer E uzayinda iki farkli ||.||; ve ||. ||, normlarinin tanimlanmig

oldugunu varsayalim. Oyle B >0 sayis1 bulunursa ki her bir X€E i¢in

lxll < Blixll, (2.5)

esitsizligi saglandiginda ||.|l; normu ||. ||, normuna tabidir denir.

Tanim6. flp [a, b] uzayindaki yakinsaklia ortalama yakisaklik denir.

Kolaylikla [|. ||, normunun ||. ||e[a , ormuna tabi oldugu gosterilir. Gergektende

1 1

lxll, = (£ 1x@IPdt)" < (b= a) - llxlle,,,,



Boylece ,
1
Ixll, < Bllxlle,,, « B=(b - a)?

Bu sonuncu esitsizlikten de diizgiin yakinsakliktan ortalama yakinsakligin

alindig1 goriiliir;
”xn - xO”p < ﬁ”xn - xO”C[a,b]
2.9. Normlu Uzaylarda Acik ve Kapah Kiimeler

E kiimesinin normlu uzay oldugunu varsayalim.

Tamm7. M kiimesi normlu E uzaymdan alinmig bir kiime olsun. M kiimesinden
alinmis her bir xy EM icin dyle >0 sayis1 bulunursa ki S, (xg) M

oldugunda M kiimesi normlu E uzayinda acik kiimedir denir.

@ bos kiimesi, E uzayinda agik kiime sayilir.

Normlu uzaylarda agik kiimeler asagidaki 6zellikleri saglar:

1) Sonlu sayida agik kiimelerin kesisimi de agik kiime olur;
2) Istenilen sayida acik kiimelerin birlesimi agik kiime olur;
3) Tim E uzayi agik kiimedir;

Normlu E uzayinda S, (x,) kiimesi agik kiimedir.

Tamim8. a €E noktasinin keyfi S, (a) komsulugunda M kiimesinde a -dan
farkli (@ # x) en azindan bir tane XEM noktas1 bulundugunda a noktasina M

kiimesinin limit noktasi denir.

Asagidaki teorem kolaylikla ispatlanir:

Teorem?2.1. a noktasinin M kiimesinin limit noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter
sart M kiimesinden a noktasina yakinsak olan {x,} cM, x, # a, n=123,

... dizisinin olmasidir.



Tanim9. M kiimesi tiim limit noktalarini i¢erdiginde M kiimesine kapali kiime

denir.

@ bos kiimesi her zaman kapali kiimedir. Kapali kiimeler asagidaki 6zellikleri
saglar:

1) Sonlu sayida kapali kiimelerin birlesimi kapalidir;

2) Istenilen sayida kapali kiimelerin kesisimi de kapali kiime olur;

3) Tiim E uzay1 kapali kiime olur.

Tanim10. McE kimesini ele alalim. M’ kiimesi M kiimesinin limit noktalarinin

kiimesi olsun. M =MuU M’ kiimesine M kiimesinin kapanisi denir.

Ornegin S, (x,) kiimesi S, (x,) kiimesinin kapamgidir.

2.10. Normlu Uzaylarda Normun Equivalentligi

Tamml1. Lineer E uzayinda ||x||™® ve ||x]|® normlarinin tanimlandigini
varsayalim. Oyle a@ > 0 ve S > 0 sayilari bulunursa ki , her bir X€E igin

allx|® < |lx|® < Bl (2.6)

esitsizligi saglandiginda bu normlar eguivalent normlar adlandirilir ve
[l ~ [l )

gibi gosterilir.

2.11.Normlu Uzaylarda Her Yerde Yogun Lineer Manifoldlar

Tanmm12. E normlu uzay L bu uzaydan alinmis lineer manifold oldugunu
varsayalim. Yani her bir x,y€EL ve A,u sayilart i¢in Ax + uy €L 6zelligini
saglayan kiime olsun. VXEE elemani ve Ve>0 sayisi i¢in Oyle u€L elemani
bulunursa ki |[x —ul||<e sarti saglandiginda L lineer manufoldu normlu E

uzayinda her yerde yogundur denir.
L lineer manifoldu E de her yerde yogun oldugunda L=E olur.

Ormegin Y7_, a,t® polinomlarinin lineer manifoldu Cla,p] Uzayinda her yerde

yogundur.
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2.12. Skaler Carpimh Uzaylar

Euclide uzayimin tanimi:

Tamm13. E reel lineer uzayiin her bir x ve y ¢iftine kars1 bir (x,y) sayis1 karsi
getirildiginde ve bu (x,y) sayisi asagida gosterilen aksiyomlart sagladiginda bu
(x,y) sayisina Xx,yEE elemanlarinin skaler ¢carpimi olarak adlandirilir ve E lineer

uzayinda skaler carpimli uzay olur:

1) (xX)=0, (x,x)=0 & x=0;
2) (xy)=(y.x);

3) (Ax,¥)=Axy);

4) (x+y,2)=(x,2)*+(y.2) ;

Reel lineer E uzayinda bu 6zellikleri saglayan skaler carpim tanimlandiginda

lineer E uzayma Euclide uzay denir.

Her bir Euclide uzayinda

lIxll = v/ (x, %) (2.7)

formiilii ile norm tanimlanir.
Uniter uzaylarin tanimi:

Tamim14. Kompleks lineer U uzaymnin her bir x,y ciftine karst bu elemanlarin
skaler ¢arpimi olarak adlandirilan kompleks (x,y) sayist karsilik getirildiginde

ve bu skaler carpim asagidaki aksiyomlari
1) (x,x)=0, (x,x)=0 & x=0;

2) (xy)=0,%) ;

3) (Ax,¥)=Axy);

4) (x+y.2)=(x,2)+(y.2) ;

saglandiginda lineer U uzayina uniter uzay denir.
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Her bir uniter lineer uzayda ||x|| =/ (x, x) formiilii ile de norm tanimlanir.

Skaler carpimli uzaya ornek olarak L,[a,b] uzaymi gosterelim. [a,b]
araliginda siirekli olan kompleks degerli fonksiyonlarin lineer uzayinda skaler

carpim asagidaki formiille tanimlanir.

b —
(x,y) = f x(t)y(t)dt.

2.13.Skaler Carpimin Iki Ozelligi
1) Skaler ¢arpimin stirekliligi; n — « iken x, — x ve y, — y olsun. O
halde n — « iken (x,,v,) — (x,¥) olur.

Ispat: Burada (xp,v,) — (x,¥) = (X, — %, V) + (x, v, —y) esitsizligini ve
|Cx, )| < |lx]l. llyll Couchy-Bunyakovski esitsizligini ve yakinsak vy, dizisi i¢in

[y, ]| dizisinin sinirlt olmasini kullanarak n — oo i¢in

|(xn:yn) - (xly)l S I(xn - x:Yn)I + I(X:Yn _:V)l
< = xll. Lyl + llxIl- llyn — yIl — 0

oldugu bulunur. Burada ||y,|| yakinsak oldugundan sinirl oldugu kullanildi.

2) Paralel kenar esitsizligi: Skaler ¢arpimli E uzayimin her bir x, y € E i¢in

llx + Y117 + llx — y1I? = 2(lIxlI1 + Iy 1)

esitligi saglanir.
Gergekten de ,

lx +ylI?+llx—ylP=C+y,x+y)+x—y,x—y)

= (X,X) + (x;Y) + (y,x) + (%3’) + (.'X',X) - (x’Y) - (y,.X') + (y'y)

= 2(|lxlI* + llyII*)

Normu uzaylarda genelde paralel kenar esitligi saglanmayabilir.
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2.14.Banach Uzaylar

Banach uzaylarini tanimlamak i¢in 6nce fundamental dizilerin tanimini verelim.

Tamim15. X uzay1 normlu uzay olsun. {x,} cX dizisi i¢in Ve > 0 iken 6yle N

sayist bulunursa ki, ¥n >N says1 ve her bir p=1,2,3,... dogal sayilar1 i¢in
[2tn4p — 2| < &

esitligi saglandiginda {x,} cX dizisine normlu X uzayinda foundamental dizi

veya Couchy dizisi denir.

Normlu uzaylarda fundamental diziler asagidaki 6zellikleri saglar:

1) Her bir fundamental dizi sinirhdir;

2) {x,} X dizisi fundamental dizi oldugunda VA skaler sayisi igin

{Ax, } =X dizisi de fundamental dizi olur;

3) {x,} ve {y,} dizileri fundamental diziler oldugunda {x, + y,,} dizisi de

fundamental dizi olur;

4)  {x,} fundamental dizisinin bir alt dizisi bir x elemanmna yakinsadiginda

{x,} dizisi de x elemanina yakinsar;

5) Her bir yakinsak dizi X uzayinda fundamental dizi olur.

Simdi Banach uzayini tanimlayalim.

Tamm16. Normlu X uzayinda her bir fundamental dizi yakinsak oldugunda X

uzay1 tam uzaydir denir. Tam normlu uzaya Banach uzayi denir.

Ornegin, Cpgp) normlu uzay: Banach uzaydir.

Clap)] uzaymda {x,(t)} € Cjpp; dizisinin yakinsak olmasi i¢in onun Couchy
dizisi olmasi gerekir. {x, (t)} € Cjqp) dizisi i¢in Ve > 0 iken yle bir N dogal

sayist vardir ki n>N sayist ve p=1,2,3,... dogal sayilar i¢in ,

bensp = xall < €

13



veya Vt € [a,b] icin Cpyp

|xn+p(t) - xn(t)l < €

esitsizliginin saglanilmasidir.

[a,b] arahiginda siirekli fonksiyonlarin {x,(t)} dizisi diizgiin olarak x(t)
fonksiyonuna [a,b] araliginda yakinsak oldugunda x(t) limit fonksiyonuda

[a, b] araliginda stirekli olur.
Burada tam olmayan normlu uzaylara bir 6rnek gosterelim.

Ornegin, [Zp[—l,l] normlu uzaymin tam olmadigimi gosterelim. Bu amagla

asagidaki esitsizlikte tamimlanan siirekli {x, (t)} dizsini ele alalim:

( 1
1, eef-1-])
n

11

xn(t) =4 nt, tE[——,—]
nn

1
1 cefb]
\ n

I 1 BN N ..

u] f

________ =]

-&hll = 1|1|

Sekil 1.1. X, (t) fonksiyonunun grafigi

Sekil -1.1. —dende goriildiigii gibi |x,(t)] < 1 esitligini her bir t € [-1,1] ve

her bir n sayisi i¢in saglanir. Buradan
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|xn+p(t) - xn(t)l <2

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikleri kullanarak

1
||xn+p - xn”;[_l 1] = f |xn+p(t) - xn(t)lzdt
’ -1

. 2 .
= f__1|xn+p(t) —x,(O)|7dt < 4[__1dt

= — 0‘
n—) (n—)oo)

oldugu bulunur.

Boylece, ele aldigmiz  {x,(t)} dizisi ortalama yakinsaklik anlaminda

fundamentaldir.

Her bir t € [—1,1] noktasinda noktasal olarak

- -1, t € [—1,0]
X, () — x(t) ={ O, t=0
1, te(0,1]

oldugu agiktir.

Burada |x,(t)] <1 ve |xn+p (t) — xn(t)l < 2 esitsizligi saglandigindan

8
<-—0, (n— )
n

2
[[%n4p = xn”z;[_lll]

olur.

Boylece , [—1,1] arahiginda n — oo iken x,(t) — x(t) ortalama yakinsaktir.
Ama x(t) limiti [-1,1] araliginda siirekli degildir. Yani x(t) &€ £,[—1,1] dir.
L,[-1,1]  uzay [—1,1] araliginda  siirekli olan fonksiyonlardan

olusur.Béylece £,[—1,1] uzay1 tam normlu uzay degildir.

Simdi biz burada Hilbert uzayii tanimlayalim.
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Tanim17. Skaler ¢arpimli uzay: skaler carpimin dogurdugu norma nazaran tam

oldugunda bu skaler ¢carpimli uzaya Hilbelt uzay1 denir ve H gibi gosterilir.
2.15.Normlu ve Skaler Carpimh Uzaylarin Tamlastirilmasi

Teorem2.2: Her bir normlu E uzayini bir £ Banach uzayinda her yerde yogun
lineer manifold gibi ele almak olur. Bu E Banach uzayma E normlu uzaymin

tamlastirilmasi denir.

Ispat: E uzayinda fundamental olan tiim fundamental {x,} dizilerinin kiimesini

ele alalim. {x,,} ve {x,} fundamental dizileri i¢cin n — oo iken
”xn - xn'” — 0

sart1 saglandiginda {x,} ve {x,}  fundamental dizilerine equivalent

fundamental diziler denir ve

{xn} ~ {xn ,}
gibi gosterilir.
E —de fundamental olan tim fundamental dizilerin kiimesinde kesismeyen
siniflandirma yapalim. Aymi sinifa yalniz ve yalniz equivalent fundamental
dizileri dahil edelim. Tiim smiflarin kiimesini E gibi gosterelim. Siniflar ise

X, 9, ... gibi gosterelim. {x,,} fundamental dizisi X sinifina dahil olmas1 {x,} € X

gibi gosterilir ve {x,} dizisine X smifinin temsilcisi denir.

E smiflar kiimesini normlu uzaya doniistiirelim. £,9 € £ smiflarinin toplami
asagidaki yontemle tanimlayalim. {x,} € X ve {y,} € ¥ temsilcilerini alalim. O
zaman {x, + y,} fundamental dizsinin dahil oldugu simfi X+ 75  olarak
tanimlariz. Kolaylikla X +9  toplammin X,y  smniflarindan  alinan
temsilcilerin se¢imine bagl olmadigi gosterilir. AX ¢arpim ise {Ax,} dizisinin
dahil oldugu simif gibi tanimlanir. Bu tanim da {x,,} € X temsilcisine bagh

degildir. Clnkii , {x,} ~ {x,} oldugunda {Ax,} ~ {Ax,’} olur.

{0} fundamental dizisinin dahil oldugu simf O gibi gosterilir. Boylece 0€ E

olur. £ uzayinda norm
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1%l = Lim ||x,lg
n—oo
gibi tanimlanir.
Burada

|||xn+p” - ”xn”| S ”xn+p - xn”

esitsizliginden  {||x,||} dizisinin Couchy dizisi oldugu goriilir. Bu yilizden
yukaridaki limit vardir. Bu limit X smnifindan se¢ilmis {x,,} € X temsilcisine de

bagl degildir. Ger¢ektende {x,} € X sectigimizde

e 'l = llxnll < [l — 2]l — 0,n — 0
olur. Buradan da
lim |[x,/ll = lim [|x,||
n—oo n—oo

olur.

Simdi teoremi ispatlamak igin

i) E normlu uzaym E -dabir lineer manifold gibi alabiliriz;
ii) E normluuzay1 E -da her yerde yogun olur;

iii) E -Banach uzaydir.

1), ii), i) Ozelliklerini gostermemiz gerekir. Bu Ozellikleri ispatladigimizda

teorem tam olarak ispatlanmis olacaktir.

Ispat i) E uzayindaki X€E elemanmi x,X,x,... stasionar dizisini iceren smifla
aynilagtiralim, bu sinifi x gibi gosterelim. o zaman Ax eleman1 {Ax } stasionar
dizisini saglayan simif olur. x+y smifi {x +y} dizisini saglayan sinif olur.
Boylece stasionar dizileri saglayan siniflar £ uzaymda bir lineer manifold

olusturur. Bu lineer manifoldu E ile gosterelim.

Ispat ii) x siifi x€EE den aldigimiz

Ixllz = llxllg
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olur. ( x —den stasionar {x} temsilci dizisi aldigimizda {||x]||} sabit dizi olur.

Sabitin limiti ise kendisine esit olur.)
% € E alalm. Gosterelim ki 6yle {x,,} c E dizisi bulunur ki n — oo iken

I —x,llg — 0 olur. Bununla E- nin E -da her yerde yogun oldugu

gosterilmis olur.

X swifindan {x,} € X temsilcisini alalim. {x,} dizisi E normlu uzayinda
fundamental dizi oldugundan Ve > 0 sayisi i¢in dyle bir N sayis1 vardir ki

vn >N ve p=1,2,3,... sayilari i¢in

£
|E— xn||E <5 (2.8)
esitisizligi saglanir.simdi Vn >N igin
li_T){}O”xn+p - xn”E = 1% — x,llg (2.9)

p

oldugunu buluruz. (2.8) esitsizliginde p— 0 iken limit alalim ve (2,9) formiiliinii

kullanalim. Buradan

N M

1% = xnllg <

buluruz. Bu ise n— 0 iken x, — X oldugunu gésterir.

ispat iii) E uzayindan keyfi her fundamental {x;} dizisini alalim. E lineer
manifoldu E -da her yerde yogun oldugundan ¥, € E elemani ve &€ = % igin

Oyle bir x,, € E eleman1 bulunur ki
R 1
12 = xalle <

esitligi saglanir. Bu yontemle buldugumuz x, € E dizisinin fundamental
oldugunu gosterelim.  {x,} dizisinin fundamental dizi oldugu asagidaki

esitsizlikten goriiliir;
||xn+p - xn”g < ||xn+p - J,C\n+p||)§ + ||5C\n+p - fn”g + ”55\11 - xn”ﬁ
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<

1
n+p+||9?n+p—9?n||g+; —0, n—ow©

{x,} dizisi E uzayinda fundamental oldugundan {x,} dizisi i¢in
”xn+p - xn”g = ”xn+p - xn”E

esitligi saglandiginda {x,} dizisi E normlu uzayinda da fundamentaldir. Bu
yiizden oyle bir £ € E smifi bulunur ki {x,} € %, {x,} dizisinin % €E

elemanina yakinsak oldugunu gosterelim. Bu

12, = Zllg < 1%n — xnllg + 11X = xpllp < — + 11X — XI5

S|

ii) —de gosterildigi gibi n — w iken ||X — x,|[z — 0 oldugundan n — oo iken

X, — X oldugu ispatlanmis olur. Bdylece teorem tam olarak ispatlanmis olur.
Simdi biz burada skaler ¢arpimli uzaylarin tamlastirilmasini gosterelim.

E uzay1 skaler carpimli uzay olsun. Skaler ¢carpimli E uzayini bu uzaydaki skaler
carpimin dogurdugu ||x||=/(x, x) normuna gére tamlastirarak £ Banach uzaym

almus oluruz. £, 9 € E elemanlarinin (%, §) skaler carprmimi tanimlamak igin

{x,} €%,{y,} €9 temsilcileri almir ve E-da skaler ¢carpim
(£,9)z = lim (i, Yu)s
esitligi ile tanimlanir. Burada
(& 2)p = Lim(x, xn)p = limllxnllz = [1211°

olur.
Boylece , skaler carpimli uzayin tamlastiriimasi1 Hilbert uzay olur.
2.16. L[a,b] Lebesque Uzay1

Burada L[a,b] Banach uzayr normlu £;[a,b] uzaymim tamlastirilmas1 gibi

tamimlayalim.Hatirlatalim ki,£, [a, b] uzayinin elemanlari [a, b] araliginda siirekli
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x(t),y(t),z(t), .. fonksiyonlarindan olusur. x(t) € £,[a, b] fonksiyonunun
L,[a, b] uzaymda normu

b

Ix(©)l = ] ()] de (2.10)

a

formiila ile tanimlanir.

{x, ()} ve {x;(t)}dizileri [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin iki tane

dizisi oldugunu varsayalim. n — oo sartinda

b
I, — 25| = j|xn _xildt = 0
a

sart1 saglandiginda {x, (t)} ve {x;(t)} dizileri £,[a,b] uzayinda equivalent

veya ortalama equivalent dizileridir denir.

Sonra [a, b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin {x,(t)} dizisi i¢in keyfi
alimmig € > 0 sayisi i¢in dyle N sayisi bulunursa ki, tim n>N sayilari igin ve tiim

dogal p=1,2,3,... sayilari i¢in

b

[2tnsp = xal| = Jlxn+p —xpldt <e
a

esitsizligi saglandiginda ele aldigimiz  {x,(t)}  dizisine fundamental dizi
denir.Z;[a,b] normlu uzayinm (2.10) normuna gére tamlastirilmasindan alian
Lla,b] Banach uzaymna Lebesque uzayi denir. L[a,b] Lebesque uzayinin
elemanlart X(t), y(t), ... siiflarindan olusur. X(t) sinifinin elemanlar1 ortalama
fundamental olan ve  birbiri ile equivalent olan {x,(t)} , {x;(®)}....

temsilcilerinden olusur. {x,,(t)} € X oldugunda

b

¥l = tim [ Ienlde = limlivallzon (21D

a

gibi tamimlanir. £(t) € L[a, b] fonksiyonu i¢in [X(t)| fonksiyonunun integraline
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Lebesque integrali denir. Yani tanima esasen (2.11) formiiliine uygun olarak

b b
fl)?(t)ldt = limflxn(t)ldt.
n—oo

a a

Bu esitligin solundaki integral Lebesque integrali, sagdaki integral ise Riemann

integralidir.

Dikkate alalim ki, L[a,b] Lebesque uzay1 [a,b] araliginda siirekli olan tiim
fonksiyonlarida saglar. [a, b] araliginda sonlu sayida birinci gesit siireksiz olan

fonksiyonlarin L[a, b] uzay dahilinde saglanir.
2.17. L,[a, b] Lebesque Uzay1

L,[a,b] uzayr skaler carpimli £,[a,b] uzaymnin tamlastirilmasindan alman
uzaydir. L,[a, b] uzayr aym zamanda Hilbert uzayidir. L,[a, b] Hilbert uzayinda

skaler carpim asagidaki formiille tanimlanir;

b
(91101 = Lt 00) = i, [ 10 (Y G
a
Bu formiilde u, ve v, fonksiyonlar1 L,[a,b] uzaymdan alinmig simflardir.
{u,(x)} dizisi u(x) smifinin temsilcisi, {v,(x)} dizisi v(x) smifinin
temsilcisidir. Yani  [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin ortalama

fundamental dizileridir.

(u,v)p,[qp) skaler carpimina u,v € L,[a, b] olmak iizere u.v fonksiyonunun

[a, b] aralig1 iizere lebesque integrali denir;

b b
fu(x)mdx = }liz)zlofun(x)vn(x)dx.

a

Ozel halde a < x < b i¢in temsilcisi {1} olan v(x) smifim1 v(x) = 1 alalim. Bu
halde u(x) € L,[a,b] fonksiyonunun Lebesque integrali asagidaki esitlikle

tanimlanir;
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b

fu(x)dx = #_rgofun(x)dx.

a

Bu esitligin sag yanindaki integral Riemann integrali sol yanindaki integral ise

Lebesque integralidir.

Burada u(x) € L,[a, b] fonksiyonunun integrali { u,(x)} € u(x) temsilcisinin

Riemann integralinin limiti gibi tanimlanir.

L,[a, b] uzayma Lebesque uzayi denir.

2.18. Normlu Uzaylarin ve Banach Uzaylarinin izomorfizmi, izometriyasi ve

Birinin Digerine Yatrilmasi

Normlu X ve X uzaylarinmn verildigini ve tiim X uzayinda tamimlanmis £ = J (x)
lineer birebir fonksiyonunun normlu X ve X uzaylarmi lineer uzaylar gibi bu
uzaylar arasinda izomorfizm olusturdugunu varsayalim. Oyle «> 0 ve g > 0

sayilarinin oldugunu varsayalim ki, her bir x € X i¢in

o lx[l = Il < Bllxll

esitsizligi saglandiginda normlu X ve X uzaylar1 izomorf uzaylar adlanir.

llx|l = lJ ()] esitligi her bir x € X i¢in saglandiginda X ve X normlu uzaylari

izometrik uzaylar adlandirilir.

Tiim X uzayinda tanimlanmis lineer ¥ = J(x) fonksiyonu ve dyle f > 0 saysi

bulunursa ki her bir x € X igin

WOl < Bllxll

esitsizligi saglandiginda X normlu uzay1 X normlu uzayina yatrilmistir denir.

Ormegin , Cla,b] uzayr ﬁp [a,b],p = 0 uzayna yatrilmistir. Bu asagidaki

degerlendirmeden goriiliir:
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b

1
[ Pde < @ - aplielE,,
a

Burada

1
lIxlleap) = max |x(O)], 6 = (b — a)r.
as<x<b
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3. GENELLESTIRILMIS TUREVLER

3.1. Cqp), L1 ve L, Uzaylarinda Fonksiyonlarin Ortalanmasi Islemi

Bu boliimde reel degiskenli reel degerli fonksiyonlari ele alacagiz. Burada
fonksiyonlar1 esasen Cigp) , L1 V€ L, uzaylarindan gotiirecegiz. Cqp) , L1 VE Ly
uzaylarindan alinmis fonksiyonlarin genellestirilmis tiirevi anlami verilecektir.
Genellestirilmis tiirev anlamimni verebilmemiz igin once biz Cgp) , Ly Ve Ly
uzaylarindan alinan f(x) fonksiyonunun ortalamasi islemini gosterelim. Bu amagcla

oncelikle ortalama isleminin ¢ekirdek fonksiyonunun tanimini verelim.

Once Clgpjuzayindan alinmig fonksiyonlarin ortalama ve kesme fonksiyonlarini
tantyalim ve onlarin bazi uygulamalarin1 gosterelim. Bu amagla  (—o0, +0)

araliginda tanimlanmis asagidaki formiille tanimlanan

1
Feuz el <1

w(t) = (3.1)
I
Lo el =1
fonksiyonunu ele alalim. Bu esitlikteki ¢ sabiti pozitif bir say1 olup
1
1
c= J e 1-s2(s (3.2)

1
esitligi ile tanimlanur.

Burada (3.1) esitligi ile tanimlanmis w(t) fonksiyonu (—oo,4o0) araliginda
istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenen , ¢ift , negatif olamayan ve integrali
bire esit olan , yani

400

J w(t)dt =1

esitligini saglayan fonksiyondur.

w(t) fonksiyonunun kendisinin ve tiirevlerinin siirekli olmasi yalmz t = +1



noktasinda siiphe dogurabilir. Ama |t| < 1 olmak iizere t? — 1 sartinda

1
t2-1

— —oo olur ve w(t) — 0 olur.

t2 < 1 olmak iizere w(t) fonksiyonunun istenilen mertebeden tiirevi

P(t) !

meﬂ (33)

seklinde oldugu agiktir. Burada P(t) bir polinom o ise bir dogal sayidir.

t? <1 sartinin saglanmasiyla t? — 1 sartinda (3.3) ifadesi sifira yakinsar.

Bununla (3.1) esitligi ile tamimlanmis w(t) fonksiyonunun —oo < t < 400

araliginda istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenen fonksiyon oldugunu

gostermis oluruz.

Simdi h > 0 sartim1 saglayan keyfi bir sayr olmak tlizere asagidaki esitlikle

tanimlanan

t

wp(t) = %w (—) (3.4)

h
fonksiyonunu ele alalim.
wp, (t) fonksiyonuna ortalamanin h > 0 yarigapli ¢ekirdegi denir.

Dikkate alalim ki, wp(t) fonksiyonu da (—oo,+) araliginda tanimlanmus , gift ,
negatif olmayan istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenen ve

400

J wp(t)dt =1

ozelliklerine sahip fonksiyondur.

Dikkate alalim ki, w,(t) fonksiyonu igin
wr(t)=0,|t| = h

esitligi saglanir.

x(t)eCqp) fonksiyonunu ele alalim. Asagidaki esitlikle tanimlanan
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b

xp(t) = fa)h(t —s)x(s)ds (3.5)

a

fonksiyonuna x(t) fonksiyonunun h yari¢apl ortalama fonksiyonu denir.

Burada sekil-3.1 de w,(t —s) fonksiyonunun grafigi gosterilmistir.

1
I,.""- -"‘-,__-. il:'ulhl:l-l-l
/ e
b1
! b
/ \
0 B e leh b
Sekil = 3,1,

Sekil 3.1. w, (t — s) cekirdeginin grafigi

wp(t) ¢ekirdeginin 6zelliklerinden ve parametreye bagli integrallerin parametreye
gore diferansiyellenmesi hakkindaki teoremden x(t) € Cjqp) fonksiyonundan

ortalama x;, (t) fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri bulunur:
1) x,(t) =0 , t&[a—hb+h];

2) xp(t)fonksiyonu  (—oo,4+00) araliginda istenilen mertebeden  siirekli

diferansiyellenebilen fonksiyondur.

Simdi burada kesme fonksiyonu tanimlayalim. Kesme fonksiyonu Js(t) seklinde

gosterelim ve asagidaki esitlikle tanimlayalim:
b-26
Js(t) = J wss(t —s)ds (3.6)
4

3
a+Z6
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Burada (3.6) esitligi ile tanimlanmis kesme Js(t) fonksiyonunun grafigi sekil-3.2 de

gosterilmistir.
x
+ 1 __________ }T ﬁ l.-
i k
' |I
]
§ [}
A i .
i d A+ Sl -

Sakil =3,2,

Sekil 3.2. J5(t) kesme fonksiyonunun grafigi

(3.6) esitligi ile tanimlandig1 Js(t) fonksiyonunun 6nemli 6zellikleri vardir:

Burada f= %6 olsun,

1) Js(t) = 0,t & [a+36,b—-36];

2) Js(t)=1,t€la+d,b—46];

3) 0<Js(t) =1,

4) Js(t) kesme fonksiyonu (—oo,+o0) araliginda istenilen mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen fonksiyondur.

Simdi burada finit fonksiyonunun tanimini verelim.

Tamm18. [a, b] araliginda tanimlanmis x(t) fonksiyonu i¢in a <a' ve b'<b
olmak tizere [a’,b'] araligi bulunursa ki t € [a, b]\[a',b'] yani t & [a’,b'] i¢cin
x(t) = 0 sart1 saglandiginda x(t) fonksiyonu [a, b] araliginda finit fonksiyondur

denir.

Dikkate alalim ki (—oo, +) araliginda tanimlanmis x(t) fonksiyonu i¢in dyle bir

[a, b] aralig1 bulunursa ki bu araligin disinda x(t) fonksiyonu sifira esit oldugunda
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yani X(t) =0 , t € (—oo,+x)\[a',b] , 0 zaman X(t) fonksiyonu (—oo,+)

araliginda finit fonksiyonudur denir.

Simdi x(t) fonksiyonunun bir [a, b] araliginda tanimlanmis fonksiyon oldugunu

varsayalim. Burada § < bz;a olmak tizere Js5(t) kesme fonksiyonunu ele alalim ve

x(t) = x(0). Js(0)

fonksiyonunu ingaa edelim. Bu yontemle insa ettigimiz X(t) fonksiyonu [a, b]

araliginda finit fonksiyon olur.

[a,b] araliginda tanimlanmis strekli ve finit olan tim x(t), y(t), z(t), ...

fonksiyonlarin lineer uzayini C D[a_b] gibi gosterilir.

[a, b] araliginda k inc1 mertebeden siirekli diferansiyellenen finit fonksiyonlarin tiim
kiimesi C’Ofa,b] gibi gosterilir. [a, b] araliginda finit ve istenilen mertebeden siirekli

diferansiyellenen fonksiyonlarin tiim kiimesi C sz,b] gibi gosterilir.

Teorem3.1. C*[, ) lineer uzay1 £,[a, b],p = 1 uzayinda her yerde yogundur, yani
L,la,b] uzayndan keyfi x(t) € £,[a,b] fonksiyonunu ve keyfi pozitif £ >0
sayisint - aldigimizda C O[a,b] lineer uzayindan (lineer manifoldundan ) o&yle

%(t) € C'[qp fonksiyonu bulunur ki,
lx — %l gjap) < &
esitsizligi saglanir.

Burada Ep [a,b] , p=1ile [a,b] araliginda tammlanmis stirekli fonksiyonlarin

kiimesinde x(t) elemaninin normunu

b
¥llzan = | [P dt (37)
a
formiili ile tamimladigimizda alinmis normlu uzayr isaret etmisizdir.(3.7)
formiiliindeki integral Riemann integraldir[4].

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin & < bz;a alalim ve [a, b] araliginda tanimlanmis

keyfi stirekli x(t) fonksiyonu igin
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lx(®) = x(®). Js(®O)] = (1 = Js(®)) x|
esitligini buluruz.
Dikkate alalim ki, t € [a + §,b — 6] i¢in
1—Js(t) =0
oldugundan ve t & [a + &, b — §] oldugunda ise
1-Js(t) <1

oldugundan asagidaki degerlendirmede bulunulur:

a+é b

b
flx(t) — x(t).Js(O)|Pdt < f |x(t)|Pdt + f|x(t)|pdts 26MP
a a b-6

Burada M = max|x(t)| .
asts<b

Boylece,
() = 2(6).- I5 (D)l g, o) < M. V28

Bu son esitsizlikten goriiyoruz ki, Ve > 0 aldigimizda 6 > 0 sayisinm

5 <%(§)p

esitsizligini saglayan sectiimizde her bir x(t) € £,[a,b] i¢in ve Ve >0 sayisi
i¢cin
x(t)-Js(t) = () € C )
fonksiyonunu bulmus oluruz ki,
|l — 9?”ﬁ[a,b] <g
esitsizligi saglanir.

Boylece , burada C°(, ) = £,[a, b] oldugunu gostermis olduk. Teorem tam olarak

ispatlandi.

Teorem3.2. €4 ) lineer uzaymnda normu
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llxllee, ,, = max|x(t)]

]
gibi tanimlayarak Co[a‘b] uzayini normlu uzaya doniistiirelim. O zaman C’OFZ‘,,]
lineer uzayi Co[a,b] normlu uzayinda her yerde yogun olur, Yyani keyfi

x(t) € Cap) V& Ve >0 icin dyle bir x,(t) € C'[qp; elemant bulunur ki,

llx = xelles , ,, <€

esitsizligi saglanir[4].
Ispat:C °[a,b] uzayinda keyfi x(t) € C O[a,b] fonksiyonunu alalim. Ozaman x(t) finit

stirekli fonksiyonu i¢in 6yle [a’,b'] € [a, b] araligi bulunurki a <a' ,b <b' ve

x(t) =0,t ¢ [a’,b’] olur. hsayisim 6yle secelim ki,

h <min(a'—a,b" — b)

sart1 saglansin. O zaman x(t) fonksiyonunun x,(t) ortalama fonksiyonunu, yani

b
xp(t) = fa)h(s)x(s)ds , t € (—0,+00)

a
esitligi ile tanimlanan xj, (t) fonksiyonu t € (—oo, +00) araliginda istenilen
mertebeden diferasinyellenebilirdir ve t & [a,b] igin x;,(t) = 0 olur.

Diger yandan |t — h| = h sart1 saglandiginda wp (|t — h|) = 0 oldugundan ve

b

J wp(Jt—sDds =1

a

esitligi saglandigindan asagidaki degerlendirme yapilir:

|x(€) — %, (D] = f wp(t = s)x(s)ds — f wp (|t = s)dsx(t)

|t—h|<h |t—h|<h

< lgzl}ﬁ;chlx(s) —x(t)]. f wp (]t —s|)ds
|t—h|<h

= lﬁl,gl';chlx(S) —x(0)I.
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Bu esitsizlikten

. B i B _
flll_rglx(t) xh(t)l_}gl_r(}) gyfﬁ;chlx(S) x(t) =0

oldugu bulunur. Yani h — 0 iken [|x(t) — xh(t)”c"[ab] — 0.

Boylece Teorem3.2. ispatlanmis oldu.

Simdi burada ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in ortalama fonksiyonlarin tanimini
verelim. Boylece, E™ Euclide uzayinda tanimlanmis m sayida degiskenlere bagh
reel degerli fonksiyonlar ele alacagiz. E™ Euclide uzayinda noktalar1 x,y gibi ve bu
noktalarin koordinatlarini uygun olarak x = (xq,x3, ..., %) + ¥ = V1, V2, - Ym)

gibi gosterecegiz. E™ Euclide uzayinda x € E™ elemaninin normu

Il = [ 43+ + 2

ve x noktasi ile y noktas1 arasindaki uzaklik

llx —yll = \/(x1 —¥y1)2 + (X = y2)% + -+ (X — M)?
formiilleri ile tanimlanir.

Simdi E™ Euclide uzayinda herhangi bir y € E™ noktasini alalim ve degismez

olarak saglayalim. Pozitif h > 0 sayisin1 alahm ve

w(llx ; yII)

fonksiyonunu ele alalim. Burada

1

Dikkate alalim ki (”x;l—y”) fonksiyonu E™  Euclide uzayinda siirekli

fonksiyondur ve x,, x5, ..., x,, degiskenlerine nazaran siirekli kismi tiirevleri vardir.
Bu fonksiyonun tanimindan kolaylikla goriliiri ki, bu fonksiyon merkezi y

noktasinda yarigap1 h sayisina esit olan
Sh(y) ={x €E™: |lx —yll <h}

yuvarinin yalniz i¢ noktalarinda sifirdan farkli olur.
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Dikkate alalim ki, (3.8) esitligindeki ¢ sayisi burada

1
c f elxli’-1dx = 1, (dx = (dxq,dx,, ...,dxm)) (3.9)
llnll<1

sartindan bulunur.

Simdi U=Ux) m degiskenli fonksiyonun D < E™ smirli bolgesinde
integrallenen fonksiyon oldugunu, yani U € £;(D) oldugunu varsayalim. U(x)

fonksiyonunu D bolgesinin disina sifir olarak devam ettirelim, yani
Ux)=0, x € E™D
olsun.

Ele aldigimiz ‘U = U(x) fonksiyonunun ortalama U (x) fonksiyonunu

1 —
Uy () = - f w(”x — ”)u<y>dy (3.10)

(dy = (dy;,dys, ..., dyy)) formiilii ile tanimlanir.

W (@) ¢ekirdeginin S, (y) yuvari disinda sifir oldugundan (3.10) integralinin
Sp(y) yuvart iizere alindig goriiliir.
Burada x € E™\D igin

p(x,dD) = inf|lx—y|l=h
y€ID

sart1 saglandiginda U, (x) = 0 oldugu agiktir.

Dikkate alalim ki, (3.9) esitligine dayanarak

1 b=yl .
h—mfw< A )dy—l (3.11)

Em

esitliginin saglandigi gortiiliir.

(3,11) esitligini ispatlamak i¢in bu esitligin sol yanindaki integralde integralleme

degiskeninde
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Y — Xk = h.z,, k=123,..,m
degisimini yapmak yeterlidir.

Cok degiskenli U(x) fonksiyonunun ortalama U, (x) fonksiyonunun asagidaki ¢ok

onemli ozellikleri vardir:

Ozellik1. U = U(x) fonksiyonu smrli D c E™ bolgesinde smirli fonksiyon

oldugunda , 0 zaman

sup |Up(x)| < sup|UY)| (3.12)

XEE™ y€ED
esitsizligi saglanir.

Gergektende

1 —
Un() = 7 f w(”x 2 ”)wy)dy

Em

esitsizliginin her yanindan mutlak deger alip asagidaki degerlendirme bulunur:

1 - 1 —
Ul < 1 | w(”" - ”>|U(y)|dysh—m | w(”" — ”)iggm(y)my

E™ EM

veya

UL ()] < sup|UD).
y€D

Sonuncu esitsizlik her bir x € E™ igin saglandigindan , bu ifadenin sol yanindan x €

E™ {izere supremuma gegerek (3.12) esitsizligini buluruz.

Ozellik 2. Ortalama U,(x) fonksiyonunun xi,x,, ..., x,, degiskenlerine nazaran
istenilen mertebeden tiirevlenendir ve Uy, (x) fonksiyonunu kismi tiirevleri asagidaki

formiille bulunur:

A%Up (x) 1 0% (le—yll)
=— A
0x1%10x,%2...0x,, %M hMYE™ §x,%10x,%2..0 X, OMm w h ‘U(y)dy (3 3)

Burada a = a; + a, + -+ + a,, esitligi ile tanimlanur.

Burada dikkate almamiz gerekir ki , ortalamanin ¢ekirdegi olan
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N (le ; yII)

fonksiyonunun x4, x5, ..., x,, degiskenlerine nazaran E™ Euclide uzayinda istenilen
mertebeden kismi tiirevleri vardir ve bu tiirevler yalniz merkezi x noktasinda
yarigapt h olan S,(x) yuvarinda sifirdan farklhidirlar. (3.13) formiiliiniin dogru
oldugunu gostermek i¢in U, (x) ortalama fonksiyonunun x; degiskenine nazaran
tirevinin varhigin1 gostermekle yetinebiliriz. Diger degiskenlere nazaran ve daha

yiiksek mertebeli kismi tiirevlerinin varlig1 benzer sekilde gosterilir.

Tiirevin tanimindan asagidaki esitligi yazalim:

Up (g + Axq, X, ey X)) - Up (X1, X5, ey X))
Axy

‘if 1 [w<”"‘y”> _w<“"‘y”>
hm EmM AXI h (X1+AX1,XZ,...,xm) h

Bu esitligin sag yanindaki integral altinda parantez igindeki farka Lagrangenin sonlu

U(y)dy.

(%1,%2,0Xm)

artts hakkindaki formiilii uygulandiginda U(y) fonksiyonunun karsisindaki ¢arpim

9 llx =yl
dxq h

seklini alir. Bu yazdigimiz tiirev 0 < 6 < 1 esitsizligini saglayan 6 ve keyfi Ax;

(x1+0A%x1,%2,...Xm)

artis1 igin smirlidir ve burada U(y) € L;(E™). Bu yiizden integral altindaki
fonksiyon c|U(y)| ¢arpimini asamaz. Bu yuzden Ax; — 0 sartinda integral altinda
limiti secebiliriz. Burada biz c|U(y)| fonksiyonunun integrallenen oldugunu da
kullanmis olduk. Burada c sabit sayidir. Boylece biz x; degiskenine nazaran tiirevin

(3.13) formiiliiniin dogrulugunu gostermis olduk.

Ozellik 3. Her bir U(x) € L,;(E™) fonksiyonu i¢in asagidaki

1 —
Un() = UG = 7z | w(”x — ”) [U) - UCldy (3.14)

Em

formiili dogrudur.
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Gergektende Uy (x) ortalama fonksiyonunun tanimina gore

1 —
w00 = [ 0" uoray

ve (3.11) esitsizligine gore ise

1 - 1 —
UG = UG fw<llxhyll>dy:h_m fw<llxhyll> UG dy

E™ E™

oldugundan bu iki esitlikten (3.14) esitligi bulunur.

Sonraki Ozellikleri yazmak igin Once asagidaki tanimlart matematik analizden

hatirlatalim.

D c E™ agik smirh bolge oldugunu ve U(x) € L1(D) oldugunu varsayalim. Bu
U(x) fonksiyonunu D bolgesinden E™\D bolgesine sifir degerli fonksiyon gibi
devam ettirelim. Bu durumda U(x) fonksiyonu ortalama siirekli olur. Yani Ve > 0
sayist aldigimizda dyle & > 0 sayisi bulunur ki, ||y|| < § sartin1 saglayan y € E™

i¢in
J Ux+y) —UX)|dx < ¢
D

esitsizligi saglanir. Baska bir degisle Ve > 0 sayist aldigimizda dyle 6 > 0 sayisi
bulunur ki, [|y|| < § sartin1 saglayan Vy € E™ ig¢in

UG +y) = U, ) <€ (3.15)
esitsizligi saglanir.
Benzer sekilde U(x) € L,(D) fonksiyonlari i¢in Ve > 0 sayist aldigimizda dyle

& > 0 sayisi bulunur ki, ||y|| < § sartin1 saglayan y € D i¢in

UG +9) — U0 = f UG +y) - U@ dx | <e (3.16)
D

esitsizligi saglandiginda U(x) € L,(D) fonksiyonu x € D noktasinda orta

quadratik siireklidir denir.
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Ozellik 4. U(x) € L,;(D) fonksiyonu icin h — 0 sartinda

f Uy, () — UG dx — 0 (3.17)
D

olur.

(3.17) nin anlami odur ki U(x) € Ly(D)  fonksiyonunun ortalama U, (x)
fonksiyonu L;(D) metriginde h — 0 sartinda U(x) fonksiyonunun kendisine

yakinsar.

Uygun olarak U(x) € L,(D) fonksiyonunun ortalama U, (x) fonksiyonu h — 0
sartinda quadratik olarak U(x) fonksiyonuna yakinsar, yani

f UL (x) —UX)|?dx — 0,h — 0 (3.18)
D

olur.

Buradaki 6zelligi (3.18) igin ispatlayalim. (3.17) hali i¢in daha kolay ispatlanir.
Boylece U(x) € L, (D) oldugunu varsayalim , (3.14) esitligine esasen

w00 - U0 = g [ (P2 o) - ueotay

EmM

Bu esitsizligi kullanarak asagidaki degerlendirmeyi yapalim;
2

U () U = | [ (”" = ”) [U() - UCOldy

h
Em
1 2 llx — yll 2
<o [0 (F5 )y [ o) -uwrdy
E™M lIx-yli<h

Birinci ve ikinci integrallerin integrallenme bolgesi aymidir. Birinci integralde

Ty = z degisimi yaptigimizda
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f(‘)z (”X;y”>dy= pm fa)z(Z)dZ=C1hm

E™M E™M
olur. Buradanda
C
U (0) — U2 < L f UG — UG 12 dy

S om
lx=yll<h

esitsizligi bulunur. Bu esitsizligin sag yaninda x — y = y' degisimi yaptigimizda
, €
UL () = U@)|* <

| ey —uer ay

llyrli<h
esitsizligini buluruz.

Bu esitsizligin  her yanindan D bolgesi tlizerinde integral alarak asagidaki

degerlendirmeyi yapariz:

Som

j U () — U Pdx <~ j dy’ j UCe +y) — UG 2dx.
D [lyrllsh D

Burada ortalama siirekliligi kullanarak Ve > 0 sayis1 aldigimizda dyle h > 0 sayisi

bulunur ki, ||y'|| < h esitsizligini saglayan y' € D noktalar1 i¢in
j |U(x +y") — Ux)|?dx < &2
D

esitsizligi saglanir.
Boylece

2

c€&
fl’u(x+y’)—’u(x)|2dxs o
D

dy' =cic,€?
lly!ll<h

esitsizligi bulunur.

Bu esitsizlikteki ¢, sabiti E™ Euclide uzayinda birim yaricapli §;(0) yuvarinin
hacmidir. Bu esitsizlikte Ve > 0 sayist keyfi alindiginda (3.18)  sonuncu

esitsizlikten alinir.
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(3.17) ozelligi daha kolay ispatlanir.

Gergekten de, bu hal i¢in

[Un() = U] < e | UG+ 5) — UGy
llyrli<h

seklinde degerlendirme yapariz.

Burada L;(D) uzayinda ortalama siireklilik 6zelligini kullanarak (3.17) 6zelligi

ispatlanir.

Buradaki 6zellikler D bolgesi kapali snirlt bolge oldugu halde ve D sinirli 6l¢iilen

kiime oldugu halde de saglanir.

Simdi biz burada bir degiskenli finit fonksiyonlara benzer sekilde c¢ok

degiskenli finit fonksiyonlari tanimlayalim.

E™ Euclide uzayinda tanimlanmis U(x) fonksiyonu igin 6yle M sayist bulunursa
Ki, bu fonksiyon [|x|| > M sartim1 saglayan tim x € E™ noktalarinda sifira
esit oldugunda , o zaman bu U(x) fonksiyonuna E™ uzayinda finit fonksiyon
denir.

E™ Euclide uzaymnda istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenen ve finit olan

fonksiyonlarin sinifi Cooo(Em) gibi gosterilir. Bu COOO(E"‘) siifindan alinmis
U(x) finit fonksiyonlarim her birisi icin M > 0 sayisi genelde farkli olabilir.
Tim E™ uzayi lizerine integrallenen U(x) fonksiyonunu ele alalim. Yani U(x) €

L;(E™) olsun, ||x|| <R yuvarinda U(x) fonksiyonu ile ¢akisan ve bu
Sg(0) = {x € E™:|lx|l <R}
yuvarinin disinda sifira esit olan fonksiyonu U,, (x) gibi gosterelim. Burada
U(x) € L(E™) oldugundan
f [UCx) — Uy, (x)|dx = f 1U(0) |dx —50
Fm

llxl|>M

olur.
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Simdi burada U, (x) fonksiyonu i¢in 0 < h <1 olmak iizere ortalama

fonksiyonunu

1 —
) = [ 0" woay

EmM

formiilii ile tanimlayalim.

Upn(x) ortalama fonksiyonu istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenendir ve

x|l > M + 1 bolgesinde sifira esittir.
Béylece Upp(x) = €7 (E™) olur.

Diger yandan

h—0
|Up (x) — Upyp(x)|dx — 0

[lx|[>M+1
ozelligi saglanir.

Simdi Ve > 0 saysini alalim ve degismez sayalim. Bu Ve > 0 sayist i¢in oyle M >

0 sayisi secelim Ki ;

j [UG) ~ Uy () ldx <5

esitsizligi saglansin. Bu islemin devami olarak dyle kiigilk h > 0 sayis1 segelim ki:

[ 1@ = U@l dr = [ 1@ - Ul <
EM

lxlI>M+1
esitsizligi saglansin.

O zaman

IUC) = Up (Ol @my = J |UC) = Uy (0)]dx < e

Em
degerlendirmesini yapariz.

Buradan kolaylikla gormiis oluruz ki her bir  U(x) € L, (E™) fonksiyonu igin 6yle
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Upn(x) € C°°(E™) ortalama fonksiyonu insa edebiliriz Ki, Upyp(x) ortalama

fonksiyonu L;(E™) metrigindeki norma nazaran U(x) fonksiyonuna yaklasir.

Benzer sekilde her bir U(x) € L,(E™) fonksiyonu i¢in

h—0,M—o00
IUCG) — Upn (O, gm)y — 0

olur.

Boylece asagidaki teorem dogrudur.

Teorem3.3: C ooo(E ™) lineer uzayr (lineer manifoldu) L,(E™) ve L,(E™)
uzaylarinda her yerde yogundur[4].

Simdi smirlh D € E™  kiimesini ele alalim.istenilen mertebeden siirekli

diferansiyellenen ve smirlhh D < E™ bolgesinde finit olan fonksiyonlarin sinifi

C’OOO(D) gibi gosterelim. Boylece CDOO(D) siifinin fonksiyonlari E™ uzayinda

istenilen mertebeden diferansiyellenen ve finit olan &yle fonksiyonlardir ki

U(x) € C‘OOO(E ™ ve |U(x)| > 0 sartin1 saglayan noktalar kiimesi agik kiime olur

ve bu kiime kapanisi ile D bolgesine dahil olur.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem3. 4.C°7 (D) lineer manifoldu L,(D) ve L,(D) uzaylarinda her yerde
yogundur[4].

Bu teorem bir boyutlu hale benzer sekilde ispatlanir.

Gergektende D acik kiimesinin sinirin1 S ile gosterelim ve

Ds = {xD:p(x,cS‘) =infllx —ull > S}

Uues

kiimesini ele alalim.

Kolaylikla § smirinin kapali kiime oldugu ve Dg kiimesinin ise agik kiime oldugu

ispatlanir.
Ds kiimesinin T3(x) karakteristik fonksiyonunu , yani

1,X ED5
%(x):{0x¢7_)6
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fonksiyonunu ele alalim.

os(x) foksiyonunun fonksiyonu 7,s(x) fonksiyonunun h =& yarigapli ortalama

fonksiyonu olsun, yani

o) = [ 0" )%y

Em
olsun.

1) o5(x) fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri vardir.o5(x) fonksiyonu E™ Euclide

uzayinda istenilen mertebeden siirekli diferansiyellenendir.

2) p(x,8) < § sartin1 saglayan x € E™ noktalarinda o5(x) = 0 olur. Gergektende,
yarigapt 6 esit olan yuvarla D,s kiimesi kesisir. Dikkate alalim ki ortalama yaricap1

4 -ye esit olan yuvar {lizere ortalama yapilir.

3) x € D35 noktalarinda o5(x) = 1 olur. Cilinkii bu halde ortalamaya gotiiriilen

yuvar tiimliikle D,s kiimesine yerlesir burada ise 7,s5(x) = 1 olur.
4) 0 < gs5(x) <1 olur. Bu 6zellik T55(x) = 0 ve (@) > 0 olmasindan ve 1)
ozelliginden alinir.

Simdi v (x)eC’" (E™) fonksiyonunu ele alalim. Ozaman v (x)as(x)eC”" (D)

olurve x € Dss igin
v(x)os(x) = v(x)
olur.

Asagidaki integrali degerlendirelim:

j o (1) a5 () — v () dx = f e @(1 - 05(0)) dx
D D

< f o () |2dx < supler(x) |2 m(D\Dss)
D\Dss *ep

Burada m(.) Lebesque olgiistidiir.
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Yeterince kiigiik § sayilari i¢in her bir x € D noktas1 D35 kiimesinede dahil olur.
Bu yiizden § — 0 sartinda m(D\D5s5) — 0 olur.

Boylece, iistte yaptigimiz degerlendirmeden

Il ()05 () = (@)l 20y —3 0

alinir. Simdi varsayalim ki U(x) € L,(D) . O zaman Ve > 0 sayisi i¢in dyle
U(x)eC” ™ (E™) fonksiyonu bulunur ki

€
IUG) — v )Ly @) < 5
olur.

Buldugumuz bu v (x) iginise 6yle § > 0 sayisi bulunur ki

&

lvr(x)as(x) — v ()L, @) < >

olur.
Boylece,

1Ux) — v ()5 (L) < 1UG) = v ()l @) + UG =) lL,m) <€
olur.

Bununla biz ¢°“ (D) lineer manifoldunun L,(D) de her yerde yogun oldugunu

gostermis olduk.

Ayni yéntemle C°° (D) lineer manifoldunun L;(D) uzayinda her yerde yogun

oldugu gosterilir.

3.2. Genellestirilmis Tiirevler

Once burada genellestirilmis tiirevi sade hallerde tanimlayalim.

Diferansiyel hesab1 klasik matematik analizin en 6nemli béliimlerinden biri olmakla
cok kapsamli incelemelere sahiptir, ama pratik 6nemi olan bir ¢ok problemler,
Ozellikle de fizigin bazi problemlerinin matematik metotlar1 ile ¢ozlilmesi ve bazi
onemli fiziksel problemlerin daha kapsamli ve derinden incelenmesi fonksiyonun

tiirevi anlaminin genellestirilmesini dogal olarak ortaya ¢ikarir.
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Ormnegin ¢ok basit asagidaki kismi diferansiyel denklemleri ele alalim;

0" =0 3.19

oxdy (319
ve

0%u =0 3.20

dyox (320)

(3.19) denklemini dikkate aldigimizda x degiskenine bagli her bir u = @(x)

fonksiyonunun (3.19) denkleminin ¢6ziimii oldugu agik¢a goriir.

Ama (3.20) denklemine dikkat ettigimizde (3.19) denklemini saglayan u = ¢(x)
coziimlerinde Oyle fonksiyonlar1 segebiliriz ki Ornegin yalmiz siirekli olan yani
diferansiyellenmeyen ¢ (x) fonksiyonlari i¢in (3.20) denkleminin sol yanindaki
diferansiyel operatér bu fonksiyonlar i¢in tanimlanmamis olur. Boylece buradan
goriiyoruz ki ,(3.19) ve (3.20) denklemleri esdeger olmayabilir. Bu denklemlerin
esdeger olmalar1 i¢in bu denklemlerin ¢oziim kiimelerinin ¢akigmasi gerekir. Bu

sekilli durumlar olmas1 dogal degildir.

Burada gosterilmis Orneklerden de gorildigii gibi fonksiyonun tiirevi anlaminin

genellestirilmesi dogal ve gerekli oldugu goriiliir.

Genellestirilmis tiirev anlamin1 vermek amaci ile burada finit fonksiyonu anlamini

bir daha hatirlatalim.

D c E™ kiimesinin sinirh , agik bir baglantili bolge oldugunu varsayalim. Ele
aldigimiz bu D bolgesinde dyle bir D, bdolgesi bulunursa ki bu D, bdlgesi
kapanisi ile birlikte D ye dahil olursa , yani D_(p C D sart1 saglandiginda ve ¢ (x)
fonksiyonu D, bodlgesinin diginda sifira esit oldugunda , yani her bir x € D\D,,
icin @ (x) = 0 oldugunda , o zaman ¢(x) fonksiyonuna sinirli D bolgesinde finit

fonksiyon denir.

Simdi u = u(x,y) fonksiyonunun ikinci mertebeye dek ( ikinci mertebe dahil)

stirekli kismi tiirevlerinin oldugunu varsayalim ve bu u(x, y) fonksiyonunun

azu_( ) e
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denkleminin saglandigin1 varsayalim. O zaman iki kez siirekli diferansiyellenen ve

D bolgesinde finit fonksiyon olan her bir ¢ (x, y) fonksiyonu i¢in

f az(palal—f dxdy (3.21
Ugxay Y = f-odxdy (3.21)
D D

esitliginin saglandig agiktir.

(3.21) esitliginin dogrulugunu gostermek i¢in bu esitligin sol yanina dahil olan
ifadenin kismi integrasyon yontemin uygulayarak ve finit fonksiyonlarimin

ozelliklerini kullanarak (3.21) esitliginin dogrulugu ispatlanir.

Simdi (3.21) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman her biri iki kez
stirekli diferansiyellenen u(x,y) fonksiyonuna karsi tek bir tane siirekli ve (3.21)

denklemini saglayan f (x, y) fonksiyonu olur.

Gergekten de, u(x,y) fonksiyonuna karsi iki farkli siirekli f;(x,y) ve fio(x,y)
fonksiyonlaria kars1 geldiginde D bolgesinde keyfi finit ¢ (x,y) fonksiyonlar i¢in
asagidaki esitlikler saglanacaktir:

f 00 ivd —f dxd 3,22

uaxayxy— fi-@ dxdy (3,22)

D D

J 0P ivd —f dxd 3.23
U Gxay XY = f2- ¢ dxdy (3.23)

D D

(3.22) ve (3.23) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilarak her bir finit ¢(x,y) fonksiyonu

i¢in
[ =103 dxdy =0
D

esitligi bulunur.

C° (D) lineer manifoldu L, (D) de her yerde yogun oldugundan bu esitlikten ( veya

varyasyon hesabinin esas lemmasindan ) f; — f, = 0 veya

fitx,y) = fL(x,y) ,(x,y) ED

44



esitligi bulunur. Boylece (3.21) esitligi keyfi finit ¢@(x,y) fonksiyonu igin
saglandiginda her bir u(x,y) fonksiyonuna karsi tek bir tane f(x,y) fonksiyonuna

kars1 getirildigini gosterdik.
Bu 6zellik dikkate alinarak zayif tiirev asagidaki sekilde tanimlanir.
D bolgesinde tanimlanmis u(x,y) siirekli fonksiyonuna karsi oyle siirekli f(x,y)

fonksiyonu bulunursa ki (3.21) esitligi D bolgesinde siirekli ve finit olan her

bir o(x,y) fonksiyonu igin saglandiginda f(x,y) fonksiyonuna u(x,y)

. L 92 o
fonksiyonunun ikinci mertebeden ﬁ zayif tiirevi denir ve

0%u
dxdy

=fley)
gibi gosterilir.

Bu ylizden (3.21) esitligini D bolgesinde siirekli ve finit olan her bir @(x,y)

fonksiyonu i¢in

j aijdd_JaZu dxd 3.24
”axayxy_ 6x6y(pxy (3.24)
D D

seklinde yazabiliriz.

D bolgesinde finit ve ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilen ¢(x,y)

fonksiyonlar1 i¢in

0°p _ 0%¢
dxdy 0dyox

,(x,y) €D (3.25)

esitligi saglandigindan (3.25) esitliginden u(x,y) fonksiyonunun ikinci mertebeden

zayif tiirevi i¢inde

0’u _ 0%u
dxdy 0dyox

,(x,y) ED (3.26)

esitligi bulunur.
Simdi [a, b] araliginda siirekli diferansiyellenen u(x) fonksiyonunu ele alaim. O

zaman her bir ¢(x) € C O[la‘b] fonksiyonu i¢in
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b b

fu(x)go’(x)dx = —Ju’(x)go(x)dx (3.27)

a a

esitligi saglanir. Bu esitligin dogrulugu kismi integrasyon formiiliiniin uygulanmasi
ve @(x) fanksiyonunun [a, b] araliginda finit fonksiyon olmasmin kullanilmasiyla

ispatlanir.
Simdi her bir @(x) € Cofa,b] fonksiyonu i¢in ve [a,b] araliginda siirekli olan bir
f(x) € Clqp) fonksiyonu icin

b

b
j w(x)g' (X dx = — j F9()dx (3.28)

a
esitliginin saglandigin1 varsayalim. (3.27) ve (3.28) esitliklerini taraf tarafa

¢ikararak her bir ¢ (x) € C °Ea,b] icin

b
j [ () = FOlp()dx = 0

esitliginin saglandigini buluruz.

C O%a,b] lineer uzay1 ( lineer manifoldu) Li, ;) uzayinda her yerde yogun oldugundan
sonuncu esitlikten

u'(x) = f(x), x €la,b] (3.29)
esitligi bulunur.
Boylece (3.28) esitligi u(x) fonksiyonunun genellestirilmis tiirevinin tanimi olur.

Simdi biz bu oOrnekleri de dikkate alarak genellestirilmis tiirevin daha genis
fonksiyonlar smif i¢in ¢ok degiskene bagl fonksiyonun genellestirilmis kismi
tiirevinin tanimini verelim. Bu durumda matematik analizde {i¢ kath integraller i¢in

kismi integrasyon formiiliinii ele alalim:

fﬂ ‘p?a_fd” - ﬂ] “’?a_fd” + # ¢y cos(n, z) ds (3.30)
D D 15
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Bu formiilde § yuzeyi D bolgesinin sinir1 n ise § yiizeyinin dis normalini (n, z) ise
0z ekseni ile n normali arasinda kalan aciyr gosterir. Bu formiildeki yonlendirici
cos(n, z) fonksiyonu uygun sekilde tanimlanarak sonlu katli integraller i¢in (3,30)

formiiliine benzer formiiller yazilir.

(3.30) formiiliinde ¢(x,y,z) fonksiyonu D bolgesinde diferansiyellenen ve finit

fonksiyon olarak , yani ¢@(x,y,z) € C‘°fa,b] olarak alindiginda (3.30) formiiliiniin

sag yanindaki § ylizeyi iizere alinmis yiizey integrali sifira esit olur. Bu hal i¢in

(3.30) formiilii asagidaki sekli alir:

gf‘paa_fdv - _gfg_fl/’d“ (3.31)

Simdi m degiskenli @ (xq, x5, ..., X;n)= @(x) fonksiyonunun £ mertebeden asagidaki

kismi tiirevini ele alalim;

) (‘£:‘£1+‘€2+"'+‘€m).

Burada ¢(x) ve u(x) fonksiyonlar1 D < E™ bolgesinin dahilinde ¢ mertebeden
stirekli kimsi tiirevleri oldugunda ve ¢(x) fonksiyonu D bolgesinde finit fonksiyon

oldugunda o zaman asagidaki kismi integrasyon formiilii saglanir:

J‘D{’(p(x).u(x)dx = (—1){)[ o(x) D*u(x)dx (3.32)

D D
Bu (3.32) formiilii genellestirilmis tiirevin esas1 olarak alinir.

Tanmm3.1. u(x) ve u*(x) fonksiyonlarinin L, (D) uzayindan alinmis fonksiyonlar

olduklarini ve her bir keyfi alinmis ¢@(x) € COOO(D) finit sonsuz mertebeden

diferansiyellenen fonksiyon i¢in

f u(x)Dfp(x)dx = (—1)£f u* (x)(x) dx (3.33)
D D
esitligi  saglandiginda u*(x) € L,(D) fonksiyonuna u(x) € L,(D)

fonksiyonunun D bélgesinde £ mertebeden genellestirilmis tiirevi denir ve
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0tu(xy, xg, o) Xpm)

t15..62 “m
0x,*0x,* ...0x,,

u*(x) = Du(x) = L (=t b+t

gibi gosterilir.  Simdi (3.33) formilii ile tanimlanan genellestirilmis tiirevin tek

olarak tanimlanmis oldugunu , yani tekligini ispatlayalim.
Aksini farz edelim. Varsayalim ki u(x) € L,(D) fonksiyonunun iki tane

u*(x) € L,(D) ve uj(x) € L,(D) genellestirilmis tiirevleri vardir. Burada u*(x)
ve uj(x) fonksiyonlarmin tiirevlerinin hemen hemen c¢akistigini gosterelim. Bu

amagla

fwwwmmm=oaﬂfw@qux
D

D

ve

waNM@M=O4Y]ﬁ&M@Mx

D D

esitliklerini taraf tarafa gikararak her bir keyfi alinmis ¢ (x) € C o (D) fonksiyonu

i¢cin

f(u*(x) - uI(x))q)(x)dx =0 (3.34)

D

esitligini buluruz.

C'OOO(D) lineer manifoldu L,(D) uzayinda her yerde yogun  oldugundan
¢, (x),n = 1,2,... dizisi bulabiliriz ki , {¢,,(x)} c C°°°(D) ve n — oo sartinda
Pn(x) = (u*(x) —u(x)) olur. (3.34) esitligi her bir @(x) €C°" (D) igin

saglanir, yani bu hal i¢in de

f(u*(x) — u{(x))gon(x)dx =0 (3.35)
D

olur.

(3.35) esitliginin her yanindan n — oo igin limit alirsak ve  L,(D) uzayinda
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skaler ¢arpimin siireklilik 6zelligini kullanarak

f(u*(x) — u{(x))zdx =0

D

esitligini buluruz. Bu sonuncu esitlikten L*(D) uzaymda u*(x) ve uj(x)

fonksiyonlarmin esdeger, yani hemen hemen her yerde
u(x) = uj(x)

oldugu bulunur.

Boylece,

Ofu(xl,xz, e Xm)

u*(x) = Dfu(x) =
0xf16x§2 6xf;lm

) (‘£:‘€1+‘€2+”'+‘€m)

genellestirilmis tiirevinin tek oldugunu gostermis olduk.

Ozel halde wu(x) fonksiyonunun Klasik Dfu(x) tiirevi bulundugunda kismi
integrasyon formiliinii kullanarak bu tiirevin genellestirilmis w*(x) tirevi ile

cakistig1 gosterilir , yani bu hal i¢cinde

f u(x)D*p(x)dx = (—1){)}‘ D*u(x)(x) dx

D D
esitligi saglanir.

Genellestirilmis tiirevin tanimindan ve tekliginden asagidaki formiiliin dogrulugunu

gostermis olur;
D (cyuy (%) + caup (%)) = 3 Dfuy (x) + ;D uy(x)

Burada asagidaki genellestirilmis tiirevler var oldugunda soldaki genellestirilmis

tiirevinde varligini aliriz.

Genellestirilmis tiirevin tanimindan bulunur ki, genellestirilmis tiirev yalniz D? -nin

sekline baglidir. Kismi tiirevlerin tekrarlanma sirasina baglh degildir.

Dikkate alalim ki, genellestirilmis Dfu(x) tiirevinin varhgmdan #; <l sarti

saglayan #; icin D1u(x) tiirevinin varligi alinmiyor. Ayni zamanda D*u(x)
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afu(x)

seklindeki diger kismi tiirevlerde almmiyor. Omegin D*u(x) = P kismi
1
e g ? atu(x) e e -
tirevinin varligindan D*u(x) = ~oxl kismi tiirevinin varligi alinmiyor.
3

Genellestirilmis tlirev operatorii kapalilik 6zelligine sahip lineer operatordiir.

Gergektende , {u,(x)} € L,(D) dizisini alalim. Varsayalim ki ,

pn(x) — p(x) € Lo (D) .

O zaman
D’y (x) = p, (%)
ve
Hn(x) — p*(x) € Lo(D)
olsun.

Bu sartlar saglandiginda
Dfu(x) = p*(x)
olur.

Bunu ispatlamak i¢in

f 1 (D p(x)dx = (=1 f 1 ()9 (x) dx

D D

esitliginin her yanindan n — oo i¢in limit almak yeterlidir.

Simdi  varsayalim ki, u(x) € L,(D) fonksiyonunun  genellestirilmis
D*u(x) = u*(x) tirevi vardir. Bu u(x) fonksiyonunun ortalama fonksiyonu

uy (x) fonksiyonunu , yani

1 —
) = [ w0 (P52 ay

D

fonksiyonunu ele alalim.

Ortalama wu,(x) fonksiyonunun x degiskenine nazaran £ mertebeden klasik kismi

tiirevini hesaplayalim:
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Dlun() = g [ wonto (2 ay

D

ol fu( )Dlw ( ;y”>dy (3.36)
D

Bu formiilde x € D alindiginda ve bu x noktasindan D bdlgesinin § sinirina dek

uzaklik h>0 sayisindan biiyiik oldugunda a)( hy”) fonksiyonunu genellestirilmis

tirevinin tanimindaki , yani (3.33) formiiliindeki finit ¢(x) fonksiyonunun yerine

alabiliriz.

Bu yilizden de
(-1 p (lx=y\ 1 (=l
o | wopge (T ) dy = o [ w e (F2 2 ay

D D
esitligini yazabiliriz.

Bu formiilii (3.36) esitligini kullanarak asagidaki sekilde yazabiliriz:

1 —
Dy (1) = j u () (”x — ”)dy (3.37)

D

(3.37) formiiliinden goriiyoruz ki , genellestirilmis tiirevin ortalanmasi verilmis
fonksiyonun ortalama D% seklindeki tiirevinin D bolgesinde S simmirindan h>0

sayisindan biiyiik olan uzakliktaki x noktasindaki degerlerine esit olur.
Ortalama fonksiyonun 6zelliklerinden

up(x) —» u(x) ve h—0 sartinda D -nin dahilinde yerlesen her bir D’

bolgesinde L,(D') uzayinda
Dup,(x) — u*(x)
olur.

Genellestirilmis tiirevin ikinci tanimi da verilir.
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Tamm3.2. u,(x) € C ooo(E ™) igin u,(x) ve D*u, (x) fonksiyonlar dizilislerinin
n— o sartinda uygun olarak u(x) ve u*(x) € L,(D") fonksiyonlarina
yakinsadiklarmi  ve D' € D oldugunu varsayalim. O zaman u*(x) € L,(D)

fonksiyonuna u(x) € L,(D) fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi denir.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem3.5. Genellestirilmis tiirevin 1 ve 2 tanimlar1 esdegerdir[5]

Bu teoremi ispatlamak igin u*(x) fonksiyonu wu(x) fonksiyonunun tanim3.2

anlaminda genellestirilmis Dfu(x) tiirevi oldugunu varsayalim. Ozaman

f Dfo(x)u(x)dx = (—1)[J o(x)D*u(x) dx (3.32)

D D
formiilinde wu(x) fonksiyonu yerine wu,(x) ve D*u(x) fonksiyonu yerine

D*u,,(x) alalm.

O zaman

f u, (x)D¢p(x)dx = (—1){’[ Dfu,(x)p(x)dx,n = 1,2, ...
D D

esitligini aliriz. Bu esitlikte n — oo sartinda limit aldigimizda

J u(x)Dfp(x)dx = (—1)*[ D*u(x)(x) dx

D D
esitligini buluruz. Bu (3.33) formiili ile ¢akistigindan Tanim3.1 —i almis oluruz.
Teoremin tersi Tanim 3.2 ‘den dnce ispatlanmistir.

Simdi biz burada genellestirilmis tiirevin 6zelliklerini gosterelim .

D*u(x) = u*(x) fonksiyonunu u(x) fonksiyonunun bir D bolgesinde
genellestirilmis tiirevi oldugunda D*u(x) = u*(x) fonksiyonunu D bblgesinin keyfi
alt bolgesinde de u(x) fonksiyonunun genellestirlmis tirevi olur. Bu ozellik
tanim3.2 —den direk almir. u(x) € L,(D) fonksiyonu u(x) € L,(D)

fonksiyonunun a mertebeden genellestirilmis
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0%u(x)

a13,.%2 am
0x,0x,° ... 0x,,)

=u"(x) € L,(D)

tirevi oldugunda ve u*(x) € L,(D) genellestirilmis tiirevin de S mertebeden
genellestirilmis

Bur(x)
axflaxfz 0xflm

= u(x) € Ly(D)

tirevi oldugunda, o0 zaman u(x) € L,(D) fonksiyonunun a + 8 mertebeden

0%+ Pu(x)

®1+B1 5., 02+ B2 Am+Bm
dx, "'ox, e 0X)

= u(x) € L,(D)

genellestirilmis tiirevi olur.
Bu 6zellik genellestirilmis tiirevin 1 tanimindan alinr.

u(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda genellestirilmis tiirevinin olmasi , bu

fonksiyonun [a, b] araliginda mutlak siirekli olmasina esdeger oldugu ispatlanir.

Gergekten de wu(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda mutlak siirekli oldugunu
varsayalim. O zaman bu fonksiyonun [a, b] araliginda hemen hemen her yerde tiirevi
vardir ve u'(x) tiirevi integrallenen fonksiyon olur. Keyfi alinmis ¢(x) € C ofz'b] (D)
fonksiyonu i¢in

b

f u(x) ¢'(x)dx

a

integralini kismi integrasyon formiiliiniin uygulanmasiyla

b b
Ju(x) @' (x)dx = —Ju’(x)(p(x)dx

sekline alabiliriz.

Bu esitlikten u'(x)  fonksiyonunun  u(x) ¢ in genellestirilmis tiirevi oldugu

gortliir.
Aksine f(x) fonksiyonu siirekli fonksiyon oldugunda ve f(x) ¢ in genellestirilmis

f'(x) tirevi L,[a,b] uzayna dahil oldugunda
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f(x) = f(a) +ff’(§)d§, a<x<bh

olur. Buise f(x) fonksiyonunun mutlak siirekli fonksiyon oldugunu gosterir.

Genellestirilmis tiirevle birlikte genellestirilmis diferansiyel ifadelerde tanimlanir.
Ornek olarak ikinci mertebeden asagidaki operatorii dikkate alalim:

m

Lu = Zakna o, Zbk—+cu

kn=1

Burada L diferansiyel operatorunun eslenik L* diferansiyel operatoriinii de ele

alalim:
m m
i 3 gt S 2
u= Apn =——— k=—+cu
= 0x;,0xy, £ 0xy,

Burada € (D) smifindan alinmis keyfi ¢ (x) fonksiyonu i¢in

juL*godx = j Lupdx
D D

esitligi saglanir.

u(x) € L(D) fonksiyonlar i¢in genellestirilmis diferansiyel ifade , yani Lu = u*

ifadesi asagidaki esitlikle tanimlanir:
juL*(pdx = f u*pdx
D D

Burada ¢(x) fonksiyonu €°*(D) smfindan alinmis keyfi fonksiyondur.

Bu tanima dayanarak

Lu=20
Acik sekilde
m
Z Aen == Z bk -— + cu=0
o= axkaxn £
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denkleminin genellestirilmis u(x) ¢Oziimii asagidaki esitligi saglayan u(x)

fonksiyonuna denir.

f uL*epdx =0
D

Burada ¢(x) fonksiyonu €°” (D) sinifindan alinnus keyfi fonksiyondur.
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4. SOBOLEV UZAYLARI

4.1. wi(D) Sobolev Uzaymn Tanim

L,(D) uzayinda yerlesen ve birinci mertebeli genellestirilmis tiirevleride L, (D)
uzayinda olan tiim u(x) fonksiyonlar1 smifin1 wj (D) gibi gésterelim. w3 (D) sinifi
lineer uzay olusturur. u, (x) € wi(D), k=1,2,3,...,n i¢in

n

z crue(x) € wi(D)

k=1

olur. Burada ¢, keyfi sabit sayilardir. wi(D) lineer uzayinda asagidaki formiille

skaler ¢arpim tanimlanir;

du OJv
W v),1 = L <u v+ Z o 6xk> (4.1)

bu formiilde ;Tu genellestirilmis tiirevdir. (4.1) skaler ¢arpimin dogurdugu norm
k

n
0
IIuIIfVl = j u? + Z(—u 2 |dx (4.2)
2 D ] axk

formilii ile tanimlanir.(4.1) formiilii ile tanimlanmig skaler ¢arpimin tiim gereken

ozellikleri sagladig1 kolaylikla gosterilir;
(V)5 = ()5
(crug + €Uy, V)1 = €1(Up, V)1 + C2(Uz, V)15
u # 0i¢in (u,u) >0.
Bu o6zelliklerden
|, v) 1| < Hlullyg- vl

Cauchy-Bunyakovski esitsizligi ve

lu + vl < llullyz + vl

ticgen esitsizligi alinir.



Bdylece bu yontemle tanimlanmis w2 (D) uzayina Sobolev uzay: denir.
w1 (D) uzaymnda elemanlar dizisinin yakinsakligi, yani {u,} € wi(D) dizisinin
u € wi (D) elemanina u,, E u, n — oo sartindaki yakinsakligi

lun —ully,y — o0 (4.3)
sart1 ile saglanir.
w4 (D) uzayinda normun (4.2) ifadesinden kolaylikla (4.3) sartinin u,(x) dizisinin
u(x) fonksiyonuna ve % genellestirilmis tiirevler dizisinin Z—: genellestirilmis

tiirevine L, (D) uzayinda yakinsamasina esdeger oldugu alinir, yani

( lun — ull, ) — o,

J ou, OJu (4.4)
[ [|l— — — — 0, k=12,..,n

\10xi dxicl,

w3 (D) uzaymdaki normun ters iiggen
eellyg = ol | < Tt = wll,p
esitsizligini kullanarak w3 (D) uzaymdaki normun siirekliligi ispatlanir, yani
it = ull,y3 — o0
sartindan
litnllys — lellyg
sart1 alinir.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem4.1: w; (D) Sobolev uzay: Hilbert uzayidir[5].

Burada w; (D) uzaymm tam uzay oldugunu gdstermek teoremi ispatlamak igin
yeterlidir. Bu amagla w3} (D) uzayindan {u,(x)} € wj (D) Cauchy dizisini alalim,
yani bu dizi Ve > 0 igin O0yle N sayist vardir ki ,n>N esitligini saglayan V n ve

p=1,2,...sayilar1 i¢in

[—— unllwzl <€
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esitsizligi saglanir.
Burada Ve > 0 igin n — oo iken
||un+p - un”W% — o0 (4.5)
olur.
Simdi gésterelim ki dyle u(x) € wi(D) eleman bulunur ki, n — oo iken
it — 2,3 — o (4.6)
(4.5) sartim1 agagidaki sekilde yazabiliriz;

”un+p - un||L2 —0;

||6un+p B Ju,

—0,n — ®

axk axk L,

L,(D) uzay1 tam oldugundan oyle u € L,(D) ve v, € L,(D) (k=1,2,...,m)

fonksiyonlart bulunur ki n — oo iken

= ull, — o

—o0,(k=12,..,n) 4.7)

olur.

Ama genellestirilmis diferansiyelleme isleminin kapalilik 6zelliginden

du(x)
axk ’

u(x) e wi(D) ve v, = (k=1,2,...,n) oldugu goriiliir.

Bu (4.7) ile birlikte (4.4) sartina getirilmis olur ki bu da (4.7) ‘ye esdegerdir.

Boylece teorem ispatlanir.

42. w9 (D) Sobolev Uzaymin Tanimi

Burada tim u(x) € COOO(D) fonksiyonlar sinifinn w3 (D) normlu uzayma gore

kapanisindan alinan alt uzayr w5 (D) gibi gosteririz. Bu w° (D) Sobolev uzayida

tam ve skaler carpimli uzay olmasindan dolayr Hilbert uzay olur. Boylece

u(x) € WOE(D) olmast dyle u,(x) € C’Ow(D) ,(n=1,2,...) dizisi i¢in n — o
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iken
lun —ull,y — o (4.8)
olur .

WOE(D) uzayinda skaler ¢arpim ve norm uygun olarak (4.1) ve (4.2) formiilleri ile

tanimlanir.

Simdi u(x) € WOE(D) ve v(x) € wi(D) alalm. Bu durumda asagidaki parca

parca integrasyon formiilii dogru olur;

dv Ju
f u—dx=—j v—dx,(k=12,..,m) (4.9)
D p O0x

Gergektende u(x) € C’OOO(D) aldigimizda (4.9) formiilii genellestirilmis tlirevin

tanimi1 gibi dogrudur.

(4.8) formilini u,(x) € COOO(D) icin yazalim ve var sayalim ki , u,(x) dizisi

w2 (D) normunda u(x) € wj (D) fonksiyonuna yakinsar.

O zaman

dv du,
J un—dx=—J v—-idx,(k=1,2,..,m)

esitliklerinin her iki yanindan n — oo iken limit alindiginda (4.8) esitligini bulmus

oluruz.

Her bir u(x) € WOE(D) fonksiyonu i¢in asagidaki

fD u? (x)dx < ch (,ZT: aa—;;)z dx (4.9)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikteki ¢c>0 sayis1 u(x) fonksiyonuna bagli olmayan ve
yalniz D bolgesine bagli olan bir sabit sayidir. (4.9) esitsizligine Puankare-Friedrichs
esitsizligi denir.

(4.9) esitsizligini ispatlamak i¢in u(x) € ¢ (D) alahm.

0<x,<ak=1,2,..,mesitsizligi ile tanimlanan bir A kubunu alalim. A kubunda
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ki a sayismi dyle segelim ki, D bolgesinin kapanist olan D kiimesini A kubu iginde
saglansin, D € D olsun. A\D kiimesine u(x) fonksiyonunu sifir gibi devam

ettirelim.
O zaman u(x) € ¢°7(A) fonksiyonu igin

1ou(&q, Xg) ooy Xim)
I3

u(xy, X, ey X)) = J dé&;
0

esitligini yazabiliriz.
Bu son esitligin yardimiyla ve Cauchy-Bunyakovski esitsizliginin kullanilmasiyla

asagidaki degerlendirme yapilir;

2

@ ou
u2(xq, Xp, ooy X)) < aJ (—) dx, (4.10)
o \0x;

(4.10) esitliginin her yanini xq, X5, ..., X, degiskenlerine gore 0 ‘dan a ‘ya dek

integrallenerek

f fu(xl,xz,.. Xm)dx, dxy ...dx, < a f( —)?%dx
A

0x,q

esitsizligini buluruz. Son esitsizligin her yanim x; degiskenine gore 0 ‘dan a ‘ya dek

integralleyerek

JA u?(x)dx < azfA (;—;:1) dx

esitsizligi bulunur.Bu esitsizligin sag yanina

@[ 2 () o

ifadesini ekleyerek

f 2(x)dx<aJ Z axl

esitligini  buluruz. Bu esitlikte integral D bdlegesi lizerinde alindiginda bu

esitsizlikte ¢ = a? olmak iizere (4.9) esitsizligi u(x) € e (D) fonksiyonlar1 igin
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saglanmis olur.

Simdi u € woé(l)) ve {u,} c ¢°” (D) dizisinin wi (D) normunda u fonksiyonuna

yakin oldugunu varsayalim, yani n — oo iken
lun —ull,y — o0

oldugunu varsayalim. (4.9) esitsizligini u,, fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sekilde

yazalim:

2
ou,

axk L

m
lunll?, < ¢ )
k=1

Bu esitsizligin her iki yanindan n — oo i¢in limit alindi§inda

m
lulf, <>
k=1

esitsizligini buluruz. Bu esitsizlik (4.9) esitsizligidir. Dikkate alalim ki (4.9)

Ju
axk L

esitsizliginden
||u|| 1< clf Z:(an)2 dx, u€ WO;('D),Cl =c+1 (4.11)

esitsizligi almir.

Simdi w2(D) uzaymin tammim verelim. L,(D) uzaymdaki birinci ve ikinci
mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri olan tiim fonksiyonlarin kiimesini w2 (D)
gibi gosterelim. Bu w2 (D) kiimesinin lineer uzay oldugu kolaylikla goriiliir. w2 (D)
uzayinda skaler ¢arpim

2

f +Zm ou ov zm ’u  9%v dy (412
(u!v)W%(D) - u.v k= 1axk axk k'nzlaxkaxn ax;(axn x ( ' )

formiilii ile tanimlanir.(4.12) skaler ¢arpimin dogurdugu norm

1

lullyz = [(ww),z]? (4,.13)
seklinde tanimlanir.

Kolaylikla wZ(D) Sobolev uzayinin Hilbert uzay: oldugu ispatlanir.
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4.3.Puankare Esitsizligi Ve RellichTeoremi

4.3.1 Puankare Esitsizligi

Burada A ile m boyutlu kubu gosterelim. Bu A kubunun hacmini |A] ile gosterelim. O

zaman tiim u(x) € w, (A) fonksiyonlari igin

fu(x)dxl + = IAImJ Zk G P y2dx  (414)

u>
L ()dx < — 2l

esitsizligi saglanir.

(4.14) esitsizligine Puankare esitsizligi denir. Biz Puankare esitsizligini A kubunda
tanimlanmis siirekli diferansiyellenen fonksiyonlar i¢in ispatlayalim. A Kkubunda
siirekli diferansiyellenen fonksiyonlarm kiimesinin w3 (A) uzayinda her yerde yogun
oldugu gosterilir. Bu yiizden (4.14) esitsizliginin wj (A) smifinda da saglandig
alinir. (4.14) esitsizligini m=3 hali i¢in ispatlayalim. m=3 halinde A kubunun
0< x,y,z < a ecsitsizlikleri ile tanimlandigin1 varsayalim. A kubundan keyfi olarak
M;(xq,y1,21) Ve M,(x,,V¥,,2,) noklarini alalim. Bu halde A  kubunda tanimlanmis

stirekli diferansiyellenen u(M) = u(x,y,z) fonksiyonu i¢in asagidaki esitligi

buluruz:
X2 Y2
u(M;) —u(M,) =J D,u(x,y,,z,)dx +J Dyu(xy,y,z;)dy
X1 Y1
Zy
+j Dzu(x1:3’1'z)dz
Z1
Burada

(a+b+c)? <3(a?+b?+c?)

esitsizligini kullanarak buluruz;

2

Y2
[u(My) —u(M)]* <3 [f D,u(x, yz,zz)dxl +3 [f Dyu(xy,y,2;)dy

+3 U D u(xl,yl,z)dzl

Bu esitsizligin sag yanindaki terimlerin her birine Cauchy-Bunyakovski esitsizligini
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uygulayarak ve integrallerin integrallenme araligini [0, a] ile degistirerek asagidaki
esitsizligi buluruz:

a

(M) — u(MP < 3al | (DG z)) '+ [ (Dyuta,y,2)) dy

+ f (Dzu(xl, Y1 Z))de]
0

Bu esitsizligin her yanim1 dM;dM, - ye gore (dM; =dx;dy;dz;,i =1,2)
integralleyelim, burada M; ve M, noktalar1 A  kubunda birbirine bagli olmadan

dolasir. Boylece asagidaki esitsizlikler bulunur :

{ f [w(M,) — u(M,)]? dM,dM, < 3¢5 JA [(g—z)z + (Z_DZ + (3—12‘)2] dM | (4.15)

Burada (4.15) esitsizliginin sol yanindaki integrali agagidaki sekle doniistiirelim.

2

ff [u(My) — u(M,)]? dM,dM, = 2a3f u?(M) dM — 2 f u(M)dM
A A A

Bu esitsizligi (4.15) esitsizliginde dikkate alahm ve 2a® = 2|A|  ifadesine
sadelestirelim. O zaman m=3 hali icin (4.14) esitsizligini buluruz. Boylece

Puankare esitsizligi ispatlanmis olur.

Sonug¢: D bolgesinin E™ Euclide uzayinda smirli bolge oldugunu varsayalim. O
zaman Ve > 0 igin Oyle sonlu N sayis1 vardir ki ve L, (D) ¢ift —¢ift ortagonal olan

oyle @1(x),@,(x), ..., on(x) fonksiyonlart1 bulunur ki ,bu fonksiyonlar ig¢in

lonllL, @) < 1 esitsizlikleri saglanir ve u(x) € WO;(D) fonksiyonlar1 igin

N m

j w2 (x) dx < Z[u(x)gon(x)dx]z +e J z (;Tuk)z dx (4.16)
A

A n=1 k=1
esitsizligi saglanir.

(4.16) esitsizligini u(x) € C’OOO(D) fonksiyonlar1 i¢in ispatlamak yeterlidir. Ciinkii

" (D) = w5 (D) dir.
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D bolgesini iginde saglayan A kubunu ele alalim. Tim u(x) € COOO(D)
fonksiyonlarimi A\D kiimesini sifir olarak devam ettirelim. Ele alinmis ve degismez
saglanan € > 0 sayisi i¢in A kubunu esit Ay, A,, ..., Ay kublarina ayiralim. Buradaki

N sayisint dyle segelim ki,
m. 2
5 A2 < & (4.17)

esitsizlikleri saglansin. Asagidaki esitlikle ¢, (x) fonksiyonlarini tanimlayalim :

1
L XEA ND,
Pn(x) = 1 /1An] "
o ,x¢&A,ND
Dikkate alalim ki , ¢,(x) fonksiyonlarinin ingasinda her bir n=1,2,....N igin
lonllL,m) <1 ve @,(x) fonksiyonlar cift-¢ift ortagonaldir.

Boylece (4.14) esitsizligini u(x) € C’OOO(D) icin A,, kubu i¢in yazarsak ve (4.17)

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi buluruz:

Ap An

Sonuncu esitsizligi tim n=1,2,...,N i¢in taraf tarafa topladigimizda (4.16)

esitsizligini bulmus oluruz.
Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem4.2. (Rellich)

D kiimesinin E™ Euclide uzaymdan alinmis keyfi smirli bdlge oldugunu
varsayalim. O zaman w3 (D) uzaymm normuna nazaran smirli olan her bir
u(x) € WOE(D) fonksiyonlar1 kiimesi L,(D) uzaymnda kompakt kiime olusturur.
Bazen Rellich teoremini WOE(D) uzayt L,(D) wuzaymna yatirilmistir seklinde de
soylenebilir[2].

Ispat: WOZ(D) uzaymda lun Oy <A esitsizligini  saglayan

{un(x)} € w3(D) dizisini ele alalim. Bu {u,(x)} dizisinden {u, (x)} alt dizisi
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secelim. Bu {unk (x)} alt dizisi igin

”unk - unk"'p”W%(D) <24

esitsizligi saglanir. Burada n;, ve n, + p keyfi sayilardir. Boylece,

2
f Z O aunk+p dx < 442
axl X -

esitsizligi saglanir.

Teoremi ispatlamak igin WOE(D) uzayindan keyfi alnms ve [|un(X)ll,10p) <A
esitsizligini saglayan her bir {u,(x)} c WO;(D) dizisinden fundamental olan ve
L,(D) uzayinda yakinsak olan {unk} alt dizisinin segilebildigini gostermemiz

gerekir.

Simdi biz &, = — ,p = 1,2, ... dizisini alalim. O zaman her bir &, i¢in yle

o7 (0), 7 (@), .., o) ()

fonksiyonlart segilir ki bu fonksiyonlar i¢in (4.16) esitsizligi saglanacaktir. p=1,2,..

sayilar1 ve n=1,2,...,N,, sayilari i¢in

f U; (x)<p(p)(x) dx,i=1,2, ...
D

sayisal dizisinin modiilii A sayisi ile sinirli olur;

2

fu ()P (x) dx Sf 2(x)dxf[(p(p)(x)]zdxSA2
D

D D

{u;(x)} dizisinden dyle {u;(x)} alt dizisi segebiliriz ki , tim p=1.2,... ve

n=1,2,....N,, sayilar1 i¢in sayisal

f ull(x)go(p)(x)dx J1=12,.. (4.18)
D

dizisi yakinsak olur.
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Simdi {uil(x)} alt dizisinin L,(D) uzayinda yakinsak oldugunu gosterelim. keyfi
p=1,2,... i¢in ¢T(lp) (x) ,n=1,2,...,N,, fonksiyonlarin1 6yle segelim ki,

2

f[ull(x) w; (x) dx< J ug, () — uy, (x))w(p)(x)dx +44%. ¢,

n=1|A

i,l=12,.. Ve >0 igin dyle p sayisi secelim ki 4A2.ep < % esitisizligi saglansin.
(4.18) dizisinin yakinsakligin1 kullanarak oyle [, bulunur ki j, 1 > [, i¢in sonuncu

esitsizligin sag yanida 2 den kiiciik olsun. O zaman j,l > [ i¢in

f [uil(x) — ul-j(x)]2 dx < &

D
esitsizligi saglanacaktir. Bu ise u; (x) dizisinin L,(D)  uzaymn normuna gore
kendisinde yakinsak  oldugunu gosterir. Buradanda u;(x) dizisinin L, (D)

uzaymda limitinin oldugunu gosterir. (L,(D) uzaymn Hilbert uzayr olmasindan

dolay1). Boylece Rellich teoremi ispatlanmis oldu.
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5. w5 (D) SOBOLEV ~ UZAYINDA  QUADRATIK
FONKSIiYONELIN MINiIMUM PROBLEMIi

5.1 Quadratik Fonksiyonelin Minimum Problemi

Burada ay,(x) = ay(x), (k,n=12,..,m) fonksiyonlari D bolgesinde
tanimlanmis sinirh 6lgiilen fonksiyonlar olduklarini varsayalim. Katsayilart a,,; (x)
fonksiyonlar1 olan quadratik formun D bdlgesinde diizgiin pozitif belirli oldugunu

varsayalim, yani keyfi alinmis reel &;(i = 1,2, ..., m)degiskenleri igin
m

a) §F< ) )G @>0) (5.1)

i=1 kn=1

esitsizliginin saglandigini varsayalim. Burada a sabit say1 olup x degiskenine bagh
degildir. ay,,(x) fonksiyonlarinin D bdlgesinde sinirli olmalarin1 kullanarak

asagidaki esitsizligin de saglandig1 bulunur;

> an g <B Y & >0 (52)
kn=1 i=1

Burada f sabit sayidir. WO;(D) smifindan ali u(x) € WO;(D) fonksiyonlarinda

tanimlanmis asagidaki esitlikle tanimlanan

N ou 9
jw = | (Z ) 5o af)d" (53)
D n

kn=1
fonksiyonelini ele alalim.

(5.1) ve (5.2) esitliklerinin kullanilmasiyla J(u) fonksiyoneli igin asagidaki

degerlendirmeyi yapabiliriz:

a " (O dx <J(uw) B Y (5.4)
) = 0 axl

i=1

Burada (5.3) Puankare-Friedrichs esitsizligini kullanarak ve (4.11) esitsizligini

dikkate alarak (5.4) esitsizligini asagidaki sekilde yazabiliriz:



allullZy <J@) < Bllul, , (0 < a; < B) (55)
Burada a, pozitif sabit bir sayidir.
Burada J(u) fonksiyoneli ile birlikte asagidaki esitlikte tanimlanan bi lineer
R du @
u ow
Jww) = | <2 ank<x)a—a—> dx (56)
D kn=1 Xk OXn
u(x), wix) € WO;CD) ifadesini ele alacagiz.

Lemma 1: J(u) ve J(u,w) fonksiyonelleri WO;(D) uzayidaki yakinsamaya gore

stirekli fonksiyonellerdir[2].
Ispat: n — oo iken
it — ull,s — 0
ve
Wy = Wl — o0
olduklarmi varsayalim. O zaman
J(up) — J(w)
ve
Jwy) — J(w)

olduklarmi gdsterelim. Ozellikle sonuncu yakinsamay1 gostermek yeterlidir. Yani

n — oo iken

du, dwy, Jdu ow o
jaij(x)a—Xi 0%, dx — f aij(x)a_xia_xjdx’(l’] =12,..,m) (5.7)
D D

yakinsakliklariin gosterilmesi yeterlidir.
(5.7) ifadesini ispatlayalim. Burada n — oo iken

Ju, du

ﬁ O
ax]' ax]

Ly

Yakmnsakligindan ve a;;(x) fonksiyonlarinin smnirli olmalarindan n — oo iken
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du, Ju

al-j - aij - — 0
axj axj L,
yakinsaklig1 alinir. Buradan ek olarak n — oo iken
ow, Jw
ax]' ax]

Ly

olur. Bunlar dikkate alinarak L,(D) uzaymnda skaler ¢arpimin siirekli olmasi

ozelliginden (5.7) baglantisi alinir.

Simdi h(x) fonksiyonunun L,(D) uzaymdan alinmis degismez saglanan bir

fonksiyon oldugunu varsayalim. Asagidaki fonksiyoneli ele alaim:
P = J(w) — 2 f h(x)u(x)dx (u € w°§(1>)) (5.8)
D

Lemma 2: (5.8) formiilii ile tanimlanan ¢ (u)fonksiyoneli WO;(D) uzayinda
stirekli ve alttan sinirh fonksiyoneldir. ¢(u) fonksiyonelinin siirekli olmast J(u)

fonksiyonelinin siirekli olmasindan ve

l(u) = J h(x)u(x)dx (5.9)
D

lineer fonksiyonelinin WO;(D) uzayinda siirekli olmasindan alinir. Burada ayni
zamanda WO;(D) uzayindaki yakinsakliktan L,(D) uzaymdaki yakinsaklik alinir.

Sonuncu yakinsakliktan ise [(u) fonksiyonelinin siirekliligi alinir[2].

Simdi burada ¢(u) fonksiyonelinin alttan smirh oldugunu gosterelim. (4.,4)
esitsizliginden ve Puankare-Friedrichs esitsizliginin uygulanmasiyla asagidaki

degerlendirme yapilir;

2

(0
B = 160 = 2l Ikl = @ [ (5 dx = 2lull, Al
D

¢ ox;
=1

2
a a Cc Cc
2 — 2
> = [[ull?, - 2llully, AL, = ( [ lull, — = ||h||L2) = llul?,
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c
2
> ——|Ihl,
lemma ispatlandi.

Boylece WO;(D) smifinin fonksiyonlarinda ¢p(u) fonksiyoneli tanimlanmis ve alt

1 : . . -
sinirt vardir. Bu alt smir1 w%,(D) uzaymn bir fonksiyonunda minimum deger alip

almadig1 problemini belirlemek gerekir.

5.2. Varyasyon Probleminin Coziimii

WO;(D) uzayindan u(x) ve w(x) fonksiyonlarini alalim. Kolaylikla

du+w)=0¢p@)+2|J(w,w) — f hwdx | + J(w) (5.10)
D

oldugu gosterilir.

¢ (u) fonksiyonelinin alt sinirin1 d ile gosterelim, yani

d= inf ¢(u)

1
UEWOZ

olsun. O zaman infimumun tanimindan dyle minimumlastiric1 {u,} € w°; (D) dizisi

bulunur ki , k — oo sartinda
dp(u) =dy — d (5.11)
olur.

(5.10) fonksiyonelinde u(x) fonksiyonunu u,(x) ile w(x) fonksiyonunu A reel

parametre olmakla Aw(x) ile degistirelim. Burada
d(up + Aw) > d

esitligini dikkate alarak asagidaki degerlendirmeyi yapariz:
A2J(w) + 22 ] (ug, w) — f hwdx|+d,—d =0 (5.12)
D

esitsizliginden goriiyoruz ki , A parametresinin quadratik ii¢ terimlisi negatif degildir.

O zaman bu quadratik {i¢ terimlisinin diskriminant1 i¢in

70



2

J (ug, w) — f hwdx| <J(w)(d, —d) (5.13)
D
esitsizliginin saglanmasi gerekir.Burada
i = )| < [/ w) = [ howdx| + |1t w) = [ howdx
D D

degerlendirmesini dikkate alarak (5.13) esitsizliginden asagidaki degerlendirmesini

buluruz.

|J(up — up,w)| < \/](w)[\/dk —d+./d, —d]

Burada w = u, — u, alip ve sonra ,/J(w) ifadesini sadelestirip sonra ise her tarafin

quadratini alirsak

2
J(ur —up) < [\/dk —d+./d,—d|
esitsizligini buluruz.

Bu esitsizlikten (5.5) esitsizligini kullanarak asagidaki gereken esitsizligi buluruz:

1 2
s = el oy < o[Vl = d +d, — d] (5.14)

Asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 3.Minimallastirici {u(x)} dizisi WO;(D) uzayinda yakinsak dizidir.
Gercektende (5.14) ve (5.11) ‘den

. _ 2
Jim g = ugllZy = 0 (5.15)

oldugu alinir. WO;(D) tam Hilbert uzay1 oldugundan (5.15) —dan ise {u,} dizisi

couchy dizisi olmasindan dolay1 6yle u, € WO;(D) fonksiyonu bulunur ki ,
Lim Jlwye —uoll = 0
esitligi saglanir[1]

Lemma 4. uy(x) fonksiyonunun minimallastirict dizisinin limiti oldugunu var
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sayalim. O zaman her bir w € WO;(D) fonksiyonu i¢in

J(ug,w) = f hwdx (W € WO;(D)) (5.16)
D

esitligi saglanir[1].

Bu lemmanin ispat1 lemma 1 ‘e dayanarak (5.13) esitsizliginin her yanindan k — oo

sartinda limit almakla ispatlanir.
Asagidaki esas teorem dogrudur.

Teorem5.1: ¢(u) fonksiyoneli dakik alt smirimi (infimum degerini ) tek bir tane

ug(x) € WOE(D) fonksiyonunda alir[1].
Uy (x) fonksiyonunun minimallastirici dizinin limiti oldugunu varsayalim.

u(x) € WOE(D) alalim.  w(x) = u(x) — uy(x) olsun. (5.10) esitliginde u(x)‘in

yerine uy(x) yazalim ve (5.16) esitligini kullanarak buluruz:

¢(u) = p(uo +w) +J(w) (5.17)

Burada J(w) = 0 oldugunda w = 0 oldugu bulunur. Bu yiizden

¢(w) = ¢p(uo) (5.18)

esitsizligi bulunur. Burada esitsizlik yalmiz u =wu, halinde alinir. Teorem5.1

ispatlanmuis olur.

Not 1: uy(x) minimallastirict fonksiyonun tek olmasindan her bir minimallastirici

dizinin uy(x) minimallastirici fonksiyonuna yakinsayacagi gortliir.

Not2: Biz minimallatirict  ug(x) fonksiyonunun keyfi alinmis w € WO;(D)
fonksiyonu ile birlikte (5.16) bagintisim1 sagladigini gordiik. Simdi tersine (5.16)
baglantisinin saglandigim1 varsayalim.O zaman (5.17) —den almir ki, ug(x)
minimallestirict fonksiyondur. Boylece ,(5.16) baglantisina uy(x) fonksiyonunu
belirleyen varyasyon denklemi oldugu gibi ele alabiliriz. Bu (5.16) esitligi 6nce ele
aldigimiz varyasyon problemine esdegerdir.Boylece, (5.16) esitligi ¢ (u)
fonksiyonelinin birinci varyasyonunun u(x) = uy(x) alindigindaki sifira esit olmasi

sartidir.

72



5.3. Siir Deger Problemi ile Baglanti

D bolgesinin § smurt regiiler oldugunu ( yani her bir noktasinda teget diizleminin

oldugu yiizey oldugunu ) ve a,(x) fonksiyonlarimin D bolgesinin kapanist olan D
bolgesinde siirekli diferansiyellenen oldugunu ve wuy(x)  fonksiyonunun ele
aldigimiz varyasyon probleminin ¢6ziimii oldugunu varsayalim. O zaman uy(x)

fonksiyonu J(u) fonksiyonelinin Euler-Ostrogradski denkleminin , yani

- i a%(akn(x) ;7”) = h(x) (519

kn=1
denkleminin
ulx)|s =0 (5.20)

sinir sartin1  saglayan ¢6ziimii olur. Burada (5.19) denklemini almak i¢in 6nce (5.16)
esitliginin sag yaninda parca-parca integrasyon formiiliinii uygulayip , sonra ise
(5.16) esitligini

i ) auo) i
a akn(x) axn

kn=1

wdx = 0 (5.21)

]

seklinde aliriz.

(5.21) esitligi keyfi alinmis w € WO;(D) icin saglanir. WO;(D) Sobolev uzayi
L, (D) Hilbert uzayinda her yerde yogundur. (5.21) esitliginin sol yaninda parantez

icerisindeki ifade C(D) uzayma dahildir. Bu yiizden varyasyon hesabmin esas

lemmasina  gore veya w®3(D) = L,(D) esitliginin saglanmasindan parantez
icirisinde ki ifadenin her bir x € D i¢in sifira esit olmasi alinir. Yani (5.19) esitligi

alinir.

Boylece varyasyon problemin C2(D) uzayma dahil olan ¢oziimii (5.19)-(5.20)

probleminin klasik ¢6ziimii olur. Ama ele aldigimiz varyasyon probleminin

Uy(x) € WOQ(D) ¢oziimii (5.19)-(5.20) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii olur.
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SONUC

Bu tezde genellestirilmis tiirev anlami verildi. Kismi tlirevli diferansiyel
denklemlerin genellestirilmis ¢6ziimii anlami verildi. Soblev uzayinda Quadratik
fonksiyonelin minimum problemi ele alind1 ve incelendi. Bu Quadratik fonksiyonelin
Euler Ostragranski denklemi yazildi ve bu denklemin genellestirilmis ¢Oziimii

tanimlanda.
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