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Tez Danışmanı: Doç. Dr. Akın Osman ATAGÜN 

 

ÖZET 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci ve ikinci bölümde, çalışmayla ilgili literatür ve 

temel bilgiler verildi. Üçüncü bölümde, yakın-halkalarda P-regülerlik, P-kuvvetli regülerlik 

ve P-asallık kavramları detaylı olarak incelendi. Ayrıca bu kavramların yakın-halkanın diğer 

kavramlarıyla ve birbirleriyle olan ilişkileri araştırıldı.  

Dördüncü bölümde, verilen bir P ideali kullanılarak yakın-halkanın P-merkezi, bir elemanın 

P-merkezi, P-sağ (sol) birim tanımları yapıldı. Bir yakın halkanın  P-birimlerinin cümlesinin, 

yakın-halkanın ikinci işlemine göre alt yarıgrubu olduğu ispatlandı. Aynı zamanda P-sağ 

(sol) değişmeli, P-medial ve P-tam asal yakın-halka tanımları yapıldı, ve bu yakın-halkalar 

için bazı özellikler ve sonuçlar elde edildi. Ayrıca bu kavramların P-regülerlik, P-kuvvetli 

regülerlik ve P-idempotent elemanlar ile ilişkileri incelendi.   

Anahtar Kelimeler: Yakın-halka, P-regülerlik, P-kuvvetli regülerlik, P-idempotent eleman,                                                                                 

P-tam asal ideal. 
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ABSTRACT 

This thesis consists of four chapters. The literature and basic informations about the study 

have been given in the first and second chapters. In the third chapter, concepts of P-

regularity, P-strongly regularity and P-primeness in near-rings have been investigated in 

details. Also relationships which being with other concepts in near-rings and with each other 

of these concepts have been researched.  

In the fourth chapter, concepts of  a P-center of near-ring, P-center of an element and  P-right 

(left) identity by using a given ideal P have been defined. It has been proved that the set of 

all P-identities in a near-ring is a multiplicative subsemigroup of it has been proved. Also 

concepts of P-right (left) permutable, P-medial and P-completely prime near-ring have been 

defined, and some properties and results have been obtained for these near-rings. 

Furthermore relationships between this concepts and   P-regularity, P-strongly regularity and 

P-idempotent elements have been examined. 

Keywords: Near-ring, P-regularity, P-strongly regularity, P-idempotent element,                 

P-completely prime ideal. 
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LİSTESİ 

  : Yakın-halka 

   :   yakın-halkasının 0-simetrik kısmı 

   :   yakın-halkasının sabit kısmı 

  :  -grup 

     :   ’dan    ’ya tüm fonksiyonların yakın-halkası 

      :      ’da sıfırı koruyan tüm fonksiyonların yakın-halkası 

      :      ’da tüm sabit fonksiyonların yakın-halkası 

   :   yakın-halkasının dağılmalı kısmı 

  : Halka 

         :   ’den   ’ye tüm yakın-halka homomorfizmlerinin cümlesi 

   :   ’nın sıfır elemanı 

           :      ’nın sıfırlayanı 

 
 ⁄  : Bölüm yakın-halkası 

     : Yakın-halkanın merkezi 

 -     : Yakın-halkanın  -merkezi 

   :   ’nin  -birim elemanlarının cümlesi  

  
   :     ’nin  -inverslerinin cümlesi 

  
   :     ’nin  -sol inverslerinin cümlesi 

  
   :     ’nin  -sağ inverslerinin cümlesi 

 

 

 



 

1. GİRİŞ 

Halkaların bir genellemesi olan yakın-halkalara ilk adım, 1905 yılında Dickson [1] 

tarafından atılmıştır. O, tek yönlü dağılma özelliğine sahip cisimlerin varlığını 

ispatlamıştır, bugün bu cisimler yakın-cisim olarak isimlendirilmektedir. 

Regülerlik kavramı ilk olarak Roos [2] tarafından halkalar üzerinde tanımlanmış, 

ilerleyen yıllarda ise çeşitli regülerlik kavramları elde edilmiştir. Bu kavramların 

çoğu yakın-halkalar için de tanımlanmış ve Groenewald ve Potgieter [3] gibi çeşitli 

araştırmacılar da bunlar hakkında bir çok genel teori geliştirmiştir. Mason [4] yakın 

halkalarda regülerliği sağ ve sol regülerlik olarak ikiye ayırmış, ve daha çok sağ 

yakın-halkalarda regülerlik ve kuvvetli regülerlik kavramlarını incelemiştir. Daha 

sonraki yıllarda ise, birimli 0-simetrik yakın-halkalarda sol regülerlik, sağ regülerlik 

ve sol kuvvetli regülerliğin birbirine denk olduğu gösterilmiş, Reddy ve Murty [5] 

sadece birimli 0-simetrik yakın-halkalar için değil, herhangi bir  yakın-halkada da bu 

üç kavramın denk olduğunu kanıtlamıştır. Ayrıca Hongan [6] bu denkliğe  sağ 

kuvvetli regülerlik kavramını eklemiştir. 

Halkalarda asallık kavramı yakın-halkalara bir çok farklı asallık tanımı ile 

uyarlanmıştır. Bu tanımlardan her biri halkalardaki asallığın bir genellemesidir. 

Yakın-halkalarda asal idealler çeşitli yazarlar tarafından yoğun bir şekilde 

araştırılmıştır. İlk olarak 1970 yılında, Holcombe [7] asal yakın-halkalar kavramını 

tanımlanmıştır. Fakat dağılma özelliği tek yönlü olduğundan ve yakın-halkada ilk 

işlem genelde değişmeli olmadığından, Holcombe [7] 0-asal (veya asal), 1-asal, 2-

asal olarak isimlendirdiği asallığın üç farklı kavramını tanımlamıştır. Ramakotaiah 

ve Rao [8], 1-tipinde asal ideal ve 2-tipinde asal ideal kavramlarını tanımlamıştır. 

Groenewald [9] 1-tipinde asal ideal yerine 3-asal ideal ifadesini kullandı ki 

literatürde bu kullanım, daha sık karşımıza çıkmaktadır. Ayrıca, literatürde 2-tipinde  

asal ideal yerine tam asal ideal ifadesi kullanılmaktadır. 

Ayrıca çeşitli araştırmacılar asallık ile kuvvetli regülerlik kavramları arasındaki 

ilişkiyi araştırmıştır. Örneğin, Argaç ve Groenewald [10] kuvvetli regüler yakın-

halkaları karakterize etmek için sol 0-asal ve sol tam asal idealler arasındaki ilişkiyi 

kullanmıştır. Aynı zamanda kuvvetli regüler kavramı yakın-halkalardaki bir çok 

kavrama uyarlanmaya çalışılmıştır. Hadelman ve Lawrence [11] tarafından kuvvetli
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asal yakın-halkalar tanımı yapılmış ve Groenewald [12] bu kavramı genişletmiştir. 

Booth ve ark. [13] kuvvetli asal yakın-halkaların bir alternatif tanımı olarak kuvvetli 

equiprime (e-asal) yakın-halkaları tanımlamıştır. 

Yakın-halkalarda merkez, idempotent eleman, birim, sağ ve sol değişme, medial, 

komutatiflik, abelyenlik, iç çarpan özelliği gibi kavramlar uzun zamandır 

bilinmektedir. Manara [14], Birkenmeier ve Heatherly [15] gibi çeşitli araştırmacılar 

medial, sol değişmeli, sağ değişmeli ve komutatif yakın-halkaların temel özelliklerini 

geliştirmiştir. Mason [4] ve Drazin [16] merkez ve idempotent kavramlarını ve bu 

kavramlar arasındaki bazı ilişkileri  incelemiş, aynı zamanda bu kavramların regüler 

formlar, kuvvetli regüler formlar ve asal idealler ile ilişkileri üzerine çalışmıştır. 

Ayrıca, Birkenmeier [17] idempotent elemanların cümlesi ve tam asal idealler 

arasındaki ilişkiyi incelemiştir. Mason [18] yakın-halkalarda regülerliğin kuvvetli 

formlarını tanımlamış ve kuvvetli regüler ve idempotent elemanlar arasındaki bazı 

ilişkileri araştırmıştır. Ayrıca Drazin [16] bütün elemanları merkezde olan yakın-

halkalarda regülerlik üzerine çalışmalar yapmıştır. 

 -regülerlik kavramı ilk olarak  Andrunakievich [19]  tarafından halkalar üzerinde 

tanımlanmış ve daha sonra, bu kavram Choi [20] tarafından yakın-halkalara 

aktarılmıştır. 2012 yılında, Dheena ve Jenila [21]  -kuvvetli regüler yakın-halkalar 

kavramını tanımlamış ve kuvvetli regülerliğin bazı özelliklerinin  -kuvvetli 

regülerlikte de sağlandığını göstermiştir. O, aynı zamanda ilk kez  -asallık 

kavramını tanımlamıştır [21]. 

Bu yüksek lisans tezinde ilk olarak, yakın-halkalarda  -regülerlik,  -kuvvetli 

regülerlik,  -idempotent ve   -asallık kavramları verilmiş, ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

Son bölümde, verilen bir  -ideali kullanılarak bir yakın-halkanın merkezi, bir 

elemanın merkezi, (sağ-sol) birim, (sağ-sol) değişmelilik, mediallik, tam asallık ve  

iç çarpan gibi yakın-halkalarda bazı kavramların genelleştirilmeleri verilmiştir. 

Ayrıca bu genelleştirilmeler tarafından  -regülerlik,  -kuvvetli regülerlik ve   -

idempotentler üzerinde bazı sonuçlar elde edilmiştir. 



 

2.TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, temel bilgi niteliğinde olan ve tezin diğer bölümlerinde ortak olarak 

kullanılan tanım ve teoremler verilecektir. İlk baskısı 1977 ve yenilenmiş baskısı 

1983 yıllarında basılan Günter Pilz’e ait ‘Near-rings’ [22] kitabı, bu bölüm için temel 

kaynak olarak alınmıştır. 

2.1. Yakın-halkalar 

Halkaların bir genellemesi olan yakın-halkalara ilk adım, 1905 yılında Dickson 

tarafından atılmıştır. Dickson, tek yönlü dağılma özelliğine sahip cisimlerin varlığını 

ispatlamıştır. Bugün bu cisimler yakın-cisim olarak adlandırılmaktadır. 

Yakın-halkalar, halkalardan farklı olarak, ilk işleme göre değişmeli olması 

gerekmeyen ve tek taraflı dağılma özelliğinin sağlandığı, genelleştirilmiş halkalardır. 

Yakın-halkalar açık olarak aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

Tanım 2.1.1. ([22])   cümlesi üzerinde “ ” ve “ ”  ile gösterilen iki ikili işlem 

alalım. Eğer, 

a)       değişmeli olması gerekmeyen bir grup, 

b)       bir yarı grup, 

c)           için aşağıdaki iki dağılma özelliğinden en az birisi sağlanıyor ise  

       i)                  veya  ii)                 

        üçlüsüne bir yakın-halka denir. 

Eğer (a), (b) ve (i) şartı sağlanıyorsa,   ’ye sağ yakın-halka, (a), (b) ve (ii) şartı 

sağlanıyorsa,   ’ye sol yakın-halka denir.  

Bu tez çalışmasında kullanılan her yakın-halka terimi bir sağ yakın-halkayı ifade 

edecek olup elde edilen sonuçlar sol yakın-halkalar için de paralel olarak 

sağlanmaktadır. 

Bazı yakın-halka örnekleri aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.1.2.       herhangi bir grup olsun.  

     {        |                 
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ile tanımlanan cümle, fonksiyonlarda toplama ve bileşke işlemleri altında bir yakın-

halkadır.  

Örnek 2.1.3.       herhangi bir grup ve “  ” bu grubun etkisiz elemanı olmak 

üzere fonksiyonlarda toplama ve bileşke işlemleri altında aşağıdakiler birer yakın-

halkadır.  

a)       {        |             

b)       {        |           

Örnek 2.1.4.       bir grup ve bu grup üzerinde ikinci işlem,        için; 

   {
     
     

 

ile verilsin. Bu durumda,   bir yakın-halkadır. Bu yakın-halka literatürde aşikar 

yakın-halka olarak geçmektedir. 

Örnek 2.1.5. Her grup için bir yakın-halka elde edilebilir. Gerçekten,       eğer 

grubu üzerinde ikinci işlem,        için,  

      

ile tanımlanırsa,         bir yakın-halkadır.  

Özellikler 2.1.6. ([22])   bir yakın-halka olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler 

vardır.  

a)      için,      dır. 

b)        için,           dir. 

İspat: a)      için, sağdan dağılma özelliğinden,  

                

ve buradan      bulunur.  

b)        için, sağdan dağılma özelliği ve (a) kullanılarak,  

                            

elde edilir.  

Not: Bir N yakın-halkasında, her zaman,        için,  
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     ve           

sağlanmayabilir. Örnek 2.1.2 ’de tanımlanan      yakın-halkasında,          

için,  

     

olması   fonksiyonun orjinden geçmesiyle mümkündür. Benzer olarak 

             

olması   fonksiyonunun tek fonksiyon olması ile mümkündür.  

Tanım 2.1.7. ([22])   bir yakın-halka olsun.  

a)    {    |       cümlesine   yakın-halkasının  -simetrik kısmı, 

b)    {    |       {    |                   cümlesine   yakın-

halkasının sabit kısmı denir. 

   ve    birer yakın-halka olup,      ise   yakın-halkasına sıfır-simetrik yakın-

halka ve      ise   yakın-halkasına sabit yakın-halka denir. 

Örnek 2.1.8. ([22])                ve                 dır. Gerçekten, 

                 {       |    }   

                          {       |       }                                                                                

                            

ve 

         {      |    } 

                {      |       } 

               

dır.  

Böylece,        -simetrik;       bir sabit yakın-halkadır. 

Teorem 2.1.9. ([24]) Bir   yakın-halkası için         dir. 

İspat:     için,  

[      ]  [  (     )]     (     )             
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Buradan,  

          

dır. Üstelik mN için,  

         

olduğundan  

      

ve dolayısıyla 

  [      ]     

şeklinde yazılır. Bu ise ispatı tamamlar.  

Dolayısıyla, bir   yakın-halkasında      için, 

         

olacak şekilde        ve        vardır.  

      bir grup,       ve       ’da iki alt grubu olsun. Eğer,     {  , 

      ve       alt grubu       ’da normal ise,       grubuna;       alt 

grubunun       alt grubuyla bir yarı-direkt çarpımı adı verilir. 

Sonuç 2.1.10. ([23]) Bir         yakın-halkası için,       grubu,        ve 

       altgruplarının bir yarı-direkt çarpımıdır. 

İspat:        olsun. Bu durumda, 

     

 olacak şekilde     vardır ve  

     

 

dır. O halde, 

                      

yani,       {   dır. Teorem 2.1.9 ’dan         dir. Son olarak,        

’nın         ’da normal olduğunu gösterelim. Eğer      ve     ise, bu 
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durumda                

                                                                                                       

burada, 

     

olduğundan,     ifadesi, 

             

halini alır. Bu ise,        ’nın       ’da normal olduğunu gösterir. 

Tanım 2.1.11. ([22])         bir yakın-halka olsun.  

a) Eğer     ve        için,  

             

sağlanıyorsa,     ’ye bir dağılmalı eleman denir.   yakın-halkasının tüm 

dağılmalı elemanlarının cümlesi    ile gösterilir. Eğer      ise,   ’ye bir 

dağılmalı yakın-halka adı verilir. 

b) Eğer       değişmeli grup ise   ’ye bir abelyen yakın-halka,        değişmeli 

yarı-grup ise,   ’ye bir komutatif yakın-halka denir.  

c) Eğer      için      olacak şekilde bir     varsa   ’ye   ’nin sağ birimi, 

     ise sol birimi,   hem sağ hem de sol birim ise bu taktirde   ’ye   ’nin birimi 

denir. Eğer       bir monoid ise   ’ye birimli bir yakın-halka denir. Eğer    {      

bir grup ise,   ’ye bir yakın-cisim adı verilir. 

2.2. N-Gruplar 

Halkalarda modül kavramının, yakın-halkalara aktarılmasıyla oluşan  -grup kavramı 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Tanım 2.2.1 ([22])       bir grup ve   bir yakın halka olsun. 

         

                                                                                

alalım. Eğer        ve      için; 
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ve      

 

            

şartları sağlanıyorsa       ikilisine bir  -grup yani   üzerinde yakın-modül denir. 

Kısaca    ile gösterilir. Eğer  , birimi 1 olan birimli bir yakın-halka ise,      

için, 

     

şartını sağlayan    -grubuna, bir üniter  -grup denir. 

Örnekler 2.2.2. a)   bir yakın-halka olsun. 

          

                   

altında       bir  -gruptur. Bu  -grup kısaca    ile gösterilir. 

b)    bir grup olsun. Bu durumda, 

              

                                                                                

altında,    bir      -gruptur. Gerçekten,            ve      için, 

                                

ve 

               (    )        

sağlanır. 

 -grup kavramıyla ilgili bazı temel özellikler aşağıdadır. 

Özellikler 2.2.3.   bir yakın halka ve    bir  -grup olsun. Bu durumda, 

a)      için       , 

b)      ve      için          , 

c)       için       , 

d)      ve       için         dır. 
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İspat: a)       için, 

                

ve dolayısıyla         dır. 

b)      ve      için, 

                             

dir. 

c)       için, 

                         

dır. 

d)      ve       için, 

                    

elde edilir. 

2.3. Yakın-halkaların Alt Yapıları 

Tanım 2.3.1. ([22])   bir yakın-halka ve      ,       ’nın bir alt grubu olsun. 

Eğer,          için        sağlanıyorsa,   ’ye   ’nin bir alt yakın-halkası 

denir. 

Örnek 2.3.2.    ve   ,   yakın-halkasının alt yakın-halkalarıdır. Gerçekten, 

        için, 

                   

yani,              ’nın bir alt grubudur.         için, 

                 

dır. O halde           olur. Şimdi,         için, 

                 

yani,         olur. Bu ise,        grubunun       ’nın bir alt grubu olduğunu 

gösterir.         için, 
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dir. O halde            elde edilir. 

Tanım 2.3.3.   bir yakın-halka ve   bir  -grup olsun.   ’nın  

       

şartını sağlayan bir   alt grubuna   ’nın bir  -alt grubu denir ve         ile 

gösterilir. 

2.4. Homomorfizm ve İdealler 

Tanım 2.4.1.   ve   iki yakın-halka ve        bir fonksiyon olsun. Eğer 

       için, 

                 

ve 

               

şartları sağlanıyorsa,   fonksiyonuna bir yakın-halka homomorfizmi denir. 

Bu tanımlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm 

kavramları için, yakın-halka teorisinde farklı bir tanım yoktur. Eğer   yakın-

halkasından   yakın-halkasına bir monomorfizm, yani birebir homomorfizm, varsa 

  yakın-halkası   ’ye gömülebilirdir denir.  

Önerme 2.4.2. ([23])   ve   iki yakın-halka ve        yakın-halka 

homomorfizmi olsun. Bu durumda, 

a)       görüntüsü,   ’nin bir alt yakın-halkasıdır. 

b)  Eğer  ,   ’nin bir alt yakın-halkası ise, bu taktirde        ’de   ’nin bir alt 

yakın-halkasıdır. 

c)             dır. 

d)             dir. 

e) Eğer   bir izomorfizm ise,     ’de bir izomorfizmdir. 

İspat: a)      ’nin   ’nin bir alt grubu olduğu açıktır. Şimdi,  
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alınsın. O halde, 

                                       

olur. Bu ise,      ’nin,   ’nin bir alt yakın-halkası olduğunu gösterir.        

b)     ’nin bir alt yakın-halkası olsun.        ’nin   ’nin bir alt grubu olduğu 

açıktır. Eğer,             ise, 

                 

yani,  

          

olur. Dolayısıyla          ’nin bir alt yakın-halkasıdır. 

c)        için, 

                                    

olur. Bu ise,            olduğu anlamına gelir. 

d)       için, 

                                 

elde edilir. Buradan,        için,         , yani            sonucuna ulaşılır. 

e)       bir izomorfizm olsun. Bu durumda,          bir grup 

izomorfizmidir. Şimdi,       alalım. Bu durumda,        ve        olacak 

şekilde tek       elemanları vardır. O halde, 

                      

               (     ) 

           

                                            

                          

olur. Bu ise, ispatı tamamlar. 

Tanım 2.4.3. ([22])   bir yakın-halka ve  ,   ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu 

durumda, eğer, 
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a)        

b)        ve      için,             

şartları sağlanıyorsa,   ’ya   yakın-halkasının bir ideali denir ve     ile gösterilir. 

Eğer, sadece a) şartı sağlanıyorsa  ,   ’nin bir sağ ideali, sadece b) şartı sağlanıyorsa 

 ,   ’nin bir sol ideali adını alır ve sırasıyla      ve      ile gösterilir. 

Not: a)    bir yakın-halka ve     ise,   ⁄  bölüm yakın-halkası, bölüm halkasında 

olduğu gibi, 

 
 ⁄  {    |      

şeklinde tanımlanır.  

b)  {   ve  ,   yakın-halkasının idealleridir. Bunlara   ’nin aşikar idealleri denir.  

c)    ve   iki yakın-halka ve            ise, 

     {    |         

cümlesine   homomorfizminin çekirdeği denir. 

Tanım 2.4.4. ([22]) Eğer   yakın-halkasının, bir   alt yakın-halkası için,        

ve         şartları sağlanıyorsa,  ,   yakın-halkasının bir invaryant alt yakın-

halkasıdır denir. Burada   ’nin yönüne göre   sağ ya da sol invaryant alt yakın-

halka adını alır. 

Örnek 2.4.5. ([22])   bir yakın-halka olsun. Bu durumda, 

a)        dir, fakat       olmak zorunda değildir. 

b)    ,   ’nin bir invaryant alt yakın-halkasıdır, fakat ne sağ ne de sol ideali olmak 

zorunda değildir. 

Bunların doğruluğu aşağıda gösterilmiştir. 

a)        ve      için, 

                          

yani,   ,   ’nin bir normal alt grubudur. Şimdi,        ve      için, 

[         ]                         
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olur. Bunun anlamı        ve      için, 

             

olmasıdır. Bu ise      olduğunu gösterir. Şimdi,       olmak zorunda 

olmadığını göstermek için, bir örnek yeterlidir. R reel sayılar cümlesi ve        

olsun.        ile birim dönüşüm gösterilirse,            dir.         

dönüşümü, 

           

       

ile tanımlansın. Bu durumda, 

                   

yani,  

            

olur. Bu ise,       ’nin      ’nin bir (sağ) ideali olmadığını gösterir. 

b)      ve       için, 

               

yani,          dir. Yine,      ve       için, 

              

olduğundan,          olur. O halde      ’nin bir invaryant alt yakın-halkasıdır. 

     ’nin genelde ne sağ ne de sol idealidir, çünkü              ’nın genelde bir 

normal alt grubu değildir. Örneğin,       abelyen olmayan bir grup ve        

elemanları         olacak şekilde seçilsin. Şimdi, bir    dönüşümü 

          

      

ile tanımlansın. Bu durumda,           ’dır.         birim dönüşüm ise, bu 

durumda, 

                       

olur, fakat 
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dır. Bu ise,  

                 

olduğunu gösterir. Buradan,      ,      ’nın bir normal alt grubu değildir. O 

halde,           ’nın      ’da normal olması için gerek ve yeter şart    ’nın bir abel 

grubu olmasıdır. 

Bir N  yakın-halkasında, her zaman         olduğu Teorem 2.1.9 ile 

verilmişti. Aşağıdaki önerme aynı durumun yakın-halkaların sağ idealleri için de 

geçerli olduğunu göstermektedir. 

Önerme 2.4.6. ([22]) N  bir yakın-halka ve      olsun. Bu durumda, 

                            

dir. 

İspat:  Teorem 2.1.9 ’dan      için, 

        

olacak şekilde,        ve        vardır.      olduğundan, 

                     

dolayısıyla,    ve      idealinin elemanlarıdır. Bu ise         olduğunu 

ispatlar. 

Tanım 2.4.7. ([22])         bir yakın-halka olsun. 

a) {    |             cümlesine   ’nin merkezi denir ve      ile 

gösterilir.      ’nin elemanları merkezil elemanlar olarak isimlendirilir. 

b) {    |        cümlesine   ’nin   elemanının merkezi denir ve       ile 

gösterilir.  

c) Bir     için      ise   ’ye idempotent eleman denir. Eğer      için 

      ise    ’ye merkezil idempotent denir.  

Tanım 2.4.8. ([15])         bir yakın-halka olsun.  

a)          için         ise   ’ye sağ değişmeli, 
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b)          için         ise   ’ye sol değişmeli, 

c)            için           ise   ’ye medial yakın-halka denir. 

Birkenmeier ve Heatherly [15]  bu özdeşliklere “Üç Özdeşlikler” adını vermiş ve bu 

üç özdeşliği sağlayan yakın-halkalar teorisini geliştirmişlerdir. Yakın-halka 

literatürünün incelenmesi sonucunda bu özdeşliklerden birini sağlayan birçok yakın-

halkanın olduğu görülmüştür. Pilz yakın-halkalarda sağ değişmelilik için “zayıf 

değişmeli” kavramını kullanmıştır ([22]). Hem sağ hem de sol değişmeli olan yakın-

halkalara değişmeli yakın-halkalar denir. 

Ayrıca, sonraki bölümlerde üzerinde sıklıkla durulacak olan diğer özdeşlikler aşağıda 

verilmiştir.  

Tanım 2.4.9. ([24],[25])         bir yakın-halka olsun.  

a)          için          ise   yakın-halkasına sağ iç dağılmalı(RSD), 

b)          için          ise   yakın-halkasına sol iç dağılmalı(LSD), 

c)      için       ise   yakın-halkasına alt değişmeli yakın-halka denir.  

Örnek 2.4.10. Çarpma işlemi aşağıdaki tablo ile verilen       Klein-4-grubu 

alınsın [22]; 

 

 

 

 

Bu durumda,         sağ değişmeli bir yakın-halkadır. 

Örnek 2.4.11.   {                 üzerinde toplama ve çarpma işlemleri aşağıdaki 

tablolar ile verilen bir yakın-halkadır [22]. 

 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 a a a 

b 0 b b b 

c 0 c c c 
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+ 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1 2 3 0 5 6 7 4 

2 2 3 0 1 6 7 4 5 

3 3 0 1 2 7 4 5 6 

4 4 7 6 5 0 3 2 1 

5 5 4 7 6 1 0 3 2 

6 6 5 4 7 2 1 0 3 

7 7 6 5 4 3 2 1 0 

. 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 

2 0 2 0 2 0 0 0 0 

3 0 3 2 1 4 5 6 7 

4 0 4 2 6 4 0 6 2 

5 0 5 0 5 0 5 0 5 

6 0 6 2 4 4 0 6 2 

7 0 7 0 7 0 5 0 5 
 

 

        yakın-halkası için         olduğundan   sol değişmeli bir yakın-halka 

değildir. Üstelik,   LSD ve alt değişmeli de değildir. Diğer taraftan,   {         

  ’nin bir alt yakın-halkası ve      için       olduğundan,   alt değişmeli 

bir yakın-halkadır.   aynı zamanda sol değişmeli ve LSD yakın-halkadır. 



 

3. P-KUVVETLİ REGÜLER YAKIN-HALKALAR                                                                              

Yakın-halka üzerinde regülerlik ve kuvvetli regülerlik kavramları ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler bilinmektedir [22].  -regülerlik kavramı ise ilk kez V. A. 

Andrunakievich [19] tarafından halka yapısında tanımlanmış ve daha sonra bu 

kavram S. J. Choi [20] tarafından  -regüler yakın-halkalar olarak genişletilmiştir. Bu 

bölümde P. Dheena ve C. Jenila [21] tarafından verilen  -kuvvetli regüler yakın-

halka yapısı ve bunun  -regüler yakın-halkalarla ilişkileri verilecektir. 

Bu bölümde tüm yakın-halkalar aksi belirtilmedikçe sıfır-simetrik olarak alınacaktır. 

3.1. Yakın-halkaların P-idempotent Elemanları 

Tanım 3.1.1. ([8])   bir yakın-halka ve     olsun. Herhangi bir     için 

     olması     olmasını gerektiriyorsa   ’nin   idealine tam yarı asal ideal 

denir. 

Tanım 3.1.2. ([21])   bir yakın-halka ve     olsun.     için        ise     

  ’ye  -idempotent eleman denir. 

  ’nin boştan farklı     alt cümleleri için       {    |         ile tanımlanır. 

Lemma 3.1.3. ([22])   ,   ’nin bir ideali ve  ,   ’nin bir alt cümlesi ise      ,   

’nin bir sol idealidir. 

İspat:  ,   ’nin bir ideali ve  ,   ’nin bir alt cümlesi olsun. Bu durumda       

      {    |         dir. 

              için, 

                 

olduğundan, 

          

dir. Dolayısıyla         ’nin alt grubudur. 

             ve      için   ideal olduğundan, 
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yani 

            

dir. Dolayısıyla        ’nin normal alt grubudur. 

              ve        için   ideal olduğundan, 

             [            ]    

 yani 

                

dir. Dolayısıyla        ’nin bir sol idealidir. 

Lemma 3.1.4. ([26])   bir yakın-halka ve  ,   ’nin bir tam yarı asal ideali olsun. Bu 

durumda herhangi       için      olması      ve         olmasını 

gerektirir. 

İspat: Kabul edelim ki;  ,   ’nin bir tam yarı asal ideali ve herhangi       için 

     olsun.   sıfır-simetrik olduğundan        dir. Bu durumda      

olduğundan, 

                   

dir. Dolayısıyla    bir tam yarı asal ideal olduğundan      dir.  

Ayrıca      için      olduğundan, 

                      

yani 

      

dir. 

Lemma 3.1.5. ([21])  ,   ’nin bir tam yarı asal ideali ve  ,   ’nin boştan farklı bir 

alt cümlesi olmak üzere         ’nin bir idealidir. 

İspat: Lemma 3.1.3 ’den         ’nin bir sol idealidir.         olsun. Bu 

durumda her bir     için        olması      olmasını gerektirir. Dolayısıyla 

Lemma 3.1.4 ’ten      dir.     olsun. 
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ve   bir tam yarıasal ideal olduğundan      için       dir. Bu durumda 

        dir. Yani          dir. Dolayısıyla         ’nin bir idealidir. 

Lemma 3.1.6.   bir yakın-halka ve     olsun.      ve       için            

         olacak şekilde      vardır. 

İspat:   bir yakın-halka ve     olsun. Bu durumda     ’nin bir normal altgrubu 

olduğundan       ve      için, 

                 

dir. 

Lemma 3.1.7. ([21])   bir yakın-halka ve  ,   ’nin bir tam yarı asal ideali olsun. 

Eğer     bir  -idempotent eleman ise bu taktirde herhangi bir     ve bazı            

    için          dir. 

İspat:     bir  -idempotent eleman olsun. Bu durumda        yani        

        olacak şekilde      vardır.     olsun.         için, 

                     

                                                                 

                                                                          

                                     

                                              

dir.   bir tam yarıasal ideal olup Lemma 3.1.4 ’ten      iken      ve         

olduğundan,  

             

ve   

              

 dir. Dolayısıyla,                          

                                                    

dir. Bu durumda   bir tam yarı asal ideal olduğundan            dir. O halde      

bazı     için          dir. 
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3.2. Yakın-halkalarda P-regülerlik ve P-kuvvetli Regülerlik 

Tanım 3.2.1. ([22])   bir yakın-halka olsun.      için       olacak şekilde bir 

    varsa   yakın-halkasına regüler-yakın halka denir. 

Tanım 3.2.2. ([22])   bir yakın-halka olsun.      için       olacak şekilde bir 

    varsa   yakın-halkasına kuvvetli regüler yakın-halka denir. 

Tanım 3.2.3. ([20])   bir yakın-halka ve      olsun.      ve bazı     için 

        olacak şekilde bir     varsa   yakın-halkasına  -regüler yakın-

halka denir. 

Tanım 3.2.4. ([21])    bir yakın-halka ve     olsun.      ve bazı     için 

        olacak şekilde bir     varsa   yakın-halkasına  -kuvvetli regüler 

yakın-halka denir. 

Eğer     ise bu durumda  -kuvvetli regüler yakın-halka bir kuvvetli regüler 

yakın-halkadır. Eğer   bir kuvvetli regüler ise   ’nin bütün   idealleri için             

 -kuvvetli regülerdir. Fakat   yakın-halkası   ’nin herhangi bir P ideali için               

 -kuvvetli regüler ise   ’nin kuvvetli regüler olması gerekmez. 

Örnek 3.2.5.   {         Klein-4 grubu olsun.   ’deki çarpma işlemi aşağıdaki 

gibi tanımlansın. 

 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır [22].   ’nin idealleri {  , {     ve   dir. 

    için       olduğundan   yakın-halkası kuvvetli regüler değildir. Fakat 

  {     alındığında      ve bazı     için         olacak şekilde bir 

    olduğundan   yakın- halkası bir  -kuvvetli regüler yakın-halkadır. 

Teorem 3.2.6. ([21])    bir  -kuvvetli regüler yakın-halkadır    bir  -regüler 

yakın-halka ve P bir tam yarı asal idealdir. 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a 

b 0 a b b 

c 0 a b c 
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İspat: : Varsayalım ki   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka ve     için      

olsun.   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olduğundan bazı      için                

         olacak şekilde bir     vardır. O halde     dir. Dolayısıyla   bir 

tam yarı asal idealdir.     ve          için, 

                 

                                                                                

                                                                                      

                                                                                

dir.   tam yarıasal ideal ve      iken Lemma 3.1.4 ’den      ve         

olduğundan, 

           

ve  

             

dir. Dolayısıyla,  

                                              

ve   tam yarıasal ideal olduğundan         dir. O halde bazı     için 

        dir. Yani    -regüler yakın-halkadır. 

: Varsayalım ki  , P-regüler yakın-halka ve   bir tam yarıasal ideal olsun. Bu 

durumda      ve bazı     için         olacak şekilde     vardır. 

Dolayısıyla         için, 

                   

                                                                              

                                                                                    

                                                                              

olduğundan    bir  -idempotent elemandır. O halde        için; 
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dir.   bir tam yarıasal ideal ve   bir  -idempotent iken bazı     için                 

         olduğundan                   için, 

                   

                                                                     

                                                                                     

                                                               

                                                           

olacak şekilde            vardır. O halde    -kuvvetli regüler yakın-halkadır. 

Tanım 3.2.7. ([22])         olmak üzere        olması       veya       

olmasını gerektiriyorsa,   ’nin   idealine asal (0-asal)  ideal denir. 

Tanım 3.2.8. ([21])          olmak üzere     için          olması       

veya       olmasını gerektiriyorsa,   ’nin   idealine  -asal ideal denir. 

Eğer     ise bu taktirde   ’nin bir  -asal ideali aynı zamanda   ’nin bir asal 

idealidir. Eğer     ’nin bir asal ideali ise, bu durumda   ’nin tüm   idealleri için   

bir  -asal idealdir. Fakat tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 3.2.9.   {         Klein-4 grubu olsun.   üzerinde çarpma işlemi 

aşağıdaki gibi tanımlansın. 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır [22].    ’nin idealleri {  , {    , {     ve   

dir.{    {       {   iken {     {   ve {     {   olduğundan   ’nin  {   ideali 

bir asal ideal değildir. Fakat   {     için {    {     {     {   olduğundan  

{   ideali bir  -asal idealdir. 

Lemma 3.2.10. ([27])    bir kuvvetli regüler yakın-halka olsun. Bu durumda, 

(1)   ’nin her  -altgrubu bir idealdir. 

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 a 0 a 

b 0 0 b b 

c 0 a b c 
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(2)   ’nin her asal ideali maksimaldir. 

(3)   ’nin her   ideali için      dir. 

Teorem 3.2.11. ([21])   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olsun. Bu durumda, 

(1) Herhangi bir      için     ,   ’nin bir idealidir. 

(2)   ’yi içeren  ’nin her  -asal ideali maksimaldir. 

(3)   ’nin her   ideali için          dir. 

İspat: (1) Varsayalım ki   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olsun. Teorem 3.2.7 

’den   bir  -regüler yakın-halka ve   bir tam yarı asal idealdir.     olsun. Bu 

durumda,      ve bazı      için          dir. O halde    bir                      

 -idempotenttir. Herhangi bir     ve         için, 

             

                                                                                      

                                                                          

                                                                          

olması          olmasını gerektirir. Dolayısıyla              dir. 

Ayrıca              olduğu kolaylıkla görülebilir. O halde                          

           dir.   {      |      olsun. Herhangi bir      ve 

        için, 

               

                                                                                         

                                                                           

                                                                           

dir. Dolayısıyla   tam yarı asal ideal ve             olduğundan, 

               

ve  
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dir.   boştan farklı bir cümle ve   tam yarıasal ideal olduğundan       için        

dir. Bu durumda,             olmak üzere      için        dir. Dolayısıyla, 

                   

dir. O halde, 

              

elde edilir. 

        olsun. Bu durumda        dir. Dolayısıyla            dir.  -tam 

yarı asal ideal olduğundan            dir. O halde           yani, bazı 

     için            dir.   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olduğundan 

bazı       için           olacak şekilde bir     vardır. Bu durumda bazı 

       için            dür.          için, 

               

                                                                                  

                                                                     

                                                                      

dir.    bir  -idempotent olduğundan bazı       için               dır. 

Dolayısıyla              için, 

                     

                                                                                     

                                                                    

                                                                  

dir. O halde         olması               olmasını gerektirir. Dolayısıyla 

                 dir. Lemma 3.1.5 ’ten     ,   ’nin bir idealidir. 

(2)  ,   ’yi içeren   ’nin bir  -asal ideali ve varsayalım ki   ’nin bir   ideali için 

      olsun.       alalım. Bu durumda   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka 

olduğundan bazı      için          olacak şekilde     vardır.     

olsun. Bu durumda         için, 
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dir. Yani            dir. Lemma 3.1.4 ’ten                dir. 

Dolayısıyla, 

[(        )    ]        

dır.   bir  -asal ideal olduğundan, 

             

 veya 

       

dır. Farzedelim ki,        olsun. Bu durumda, 

              ve          

olduğundan     elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Farzedelim ki; 

            

olsun. Bu durumda, 

            

dir.     olduğundan       dir. O halde         ve       ise     

dir. Bu durumda     dir. Dolayısıyla,   bir maksimal idealdir. 

(3)  ,   ’nin   ’yi içeren bir ideali olsun. Kolaylıkla görülür ki;            dir. 

    yani,       olsun.   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olduğundan bazı 

    için          olacak şekilde bir     vardır. O halde                             

               dir. Bu durumda            dir. 

3.3 Quasi İdealler 

Tanım 3.3.1. ([28])    bir yakın-halka olsun.           olacak şekilde       

grubunun bir   alt grubu varsa,   ’ya   ’nin bir quasi ideali denir. Sağ  -alt gruplar 
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ve sol  -alt gruplar quasi ideallerdir. Ayrıca quasi ideallerin kesişimi yine bir quasi 

idealdir. 

Lemma 3.3.2. ([28])   yakın-halkası regüler olmak üzere   ’nin her   quasi ideali 

için        dur. 

İspat:  ,   ’nin bir quasi ideali ve   yakın-halkası regüler olsun. Bu durumda 

          dur.   yakın-halkası regüler olduğundan         dur. Ayrıca 

biliyoruz ki;  

         

ve  

         

dur. Dolayısıyla, 

                    

dur. O halde       dur.  

Bu durum  -kuvvetli regüler yakın-halkalar içinde genelleştirilebilir. 

Lemma 3.3.3. ([20])   yakın-halkası  -regüler ve     olmak üzere   ’nin her   

quasi ideali            şeklindedir. 

İspat: Farzedelim ki   bir  -regüler yakın-halka ve  ,   ’nin bir quasi ideali olsun. 

Bu durumda, 

                

 olduğundan, 

                      

yazılabilir.       olsun. Bu durumda bazı     ve     için       dur. 

  ’nin  -regülerliğinden    ,     ve bazı      için          şeklinde 

yazılabilir. O halde                      dur. Dolayısıyla 

            dur. 

Teorem 3.3.4. ([20])   bir  -regüler yakın-halka ise   ’nin bir   quasi idealinin her 

elemanı   ve   ’nun iki elemanının toplamı olarak yazılabilir. 
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İspat:   bir  -regüler yakın-halka ve  ,   ’nin bir quasi ideali olsun. Eğer     ise 

bu durumda bazı     için         olacak şekilde bir     vardır. Quasi 

idealin tanımından,                     dur. Dolayısıyla                                         

            dur. 

Tanım 3.3.5. ([22])    bir yakın-halka olmak üzere     iken      olacak 

şekilde   pozitif tamsayısı varsa     ’ye   . mertebeden nilpotent eleman denir.  

Tanım 3.3.6. ([22])   bir yakın-halka olmak üzere      için      ise   ’ye     

 -yakın-halka denir. 

Tanım 3.3.7. ([22])    bir yakın-halka ve     olsun.      için        ise 

  ’ye  -yakın-halka denir. 

Açıkça görülür ki herhangi bir   ideali için  -yakın-halka bir  -yakın-halkadır. 

Lemma 3.3.8. ([28])    yakın-halkası üzerinde aşağıdaki şartlar denktir. 

(1)   regülerdir ve sıfırdan farklı nilpotent elemanlara sahip değildir. 

(2)   bir  -yakın-halka ve   ’nin her quasi ideali   ’nin bir idempotent sağ  -alt 

grubudur. 

(3)   bir  -yakın-halka ve   ’nin her    ve     sol  -alt grubu için            

dir. 

Teorem 3.3.9. ([21])  Aşağıdaki şartlar denktir. 

(1)   yakın-halkası  -kuvvetli regülerdir. 

(2)   bir  -yakın-halka ve   ’nin her   quasi ideali için,                                  

              

dir. 

(3)   bir  -yakın-halka ve   ’nin herhangi iki sol  -altgrubu    ve    için,     

                     

dir. 

İspat: (1)(2):   bir  -kuvvetli regüler yakın-halka olduğundan      için 

        olacak şekilde bir     vardır. Bu durumda, 
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dir. Yani   bir  -yakın-halkadır.  ,   ’nin bir quasi ideali olsun. Bazı          

ve     için      ’nin herhangi bir   elemanı         şeklindedir. O halde 

        ve     için, 

                         

dür.    bir  -idempotent olduğundan Lemma 3.2.1 ’den            için, 

                  

                                                                      

              

                             

elde edilir. Dolayısıyla              dir. Lemma 3.3.4 ’den   

                         

elde edilir. Bu durumda, 

               

dir.           olsun.           ,            ve     için, 

               

                                                                              

                                                                              

elde edilir. Dolayısıyla            dir. O halde               

dir. 

(2)(3):    ve      ’nin sol  -altgrupları olsun. Bu durumda, 

                        

                                                             (             )    

                               (             )
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dir. Dolayısıyla                      elde edilir. 

(3)(1):     olsun.    ve  ,   ’nin sol  -altgrupları olduğundan,  

            

ve  

           

yazılabilir. Dolayısıyla, 

                  

dir.   bir  -yakın-halka olduğundan, 

             

yazılabilir. Dolayısıyla   yakın-halkası bir  -kuvvetli regüler yakın-halkadır. 

 

 



 

4. YAKIN-HALKALARIN İDEAL BAĞLANTILI  

GENELLEŞTİRMELERİ 

4.1. Yakın-halkalarda P-merkez Kavramı 

Tanım 4.1.1.   bir yakın-halka ve     olsun. 

{    |               

cümlesine   ’nin  -merkezi denir ve  -     ile gösterilir.  -     ’nin elemanları 

 -merkezil elemanlar olarak isimlendirilir. 

Eğer     ise, bu taktirde   ’nin  -merkezinin elemanları aynı zamanda   ’nin 

merkezinin elemanlarıdır. Eğer       , ise bu durumda   ’nin tüm   idealleri için 

   -     dir. Fakat genelde,   ’nin bir  -merkezil elemanının, bir merkezil 

eleman olması gerekmez. 

Tanım 4.1.1.   bir yakın-halka ve    olsun. 

{    |          

cümlesine   ’nin   elemanının  -merkezi denir ve  -      ile gösterilir.  

Eğer     ise bu taktirde   ’nın  -merkezinin elemanları aynı zamanda   ’nın 

merkezinin elemanlarıdır. Eğer         ise bu durumda   ’nin tüm   idealleri 

için    -      dir. Fakat genelde,  -      ’nin elemanının       ’nin elemanı 

olması gerekmez. 

Örnek 4.1.2.   {         Klein-4 grubu olsun.   ’deki çarpma işlemi aşağıdaki 

gibi tanımlansın. 

 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır [22].    ’nin idealleri {  , {     ve   dir. 

   {   olsun. Bu durumda, 

  -          {    

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a 0 0 0 a 

b 0 a b b 

c 0 a b c 
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                                                -              

                                                -            {       

      -            {       

                                                -              

dir.    {     olsun. Bu durumda, 

                                                    -       

                                                   -        

                                                   -        

                                                   -        

                                                   -        

dir.  

Bu örnekte      için   -         -      ve   -         -      dir. 

  yakın halkasında      için              dir. Aşagıdaki önerme benzer 

durumun  -merkez için de  geçerli olduğunu gösterir. 

Önerme 4.1.4.   bir yakın-halka ve     olsun. Bu durumda      için               

 -        -      dir. 

İspat:    -     olsun. Bu durumda Tanım 4.1.1 ’den      için         

dir.     için         olduğundan    -      dir. 

4.2. Yakın-halkalarda  -birim ve  -invers Kavramları 

Tanım 4.2.1.   bir yakın-halka,     ve     olsun. Eğer      için              

       ise     ’ye  -sağ birim,        ise  -sol birim,     hem  -sağ 

birim hem de  -sol birim ise   elemanına   yakın-halkasında bir  -birim denir.          

  ’nin  -birim elemanlarını içeren cümle    ile gösterilir. 

Eğer     ise, bu taktirde   ’nin  -birimi aynı zamanda   ’nin birimidir. Eğer   

bir birim eleman ise bu durumda   ’nin tüm   idealleri için   bir  -birim elemandır. 

Fakat genelde   ’nin bir  -birim elemanı   ’nin birim elemanı olmak zorunda 

değildir. 
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Örnek 4.2.2.    üzerinde   işlemi aşağıdaki gibi tanımlansın. 

  0 1 2 3 4 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 3 1 5 3 1 5 

2 0 2 4 0 2 4 

3 3 3 3 3 3 3 

4 0 4 2 0 4 2 

5 3 5 1 3 5 1 

 

Bu durumda          bir yakın halkadır [29].    {       olsun. Bu durumda 

       için       olduğundan      sol birim değildir. Fakat       için 

        olduğundan     bir   -sol birimdir. Ayrıca      sağ birim ve aynı 

zamanda bir   -sağ birimdir. Dolayısıyla birim değil, fakat bir   -birimdir. Ayrıca 

  -birimlerin cümlesi    
 {     dir. 

Diğer taraftan,    {          ise bu taktirde   -sağ birimlerin cümlesi   ve      

  -sol birimlerin cümlesi   ’dir. Dolayısıyla   -birimlerin cümlesi   ’dir. 

Teorem 4.2.3.         bir yakın-halka ve     olsun.      ise bu durumda    

      ’nın bir alt yarı grubudur. 

İspat:          olsun.                    için, 

                          

                                                                          

                                                                                    

                                                                         

                                                                           

ve 
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dir. Bu durumda          dir ve dolayısıyla   ,       ’nın bir alt yarı grubudur. 

Sonuç 4.2.4.   bir yakın-halka ve       olsun.  -birimlerin cümlesi    ve             

 -birimlerin cümlesi     olmak üzere; 

a) Eğer       ise, bu durumda        . 

b) Eğer     ise, bu durumda     . 

İspat: a) Tanım 4.2.1 ’den      ise, bu taktirde      için, 

       

ve           

       

dir.       olduğundan      için, 

       

ve 

       

dir. Dolayısıyla      dır. O halde         dır. 

b) Eğer     ise      için        ve        olduğundan, 

       

dir. 

Tanım 4.2.4.   bir yakın-halka ve    olsun.     için, 

  
   {   |        

cümlesine   ’in  -sağ inverslerinin cümlesi, 

  
   {   |        

cümlesine   ’in  -sol inverslerinin cümlesi denir. 

  
     

     
   

cümlesine de   ’in  -inverslerinin cümlesi denir. 
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Örnek 4.2.5. Örnek 4.2.2 ’de verilen            yakın halkasında   {     

alalım. Bu durumda   
       

  ,   
   {       

  ,   
   {       

  , 

  
       

  ,   
   {       

   ve   
   {       

   olduğundan                        

  
     

   {     ve   
     

   {     dir. 

Önerme 4.2.6.     bir  -birim ise bu durumda   bir  -idempotent elemandır. 

İspat:     bir  -birim olsun. Bu durumda Tanım 4.2.1 ’den      için, 

       

veya 

       

yazılabilir. O halde     alındığında ispat tamamdır. 

Örnek 4.2.6. Örnek 4.2.2 ’de verilen            yakın halkasında   {     

alalım. Bu durumda      bir  -birimdir. Bu durumda bazı        ve      

için                yazılabilir. Dolayısıyla     alındığında      bir 

 -idempotenttir. Benzer şekilde,      de bir  -birim, ve aynı zamanda bir                    

 -idempotenttir. 

4.3. Yakın-halkalarda Merkez ve  -merkez  

Aşağıdaki önerme      ile  -     arasındaki ilişkileri verir. 

Önerme 4.3.1.   bir yakın-halka ve    olsun. 

a) Eğer        ve      ise, bu taktirde    -       dur. 

b) Eğer        ve        ise, bu taktirde      -     dir. 

c) Eğer        ve      ise, bu taktirde         -     dir. 

d) Eğer        ve        ise, bu taktirde           -     dir. 

e) Eğer   birimli ise, bu taktirde    -     dir. 

f) Eğer     bir  -birim ise, bu taktirde    -     dir. 

İspat: a)   bir yakın-halka ve     olsun.       ,       ve    -     

alalım. Bu durumda Tanım 4.1.1 ’den      için         yazılabilir. Eğer  

    ise, bu taktirde      için         olacak şekilde        vardır. 



35 
 

Dolayısıyla      için      dir. Bu ise      kabulüyle çelişir. O halde     

dir. Yani    -       dur. 

b)   bir yakın-halka ve     olsun.        ve        alalım. Bu durumda, her 

bir     ve      için, 

        

olduğundan, 

     -     

dir. 

c)   bir yakın-halka ve     olsun.       ,        ve        alalım. Bu 

durumda      için, 

        

 yani, 

        

dir. Dolayısıyla, 

        -     

dir. 

d)   bir yakın-halka ve     olsun.        ve        alalım. Bu durumda 

       olduğundan her bir     ve      için, 

        

 yani, 

     -     

dir. Ayrıca        olduğundan herbir        ve      için, 

        

yani, 

        -     

dir. Dolayısıyla           -     dir. 
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e)   birimi   ile gösterilen birimli bir yakın-halka ve     olsun. Bu durumda 

      olduğundan      için, 

        

dir. Dolayısıyla, 

   -     

dir. 

f)  ,  -birimli bir yakın-halka,     ve     ’nin bir  -birim elemanı olsun. Bu 

durumda bazı        için              olduğundan      için, 

        

dir. Dolayısıyla, 

   -     

dir. 

Örnek 4.3.2.   {         Klein-4 grubu olsun.   ’deki çarpma işlemi aşağıdaki 

gibi tanımlansın. 

 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır [30].   ’nin idealleri {  , {    , {     ve   

dir. Aynı zamanda        dur.              

   {     için,          dir.  Bu durumda, 

  -     {     

                                                       -        

                                                       -        

                                                      -      {       

                                                      -      {       

. 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 

2 0 0 0 0 

3

0

0

0

0 

1

0 

1 1

0

0 

3 
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dir. O halde kolaylıkla görülür ki;              dir.  

   {     için,          dir.  Bu durumda, 

  -       

                                                          -      {     

                                                          -      {     

                                                          -      {     

                                                          -      {     

dir. O halde kolaylıkla görülür ki;      -         dur. 

Ayrıca Örnek 4.1.2 ’deki    yakın-halkası üzerinde    {       alalım. Bu 

durumda        ve  -       dir. Ayrıca      {     dir. O halde        

ve        iken            -     olduğu görülür. 

Önerme 4.3.3.   bir yakın-halka ve       olsun. Eğer       ise bu taktirde           

 -        -     dir. 

İspat:       ve    -     olsun. Bu durumda, Tanım 4.1.1 ’den      için 

        yazılabilir.       olduğundan         dır. Dolayısıyla    -    , 

yani  -        -     dir. 

Örnek 4.3.4. Örnek 2.1.11’deki   yakın-halkası üzerinde   {       ve                

  {           alalım. Bu durumda  -       ve  -       elde edilir. 

4.4.  -sağ (sol) değişmeli,  -medial,  -komutatif ve  -abelyen Yakın-halkalar 

Tanım 4.4.1.   bir yakın-halka ve     olsun. Eğer          için, 

          

ise   ’ye bir  -sağ değişmeli,  

          

 ise   ’ye bir  -sol değişmeli yakın-halka denir. Eğer            için, 

            

ise   ’ye bir  -medial yakın-halka denir. 
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Önerme 4.4.2. Eğer   bir sağ değişmeli (sırasıyla sol değişmeli ve medial) yakın-

halka ise bu taktirde   ’nin her   ideali için   bir  -sağ değişmeli ( -sol değişmeli 

ve  -medial) yakın-halkadır. Fakat tersi genelde doğru değildir. 

İspat:   bir sağ değişmeli yakın-halka olsun. Bu durumda Tanım 2.4.8 ’den 

         için, 

        

yazılabilir. Dolayısıyla   ’nin her   ideali için, 

          

dir. O halde   bir  -sağ değişmeli yakın-halkadır.   bir sol değişmeli (medial) 

yakın-halka ise   ’nin her   ideali için   ’nin bir  -sol değişmeli ( -medial) yakın-

halka olduğu benzer şekildegösterilebilir. Tersinin geçerli olmadığını aşağıdaki  

örnek kanıtlar. 

Örnek 4.4.3.   {         Klein-4 grubu olsun.   ’deki çarpma işlemi aşağıdaki 

gibi tanımlansın. 

 

 

 

 

Bu durumda         bir yakın halkadır [22]. Bu yakın-halka         olduğundan 

sağ değişmeli değildir, fakat   {       için    -sağ değişmelidir. Örneğin 

          dir. Buradan  -sağ değişmeli bir yakın-halka sağ değişmeli olmak 

zorunda değildir. Ayrıca   sol değişmeli, medial ve dolayısıyla  -sol değişmeli ve  

 -medial bir yakın halkadır. 

Tanım 4.4.4.   bir yakın-halka ve     olsun. Eğer        için, 

        

ise   ’ye  -komutatif yakın-halka denir. Eğer        için, 

          

. 0 a b c 

0 0 0 0 0 

a a a a a 

b 0 a b c 

c a 0 c b 
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ise   ’ye  -abelyen yakın-halka denir. 

Eğer     ise bu taktirde  -komutatif ( -abelyen) bir yakın-halka aynı zamanda  

komutatif (abelyen) bir yakın-halkadır. Eğer   komutatif (abelyen) ise bu taktirde    

  ’nin her   ideali için   bir  -komutatif ( -abelyen) yakın-halkadır. Fakat tersi 

genelde doğru değildir. 

Örnek 4.4.3 ’de       olduğundan   komutatif değil, fakat   {       için   

 -komutatiftir. Örneğin,         dir. Ayrıca   abelyen ve dolayısıyla   ’nin 

tüm   idealleri için  -abelyen bir yakın-halkadır. 

Örnek 4.3.2 ’de         olduğundan   abelyen değil, fakat   {       

için    -abelyendir. Örneğin,           dir. 

Teorem 4.4.5.   bir yakın-halka,     ve  -       olsun. Bu durumda,   bir 

 -regüler yakın halkadır    bir  -kuvvetli regüler yakın halkadır. 

 İspat: :    -regüler olduğundan      ve bazı     için         olacak 

şekilde bir     vardır. Ayrıca  -       olduğundan      için                       

         olacak şekilde bir       vardır. Bu durumda                  

için, 

        

                                                                         

                                                                        

                                                                       

dir. Dolayısıyla Tanım 3.2.4 ’den   bir  -kuvvetli regüler yakın halkadır. 

:    -kuvvetli regüler olduğundan      ve bazı     için         olacak 

şekilde bir     vardır. Bu durumda                  için, 
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dir. Dolayısıyla Tanım 3.2.3 ’den   bir  -regüler yakın halkadır. 

Teorem 4.4.6.     bir  -idempotent elemandır       için     bir                    

 -idempotent elemandır. 

İspat: :     bir  -idempotent eleman olsun. Bu durumda, Tanım 3.1.2 ’den           

       dir. Dolayısıyla      ve                          için, 

                              

                                                                                

                                                                            

                                                                                  

                                                                              

                                                                              

                                                                        

dir. O halde      için     bir  -idempotent elemandır. 

:      için    ,   ’nin bir  -idempotent elemanı ise, bu   =0 için de 

doğrudur. Dolayısıyla     de   ’nin bir  -idempotent elemanıdır. 

Teorem 4.4.7.     bir  -regüler elemandır       için     bir  -regüler 

elemandır. 

İspat: :     bir  -regüler eleman olsun. Bu durumda, Tanım 3.2.3 ’den bazı 

     için          olacak şekilde     vardır. Dolayısıyla       ve 

                  için, 
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dir. O halde, 

                    

olduğundan      için     bir  -regüler elemandır. 

:      için       ’nin bir  -regüler elemanı  ise, bu   =0 için de doğrudur. 

Dolayısıyla     de   ’nin bir  -regüler elemanıdır.  

4.5. Yakın-halkalarda  -tam Asallık Kavramı 

Tanım 4.5.1.   bir yakın-halka ve        olsun. Eğer       için           

olması     veya     olmasını gerektiriyorsa,   ’ya  -tam asal ideal denir. Eğer 

    için           olması     olmasını gerektiriyorsa,   ’ya  -tam yarıasal 

ideal denir. 

Eğer     ise bu taktirde  -tam asal (sırasıyla  -tam yarıasal) ideal aynı zamanda  

bir tam asal (sırasıyla tam yarıasal) idealdir. Eğer   bir tam asal  (tam yarıasal) ideal  

ise bu taktirde   ’nin her   ideali için   bir  -tam asal ( -tam yarıasal) idealdir. 

Fakat tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 4.5.2. Örnek 4.3.2 ’deki   yakın-halkası üzerinde   {         alalım. Bu 

durumda, 

             

olduğundan   tam asal ve tam yarıasal ideal değildir.  

Fakat   {       için    -tam asal ve  -tam yarıasal idealdir. Örneğin,     fakat 

        

dir. 

Tanım 4.5.3.   bir yakın-halka ve        olsun. Eğer  ,  -tam asal ideal ise bu 

taktirde   ’ye bir  -tam asal yakın-halka denir. Eğer  ,  -tam yarıasal ideal ise bu 

taktirde   ’ye bir  -tam yarıasal yakın-halka denir.  

Önerme 4.5.4.   bir  -tam asal yakın-halka ve      bir  -idempotent eleman 

olsun. Bu durumda, 

(i)   bir  -sağ birimdir. 
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(ii) Eğer    -regüler ve   ’nin  -regüler bileşeni     ise, bu durumda   bir             

 -idempotent elemandır. 

İspat: (i)      olsun. Bu durumda      ve        için, 

                     

                                                                                 

                                                                        

                                                                      

dir.   bir  -tam asal yakın-halka ve      olduğundan      için, 

       

dir. Dolayısıyla   bir  -sağ birimdir. 

(ii)   bir  -regüler eleman olduğundan         olacak şekilde     vardır. 

Ayrıca (i) şıkkından        ve    -idempotent olduğundan        dir. Bu 

durumda                                için, 

        (   -regüler olduğundan) 

                          

                                                                               

                                                            

                                                                  

                                                             

                                                                                                            

                                                 

dir. Dolayısıyla     bir  -idempotent elemandır. 

Önerme 4.5.5.   bir  -sol değişmeli  -tam asal yakın-halka ve      bir                 

 -idempotent eleman olsun. Bu durumda, 

(i)   bir  -sol birimdir. 

(ii)    -     dir. 

İspat: (i)      olsun. Bu durumda                      için, 
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                      ( -sol değişmeli olduğundan) 

                                                         (    -idempotent olduğundan) 

                                                                                                                                                             

                                                                     

                                                                                                                                                             

                                                       

                                             

dir.  ,  -sol değişmeli  -tam asal yakın-halka ve      olduğundan, 

       

elde edilir. Dolayısıyla   bir  -sol birimdir. 

(ii) Önerme 4.5.4 ’ün (i) şıkkından ve bu önermenin (i) şıkkından, 

        

dir. Dolayısıyla, 

   -     

dir. 

Tanım 4.5.6.        için, 

         

Olacak şekilde     elemanları varsa, bu elemanlara  ’nin  -iç çarpan elemanları 

denir. 

Eğer     ise, bu taktirde bir  -iç çarpan aynı zamanda  bir iç çarpandır. Eğer 

    bir iç çarpan ise bu taktirde   ’nin her   ideali için   bir  -iç çarpandır. Fakat 

tersi genelde doğru değildir. 

Örnek 4.5.7. Örnek 4.4.3 ’te        olduğundan  ,   ’nin bir iç çarpanı değildir, 

fakat   {       için   ’nin bir  -iç çarpanıdır. Örneğin,          dir. 

Benzer şekilde  ,   ’nin bir iç çarpanı, aynı zamanda      için bir  -iç çarpanı 
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olduğu kolaylıkla görülür. 

Sonuç 4.5.8.   bir  -tam asal yakın-halka ve      bir  -idempotent eleman olsun. 

Bu durumda  ,   yakın-halkasında bir  - iç çarpandır. 

İspat: Varsayımlar altında Önerme 4.5.4 ’ten      için        olduğundan   

  ’nin bir  -sağ birim elemanıdır. Bu durumda        ve        için, 

                 

                                                                     

dir. Dolayısıyla          elde edilir. Yani  , bir  - iç çarpandır. 
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SONUÇ 

Bu tezde ilk olarak; yakın-halka kavramı ve temel özellikleri verilmiştir. Ayrıca 

yakın-halkalar üzerinde P-regülerlik, P-kuvvetli regülerlik, P-idempotent eleman ve 

P-asallık kavramları verilmiş ve bunlar arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Son 

bölümde ise, verilen bir  -ideali kullanılarak bir yakın-halkanın merkezi, bir 

elemanın merkezi, (sağ-sol) birim, (sağ-sol) değişmelilik, mediallik, tam asallık ve  

iç çarpan gibi yakın-halkalarda bazı önemli kavramların genelleştirilmeleri 

tanımlanmıştır. Ayrıca bu genelleştirilmelerin  -regülerlik,  -kuvvetli regülerlik,        

 -idempotent eleman ve P-tam asallık ile ilişkileri incelenmiştir.  
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