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OZET

Bu tezde lineer diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonunun insasi problemleri ele alindi,
incelendi ve 6grenildi. Lineer diferansiyel operatoriin Green fonksiyonunun genel ve 6zel
tanimlart verildi. Green fonksiyonunun o6zel tanimi esasinda inga yontemi verildi ve
orneklerle gosterildi. Ozellikle not edelim ki parametre bulunduran lineer diferansiyel
operatorlerin Green fonksiyonunun 6zel tanimi esasinda insa formiilleri de verildi. Green
fonksiyonunun kullanimi ile parametre bulunduran smir deger problemlerinin integral
denklemlere getirilmesi ydntemi gosterildi. Integral denklemlerin ¢dziim metodunun
uygulanmasi ile parametre bulunduran lineer diferansiyel operatorlerin  Green
fonksiyonlarinin varligi sonucu alindi. Parametre bulunduran diferansiyel operatérlerin

Green fonksiyonunun inga formiilleri gosterildi.

0 — fonksiyonunun uygulanmasi ile diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonunun inga
yontemi verildi ve oOrneklerle gosterildi. Parametre bulunduran lineer diferansiyel
operatorlerin analitik dogasi incelendi ve kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisindeki
rezidii formiillerinin uygulanmasi ile parametre bulunduran diferansiyel operatorlerin Green

fonksiyonunun insa yontemi gosterildi.
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ABSTRACT

In this thesis, we studied the Green’s function constructions of the linear differential
operators. We gave the construction method in the contend of the special definition of the
Green’s functions. We explained it by examples. We used the Green’s functions to derive
integral equations from parameterized boundary value problems. We showed the existence
of the Green’s functions of the parameterized linear differential operators by solving integral
equations. We derived the Green’s function construction formulas for the parameterized

differential operators.

We showed the Green’s function construction methods of linear differential operators using
the o — function. We examined the analytic nature of the parameterized linear differential
operators. We showed the Green’s function construction of the parameterized differential

operators through the residue formulas of functions of complex variables.
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1. GIRIS

Lineer diferansiyel denklemler teorisinde lineer diferansiyel denklemlerle bagli sinir
deger probleminin ¢oziimiinde ve lineer sistemlerin kontrolii teorisinde Green

fonksiyonu metodu ¢ok genis uygulanmaktadir [1-12].

Green fonksiyonu metodunun Onemini gostermek icin burada diferansiyel

denklemler teorisinde sik sik rastlanan lineer

Uy)=P,(x)y"™ +P(x)y"" +...+P,(x)y =f(x) (1.1)

v
n-1

diferansiyel denkleminin ag,a/,...0. , ve B.B/,....B,, verilmis katsayilar1 ve

v =y®(a), y® =y®(b) noktasindaki degerleri olmak iizere
n—1 n—l
U,(») =2 oy +> Biyy’ =0, v=1,2,..,m<n (1.2)
k=0 k=0

homojen simir sartlarini saglayan problemi kisaca

Ly=f (1.3)

operator denklemi seklinde yazalim [5].

L operatoriiniin veya (1.1)—(1.2) probleminin Green fonksiyonu G(x,§) asagidaki

Ly=06(x-¢&) (1.4)
operator denkleminin veya
U(y) =d(x=9),
U,(y)=0, v=12,...,m<n (1.5)

sinir deger probleminin ¢oziimiine denir [5].



Burada f(x) fonksiyonu yerine aldigimiz 6(x —&) fonksiyonu & — fonksiyonudur
[9-10]. f(x) fonksiyonu a < x <b araliginda siirekli fonksiyon oldugunda

£(x) = [ F(©)3(x~&)de (1.6)

esitligi saglanir. Matematikte (1.6) esitligi 6 —fonksiyonunun tanimi olarak alinir
[9]. L operatoriiniin Green fonksiyonu G(x,&) belli oldugunda (1.1)—(1.2)

probleminin veya (1.3) operator denkleminin ¢6ziimii
b
y(x) = f G(x,O)f (§)dg=L"f 1.7)

formiilii ile bulunur. (1.7) esitligi ayn1 zamanda L' ters operatoriiniin tanimudir [5].
gray

Biz bu calismada lineer diferansiyel operatoriin diferansiyel denklemler teorisinde
verilen 6zel tanimin1 verdik [1-9]. Ve bu tanim esasinda L diferansiyel operatdriiniin

ve L—AlI diferansiyel operatdriiniin Green fonksiyonunun ingasii gosterdik [1-9].

Diferansiyel operatoriin  Green fonksiyonunun kullanilmas: ile diferansiyel
denklemler i¢in smnir deger probleminin uygun integral denkleme getirilmesi yontemi
gosterildi [1-8]. Integral denklemlerin ¢dziimiiniin insas1 bu integral denklemin
rezolventinin ingasinin yardimi ile verilir [13]. Rezolventin insas1 ise integral
denklemin ¢ekirdeginin yardimi ile bulunur. Buradaki integral denklemin ¢ekirdegi
ele aldigimiz fonksiyonun (1.1)—(1.2) tipli sinir deger probleminin Green fonksiyonu
ile cakigir [13].

0 —fonksiyonunun tam ortonormal sistem {izere Fourier serisine ag¢iliminin
kullanilmasi ile L ve L —Al diferansiyel operatorlerinin Green fonksiyonunun insasi

yontemi gosterildi [1-9].

Parametreye bagli L —Al operatoriiniin Green fonksiyonunun analitik dogas1 dikkate
almd1 [1-8] ve kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde rezidii formiillerinin
kullanilmasi ile parametreye bagl diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonunun

inga yontemi gosterildi [1-8].



Bu tezde gosterilmis teorem ve sonuglar esasen [1-9] kaynaklarindan alinip

incelenmistir.

Bu tezde kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin teoremleri ve sonuglari [14-16]

kaynaklarindan alinmistir.



2. TEMEL BiLGIiLER

2.1. Diferansiyel Operatorler, Esas Tanimlar ve Teoremler
2.1.1. Lineer Uzayin ve Lineer Operatoriin Genel Tanimi

Tanm 2.1.1.1

X,Y,Z,... elemanlarmm E kiimesinde asagidaki iki islemin tanimlandigini

varsayalim:

I. Her bir iki x,y € E elemanlarma karsilik olarak bu elemanlarin toplami olarak

adlandirilan tamamen belirli x +y € E elemani kars1 getirilir.

II. Her bir x € E elemanina ve her bir A skaler sayisina karsilik olarak bu skaler A
sayisinin x elemani ile ¢arpimi olarak adlandirilan tamamen belli A-x € E elemani

kars1 getirilir.

E kiimesinde elemanlarin burada tanimlanan toplami ve elemanlarin skaler sayiyla

carpimi islemlerinin asagidaki 6zellikleri(aksiyomlart) her bir x,y,z € E elemanlari

ve her bir A, skalerleri i¢in saglandigini var sayalim:
) x+y=y+x
2) (x+y)+z=x+(y+2)

3) Oyle “sifir” elemani olarak adlandirilan 0€ E elemani bulunur ki, x+0=x

esitligi saglanir.
D h(u-x)=A-p)-x

5) I'x=x, 0-x=0 (soldaki O skaler sayidir ama sagdaki O ise E kiimesinin sifir

elemanidir.)

6) A-(X+y)=A-X+A-y



7) (A+p)- X =A-X+U-X

X,Y,Z,... elemanlarmim E kiimesinde elemanlarin toplam1 ve skaler sayiyla ¢arpimi

islemleri bu yedi 6zelligi sagladiginda E kiimesine /ineer uzay denir.

Burada sayisal carpanlar olarak ya reel sayilar yada kompleks sayilar alinir. A,p,y,...
sayilar1 reel sayilar alindiginda lineer uzay reel lineer uzay, ama A,y sayilari

kompleks sayilar olarak alindiginda lineer uzay kompleks lineer uzay olarak

adlandirilir.

Her bir lineer E uzayinda her bir x € E elemant i¢in (—1)-x =—x esitligi ile x
elemanmnin tersi “—x” eleman1 olarak tanimlanir ve boylece keyfi alinmis x,y € E

elemanlarinin x —y farki iglemi tanimlanir.

x ve —Xx elemanlar1 icin x —x=(1)-x+(-1)-x=(1-1)-x=0-x=0 esitligi saglanir.

x—y farkt x —y=x+(-1)-y esitligi ile tanimlanir.

Burada lineer uzaym sifir elemanmin tek oldugu kolaylikla gosterilir. Simdi lineer

uzaylara 6rnekler gosterelim.
Ornek 2.1.1.1

Derecesi n dogal sayisini asmayan tim P(t)=a,+a,t+a,t’+...+a t" sekilli

polinomlarin P kiimesini ele alalim. Burada a,,a,,...a_ keyfi alinmis reel

sayilardir ve t e (—o0,+) olsun. Polinomun reel sayi ile ¢arpimi ve iki polinomun
toplami polinom oldugundan ve bu islemlerde polinomlarin derecesi artmadigindan

biz polinomlarin lineer P, uzayni almis oluruz.

Ornek 2.1.1.2

[a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli siirekli olan tiim x(t),y(t),z(t),...

fonksiyonlarmin kiimesini C,,, ile gosterelim. x(t)+y(t) toplami [a,b] kapali

]
araliginda siirekli fonksiyonlarm toplami gibi [a,b] araliginda siireklidir. A-x(t)

carpimi da [a,b] araliginda stireklidir. Bu ylizden de C, , kiimesi lineer uzaydr.



Ornek 2.1.1.3

k dogal sayr olmak iizere, [a,b] aralifinda tanimlanmis k kez siirekli

. . . . .. . .. k .
diferansiyellenebilen x(t), y(t),z(t),... fonksiyonlarmin hepsinin kiimesini Cj, ,, ile
gosterelim.  Burada x(t)eC,, oldugunda A-x(t)eCf, oldugundan ve

x(1), y(t) € Cf, ,, igin x(t)+y(t) € Cf; ,, oldugundan Cj,, lineer uzaydr.

Lineer uzaylarda elemanlarin lineer bagimliligi ve lineer bagimsizligi da esas

anlamlardandir. Lineer E uzaymdan x,,X,,...,X, elemanlarm ve skaler o,,a,,...,a

n

sayilarmi alalm. o x, +a,Xx, +o,x; +...+a,x, sekilli her bir toplama x,,x,,...,x

n

elemanlarinin lineer kombinasyonu denir.

Timi sifira esit olmayan o,,0,,...,0, sayilari i¢in a,x, +o,X, +a,;x; +...+a x, =0

esitligi  saglandiginda  x,x x, elemanlar1 [lineer bagimhdir  denir.

sreens
a,Xx, to,x, +a,x; +...+a x, =0 esitligi yalniz ve yalmz o, =0, =0a,=...=0a, =0

halinde saglandiginda x,,x,,...,X, elemanlar1 lineer bagimsizdir denir.

Lineer E uzayinda n tane lineer bagimsiz eleman var oldugunda ve bu uzayda her bir

n+1 tane eleman lineer bagimli oldugunda lineer E uzay1 n-boyutludur denir.
Tanim 2.1.1.2

n boyutlu lineer E uzayinda n tane lineer bagimsiz olan her bir vektorler sistemine bu

uzayda baz denir.
Tanim 2.1.1.3

Lineer E uzayinda her bir n dogal sayist i¢in bu uzayda n tane lineer bagimsiz
elemanlar sistemi bulundugunda lineer E uzayma sonsuz boyutlu lineer uzay denir.

Sonlu n sayis1 i¢in n-boyutlu lineer uzaylara sonlu boyutlu lineer uzay denir.
C k

ve C[a,b

(ab] | uzaylar1 sonsuz boyutlu lineer uzaylardir. Bu uzaylarda 1,t,t*,¢°,..t"

fonksiyonlar dizisini ele alalim. Her bir n dogal sayis1 igin 1,t,t*,t>,...,t" sisteminin

lineer bagimsiz oldugu kolaylikla gosterilir.



E lineer uzay E ise lineer E uzaymdan almmus bir alt kiime olsun. Her bir x,y € E

elemanlar1 ve her bir a,p skaler sayilar1 i¢in a.x+p.y € E sarti saglandiginda E

kiimesine lineer E uzayinda lineer manifold veya alt uzay denir.

Cloy » k=1 uzayr C,,, uzaymnda lineer manifolddur. Gergekten de, [a,b] araliginda

k kez siirekli diferansiyellenen her bir fonksiyon [a,b] araliginda stirekli fonksiyon

k

olur. CE‘a p; lineer uzayindan alinmig fonksiyonlarin lineer kombinasyonu da Cj, ,,

uzayinin elemani olur.

Simdi biz burada Once operatériin genel tanimmi verelim. Burada X ve Y
kiimelerinin keyfi alinmis kiimeler olduklarmi varsayalim. D ise X kiimesinden
almmus bir alt kiime olsun. Burada her bir x € D elemanina uygun olarak tek bir tane

belirli yeY elemam karsi getirildiginde D kiimesinde bir y=F(x) operatorii
verilmistir denir. D kiimesine F operatoriiniin tanim bolgesi denir ve D(F) seklinde

gosterilir. Asagidaki esitlikle tanimlanan
R:R(F):{er:y:F(x), XeD}

kiimesine F operatériiniin degerler bélgesi denir. F operatoriiniin bu doniistiirme

islemini sematik olarak
X2oD(F)—L>R(F)cY
gibi gosterebiliriz. Bunu ise kisaca

F:X—Y

gibi gosterebiliriz. Bu sonuncu yazidan D(F)=X veya R(F)=Y esitlikleri

alimmuyor.

Bu tanimda 6zel halde X =Y de alinabilir.

Simdi bize iki tane F:X——Y ve ®:X——>Y operatorlerinin verildigini

varsayalim. Bu operatorler i¢in



D(F)=D(®)=D
ve her bir x € D i¢in
d(x) =F(x)
esitlikleri saglandiginda F ve @ operatorleri esittir denir.

Ama D(F)cD(®) ve her bir x € D(F) i¢in ®(x)=F(x) sartlar1 saglandiginda F
operatoriine @ operatoriiniin D(F) kiimesine kisitlanmasi, ® operatoriine ise F

operatoriiniin D(®) kiimesine devam: veya genislendirilmesi denir.

Simdi X ve Y kiimelerinin her ikisinin de reel veya her ikisinin de kompleks lineer

uzaylar olduklarmi varsayalim.
Tanim 2.1.1.4
A : X——>Y operatorii i¢in asagidaki sartlar saglandiginda, yani

1) D(A) c X tanim bolgesi lineer manifolddur,
2) Her bir x,,x, € D(A) elemanlar1 ve her bir skaler A,,A, sayilar1 i¢in
A +A,X,) = LA(X) +1,A(X,)

sartlar1 saglandiginda A operatorine D(A)c X kiimesinde tanimlanmis [lineer

operatordiir denir. Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.1.1.1

Her bir lineer operatoriin degerler bolgesi lineer manifolddur.
Ispat:

y,,¥Y, € R(A) ve A, A, skaler sayilar olduklarini varsayalim. Ax, =y, ve Ax, =y,
esitliklerini saglayan x,,x, € D(A) alalim. O zaman A operatoriiniin lineer olmasini

kullanarak asagidaki esitligi buluruz:



Ly, +A,y, =MAX +AAX, = A(A X TAX,)

Bu esitlikten A x,+X,x, e D(A) elemaninmm Ay, +1,y, elemanina doniistigi
goriiliir. Boylece, Ay, +A,y, € R(A) olur. Bununla da R(A) bdlgesinin lineer

manifold oldugu ispatlandi. Bununla da teorem ispatlanmis olur.
Bizim burada ele alacagimiz operatdrler yalniz lineer operatorler olacaktir.
2.1.2. Lineer Diferansiyel ifade

Asagidaki esitlikle tanimlanan

Uy)=P,(x)y" +P(x)y"" +.. +P,(x)y (2.1)

ifadesine [lineer diferansiyel ifade denir. Bu ifadedeki P, (x),P (x),...,P, (x)

fonksiyonlarma diferansiyel ifadenin katsayilar: denir. Bu fonksiyonlar [a,b]

araliginda tanimlanmis verilmis fonksiyonlardir. Burada P;,P](x),P2 (x)...,P (x)
0

fonksiyonlarmin [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar olduklar1 varsayilir.

Diferansiyel ifade de y(x) fonksiyonunun n mertebeden tiirevini gdsteren n sayisina

diferansiyel ifadenin tertibi veya mertebesi denir.

Dikkate alalim ki, her bir yeC},,, i¢in /(y) diferansiyel ifadesinin tanimlanmis

n

oldugu ve ((y) ifadesinin her bir yeC},,, degerlerinin [a,b] aralifinda siirekli

fonksiyon oldugunu, yani her bir y € Cj, ,, i¢in /(y) € C, ,, oldugu goriilir. Boylece,

/(y) ifadesinin C

(apy de tanimlanmig ve degerleri C

(a.p) de olan bir lineer operator

oldugu goriiliir. Bu operatérii ilerde L, ile gdsterecegiz.
2.1.3. Smir Sartlan

Burada biz y(x) fonksiyonunun ve onun n—1 mertebeye kadar tiirevlerinin a ve b

noktalarindaki degerlerini uygun olarak



y@)=y,.y@)=y,,...y"(@=y""

y(0) =y, y'(0) =y}, y" T (0) =y (2.2)
gibi gosterelim. (2.2) esitlikleri ile tanimladigimiz

(n-1) (n-1)
b

VarVareoo Y Vs YooY

degiskenlerinin lineer kombinasyonunu (lineer formunu) U(y) ile gosterelim. U(y)

lineer formunu
U(y) = apy, + 0y, +... o,y By, +Byyh +.. B,y (2.3)

seklinde yazalim. Burada o,,0,,...,0, ,B,.B,,....B,, sayilar1 U(y) lineer formunun

n-l1
katsayilaridir. (2.3) sekilli U(y) lineer formundan m tanesinin, yaniU,(y),...,U_(y)

lineer formlarinin verildigini varsayalim. Boylece,

U, (y)=opy, +ay, ..+’ y" " +By, +Bly, +.. By, v=12,...m (2.4)

a n

v
n-1

lineer formlarmin verildigini varsayalim. Burada ag,a,,...,a. ,B;.B,,-...p, , sayilari

uygun olarak U (y) lineer formunun katsayilaridir. (1.5) esitlikleri ile verilen
sartlara sinir sartlari denir. (1.5) s sartlar1 acik sekilde asagidaki esitliklerle

yazilir:

1

U () =y, Fany, +to vy, +By, FBiy, ot By, =0

U,(Y) = gy, oy, +otan,y ™+ By, HB Y, By, =0
U, (M =07y, +al'y, +..tal vy By, +Bly, T 4By, =0 (2.5)
(1.5) smir sartlarin1 (agik sekilde yazilmis (2.5) smir sartlarini) saglayan tim

n

fonksiyonlarmin kiimesini D ile gosterelim. Boylece, D kiimesi C;,,,

n
ye C[a,b]

uzayinin alt kiimesi olup asagidaki esitlikle tanimlanir:

D={yeC],,:U,(y)=0, v=12,...m} (2.6)

10



D kiimesinin C},,, uzaymnda lineer manifold olusturdugu agiktir. (1.5) sartlari

olmadiginda ise D kiimesi C}, ,, uzay1 ile gakisir.

Simdi (2.1) sekilli esitlikle tanimlanan bir /(y) diferansiyel ifadesinin ve (1.5)
sekilli sartlarla tanimlanan, yani (2.6) esitligi ile tanimlanan bir D manifoldunun

verildigini varsayalim. D manifoldundan alinmis her bir y € D fonksiyonuna kars1

{(y)=u
formiilii ile ueC,,, fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu ydntemle her bir yeD

elemanina karsi tek bir ue C,,, elemam kargihk getirilmis olur. Boylece, tanim

bolgesi D olan degerler bolgesi

R:{u €C,y:u=Ly), ye D}

esitligi ile tanimlanan bir operator tanimlamis oluruz. Bu operatorii L ile gosterelim.
Bu L:C, ,,—>C,,,, operatoriniin lineer operatér oldugu kolaylikla gosterilir. Bu

operatorii sematik olarak asagidaki sekilde gosterebiliriz:
CFa,b] = D(L)—L>R(L) - C[a,b]
Boylece, ye D i¢in /(y)=u oldugunda L operatdriiniin tanimina esasen asagidaki
esitligi yazabiliriz:
Ly=u

Bu yoOntemle tanimlanmis L operatoriine (2.1) esitligi ile tanimlanan /(y)
diferansiyel ifadesinin ve (1.5) smir sartlarinin dogurdugu diferansiyel operator

denir.

Boylece burada ¢ok 6nemli olan bir 6zelligi dikkate almamiz gerekir ki, ayn1 bir

diferansiyel /(y) ifadesini (1.5) (uygun olarak (2.5)) sinir sartlarmimn farkl farkl

secimine bagli olarak farkl farkl lineer diferansiyel L operatorleri dogurabilir.

Ozel halde (1.5) smnir sartlarinin hig birini almadigimizda biz tanim bolgesi

11



D=C

[a.b]

olan diferansiyel operator tanimlamis oluruz. Bu operatorii L, ile gosterelim. L,
operatorii /(y) diferansiyel ifadesinin ve (1.5) sinir sartlarinin farkli farkh se¢imleri

ile dogrulan farkli farkli tim L operatorlerinin uygun olarak D(L) tanim

n
[a,b]

n
[a.b]

bolgelerinden C ., uzayma devamidir(genisletilmesidir). D(L)c D(L,)=C ve

her bir ye D(L) i¢in L(y)=L,(y) esitligi saglanir.

Ama L, operatoriiniin uygun D(L) bolgesine kisitlanmalar1 olan L operatdrlerinin

ele alinip incelenmelerinin pratik problemlerin ¢éziimiinde ¢ok biiyilk dnemi ve

faydalar1 vardwr. Bu ylizden de, /(y) diferansiyel ifadesinin ve (1.5) sartlarinin

dogurduklar: farkli farkli L operatorlerini ayr1 ayri ele alip incelememiz gerekir.

Burada dikkate alalim ki, U,(y),U,(y),....U_(y) lineer formlarindan bazilari

digerlerinin lineer kombinasyonlar1 seklinde gosterilebilen haller olabilir. Boyle

formlara uygun yazilmis
U, (y)=0, v=12,...m

siir sartlary, diger formlara uygun yazilmis sinir sartlarmin sonucu olurlar. Bu

yilizden de verilmis sinir sartlarinin bazilarmin atilmas gerekir.

Bu soylediklerimizi dikkate alarak U (y) formlarmmn Onceden lineer bagimsiz

olduklarmma inanmamiz gerekir. Lineer U,(y),U,(y),...,U_(y) formlarmin lineer
bagimsiz olmasi i¢in lineer formlarm katsayilarindan yapilmis (ASB) matrisinin

rankiin m sayisina esit olmasi gerekir, yani lineer formlarin m sayisina esit olmasi

gerekir.
rank (A:B)=m
Burada lineer U (y), v=12,...m formlarmm katsayilarmm matrisi asagidaki

esitlikle yazilir:

12



1 1 1 1 1 1 1 1
a, a, a, A, Bo Bl 2 e Bn—l
2 2 2 2 2 2 2 2

(A:B)— O Q a, A, Bo Bl Bz Bn—l (2 7)
ap o ey ..o B BYOBY . B

Ozel halde m=2n oldugunda, yani smir sartlarinin sayis1 m=2n oldugunda ve

rank(AfB):2n sartt saglandiginda uygun olarak (2.5) smir sartlar1 asagidaki

sekilde yazilir:

ya:y;=...=yf,""')zybzygz...zyf,""l)=O (2.8)

{(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.8) smnir sartlariin dogurdugu lineer operatorii L,

ile gosterelim.
2.1.4. Homojen Sinir Deger Problemi

Asagidaki
U(y)=0 (2.9)
homojen lineer diferansiyel denkleminin (1.5) homojen lineer smir sartlarmni

saglayan C/,,, uzaymndan olan y(x) ¢dzimiiniin bulunmasi problemine homojen

str deger problemi denir.

(2.9)—(1.5) homojen sinir deger problemi acik sekilde asagidaki gibi yazilir:

P,(x)y™ +P(x)y" " +...+P, (x)y =0 (2.10)

{(y) diferansiyel ifadesinin ve (1.5) homojen lineer smir sartlarmin dogurdugu
lineer diferansiyel operatorii L ile gosterelim. Bu durumda (2.9)—-(1.5) homojen
sinir deger problemini ¢ozmek burada tanimladigimiz L operatdriiniin D(L) tanim
bolgesinden Oyle y(x)e D(L) fonksiyonunun bulunmasidir ki, bu fonksiyon L
operatoriinii sifira doniistiiriir, yani Ly =0 olur. Boylece, (2.9)—(1.5) homojen simnir
deger problemini ¢6zmek Ly=0 sartim1 saglayan yeD(L) fonksiyonunun

bulunmasina getirilmis olur.
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Dikkate alalim ki, her bir lineer homojen sinir deger probleminin en azindan bir tane

aynen sifira esit olan y =0 ¢Oziimiiniin oldugu agiktir. Lineer homojen (2.9)—(1.5)
sinir deger probleminin aynen sifira esit olan y(x)=0 c¢oziimiine bu problemin
“trivial” ¢6zlimii denir. Ama bu (2.9)—(1.5) homojen lineer sinir deger probleminin

trivial olmayan, yani aynen sifira esit olmayan y(x) # 0 ¢oziimii de olabilir.

Simdi biz burada lineer homojen (2.9)—(1.5) smir deger probleminin trivial olmayan

¢Oziimiiniin varlhig1 sartlarni belirleyelim.

Bu amagla n mertebeli lineer homojen (2.10) diferansiyel denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimleri sistemini
Vi =Y1(X), ¥, = ¥,(X),- ¥, =Y, (%)

ile gosterelim. O zaman (2.9) denkleminin genel ¢6ziimii
Y(X):Cl'Y1(X)+02'Y2(X)+--'+cn'yn(X) (2.11)

seklinde bulunur. Bu formiilde c,c,,...,c, katsayilar1 keyfi sabit sayilardir. (1.5)
sartlar1 lineer sartlar olduklarmdan dolayr (2.9)—(1.5) lineer homojen sinir deger
probleminin ¢oziimii de (2.11) seklinde olacaktir. (2.9) denkleminin (2.11) formiili
ile bulunan genel ¢6zlimiinii (1.5) sinir sartlarinda y fonksiyonunun yerine yazarak
(2.11) formiiliindeki ¢

C,,....c, katsayillarnmn asagidaki sartlar1 saglamasi

1°

gerektigini buluruz:

ClUl(Y1)+CzU1(Y2) +-'-+CnU1(yn) =0,

Cle(Y1)+CzUz(Y2)+-'-+CnU2(yn):09 (2 12)

C]Um(YI) + CZUm(YZ) +...+ cnUm (Yn) = 0
Boylece, (2.11) formiilii ile bulunan y(x) fonksiyonunun (2.9) denklemini

saglamasiyla birlikte bu fonksiyonun (1.5) smir sartlarmi da saglamasi icin (2.11)

formiiliindeki c,,c,,...,c, katsayilar1 (2.12) lineer homojen cebirsel denklemler

n

14



sisteminin ¢oziimii olmas1 gerekir. (2.12) sisteminin matrisini U ile gosterelim. O

zaman (2.12) sisteminin U matrisi i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:

Uly) Uy ... Uly,)

Ue U,(y) Uy(yy) - Uy(y,) 2.13)

Um(Y]) Um (YZ) ce Um(Yn)
(2.12) sisteminin (2.13) esitligi ile tanimlanan U matrisinin rankini r ile gosterelim.

O zaman (2.12) sisteminin c,c,,...,c, sabitlerine nazaran n—r sayida bagimsiz

coziimleri sistemi olur. Bu ylizden de (2.9)—(1.5) homojen lineer smir deger
probleminin (2.11) seklinde n—r sayida trivial olmayan lineer bagimsiz ¢oziimleri

olur.

Boylece, uygun olarak biz (2.9)—(1.5) lineer homojen sinir deger probleminin

¢Ozlimiiniin varlig1 ile baglh asagidaki lemmalar1 ispatladik:
Lemma 2.1.4.1

(2.13) matrisinin ranki r oldugunda (2.9)—(1.5) lineer homojen smir deger

probleminin n—r sayida (2.11) seklinde lineer bagimsiz ¢éziimleri vardir.

Lemma 2.1.4.2
Ozel halde;

a) (2.9)—(1.5) homojen smir deger probleminin trivial olmayan ¢6ziimiiniin olmasi
icin gerek ve yeter sart (2.13) matrisinin rankinin /(y) diferansiyel ifadesinin n

mertebesinden kii¢lik olmasidir.

b) (1.5) smir sartlarindaki, sartlarin m sayis1 /(y) diferansiyel ifadesinin mertebesini
gosteren n sayisindan kii¢lik oldugunda, yani m <n sart1 saglandiginda (2.9)—(1.5)

probleminin trivial olmayan ¢6ziimii vardir.
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¢) (1.5) homojen smir sartlarindaki sartlarin m sayis1 ¢(y) diferansiyel ifadesinin n
mertebesine esit oldugunda, yani m=n sart1 saglandiginda (2.9)—(1.5) homojen

lineer smir deger probleminin trivial olmayan ¢éziimiiniin olmasi icin gerek ve yeter

sart (2.13) quadratik matrisinin (bu halde U matrisi quadratik matris olur)

determinantinin sifira esit olmasidir.

Burada dikkate alalim ki, (2.13) matrisinin rank1 /(y)=0 diferansiyel denkleminin
lineer bagimsiz (fundamental) c¢oOziimlerinin y,(X),y,(x),...,y,(X) sisteminin
secimine baglh degildir. Gergektende, /(y)=0 denkleminin lineer bagimsiz
y,(X),¥,(X),...,y, (x) ¢Oziimleri sistemini /(y)=0 denkleminin baska bir lineer
bagimsiz y,(x),¥y,(X),...,¥,(x) c¢oziimleri sistemi ile degistirdigimizde bu degisim

asagidaki lineer dontistimle gerceklestirilir:
y.(x)=> a,y,(x), i=12,...n (2.14)
j=1

Bu lineer doniisiimiin matrisinin determinanti sifirdan farkli olur.

Boylece, bu doniisimde (2.13) esitligi ile tanimlanan U matrisi (2.14)
doniigiimiiniin A:(aij)n matrisi ile carpildigindan ve detA =0 sart1

i j=1

saglandigindan (2.14) doniisiimiinde U matrisinin ranki sabit kalir.
(2.13) matrisinin rankina (2.9)—(1.5) sinwr deger probleminin ranki denir.

Burada dikkate alalim ki, ele aldigimiz (2.9)—(1.5) homojen sinir deger problemi
asagidaki sekilde genellestirilir:

U,(y), U,(y),...,U, (y) ifadeleri C}, ,, uzayinda tamimlanmis lineer bagimsiz siirekli

lineer fonksiyoneller sisteminin olduklarimi varsayalim. /(y) ise (2.1) esitligi ile

tanimlanan n mertebeli lineer diferansiyel ifade oldugunu varsayalim. O zaman

homojen lineer (2.9) diferansiyel denkleminin

U,(y)=0, v=1,2,...n (2.15)
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n

lineer homojen sinir sartlarini saglayan y € C}, ,; ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine

genellestirilmis homojen sinir deger problemi denir. Bu kisimda (2.9)—(1.5)

homojen lineer sinir deger problemi i¢cin alinmis sonuglar genellestirilmis homojen

(2.9)—(2.15) sinir deger problemi i¢in gecerlidir.

2.1.5. Lagrange Formiilii ve Eslenik (Dual, Adjoint, Kosma, ikili) Diferansiyel
ifade

Simdi burada (2.1) diferansiyel ifadesinin P, (x), k=0,1,2,...,n katsayilarinin
uygun olarak, (n—k) mertebeli tiirevi de dahil olmakla beraber [a,b] araliginda
P (x) fonksiyonunun (n—k) mertebeye kadar tiim tiirevleri var ve her birinin [a,b]

araliginda stirekli olduklarmi varsayalim.

n

y(x) ve z(x) fonksiyonlar1 C, uzayindan alinmis keyfi fonksiyonlar olduklarini

varsayalim. Asagidaki integrali ele alalim:
b —
[P, (0)z()y® (x)dx

Bu integraldaki z(x) fonksiyonu z(x) fonksiyonunun kompleks eslenigini gosterir.

Ele aldigimiz iistteki integralde k kez kismi integrasyon formiiliinii uygulayarak

asagidaki formiilii bulmus oluruz:

[P, )2y (x)dx =[ P, (x)z(x)dy ™ (x) =

b

= (B 02y ) = (P (0200 y* )k =
= P, 0700y ()~ (P, (002(0)) y(k'”(x)} (P00 v -

=[P, (02y ™ ()~ (B, (02)) ¥ () 4.4 (D (P, (02(0)) y(x)}

D[y (P, (02(0)) dx
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veya
[P (0™ (x)dx =

+

x=b
X

{Pn_k (0Z0Y* (0 ~(B,., (9209) Y200 +..+ (D (B, ()20)) y(x)}
H 500 (B (0260 dx 216
Bu (2.16) esitliginde k =n, k=n—1,...,k =0 alarak asagidaki esitlikleri buluruz:

i%(x)y(“) (x)z(x)dx =

- {%(x)%y("'”(m (B, (0200) Y20+t (-1 (B, (0200 y(x)}

[y (P (020 dx,

[P0y (x)z(x)dx =

(n—

= {R(x)%y(“) 0 ~(P,(0200)) ¥V () 4.t (D (B(0)z00) y(x)}

(n=1)

+(—1>""fy(x)(1),(x)ﬁ) dx,

[P, G0y (e =P, 2y || 300 (B, (0700 d

[P, (x)y(0)z(x)dx = [ y(x) (P, (x)2(x) ) dx

Buldugumuz n+1 sayidaki bu esitlikleri taraf tarafa toplayarak asagidaki esitligi

buluruz:

[ 1y)z()dx =P(.0)+ [ y(x)¢ (2)dx (2.17)
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Bu (2.17) formiiliinde (2.1) denklemi ile

(n-] (n-

@ = (BE) ) (B0) "+ (Pe0) 4+ (x) (218)

\

— / (n-1) ' (n-1)
_(yaayaa--'ayan 9Ybayb9---9ybn )9

n
_ ' (n-1) ' (n-1)
C—(za,za,...,z 2 Zys Zysee o Zy )

a

olmak tlizere P(n,() fonksiyonu uygun olarak

(n-1)

' (n=1)
YirYas--sYa

3 Yoo Yose-o Yt

\

degiskenlerinin bilineer formudur.

(2.18) formiilii ile tamimlanan ¢'(z) diferansiyel ifadesine (2.1) formiilii ile

tanimlanan diferansiyel ifadesinin eslenik (kosma, dual) diferansiyel ifadesi denir.

(2.17) formiiliine Lagrange formiilii denir. Ustte

b

[(y(x))z(x)dx

a

integrali i¢in yaptigimiz islemleri uygun olarak

b

[ (2(x))y(x)dx

a

integrali i¢in benzer sekilde uygulayarak asagidaki formiili buluruz:

b

[ (2(3)y(x)dx = Q(n, §) + [ 2(x)¢ (y(x) dx (2.19)

a

19



Bu formiilde Q(n,{) ifadesi m ve { vektorlerinin uygun olarak koordinatlarinin

bilineer formudur.

(2.19) formiiliinden ¢(y) diferansiyel ifadesinin de uygun olarak ¢"(z) diferansiyel

ifadesine eslenik diferansiyel ifade oldugu bulunur. Baska bir deyisle /(y) ve ¢'(y)

diferansiyel ifadeleri biri-birine esleniktirler, yani
(') =" =1y

Boylece (2.1) ve (2.18) esitlikleri ile tanimlanan /(y) ve ¢ (y) diferansiyel

ifadeleri biri-birine esleniktirler (dualdirler).

Eslenik  diferansiyel ¢(y) diferansiyel ifadesinin  (2.18)  formiiliiniin

uygulanmasiyla eslenik diferansiyel ifadesinin asagidaki 6zellikleri bulunur:

(6,+0,) =0, +1, (2.20)
Ve
(M) =2 (2.21)
Ozel halde burada
C(y)=Uy)

esitligi saglandiginda /(y) diferansiyel ifadesine 6zeslenik (kendi kendisine eslenik)

diferansiyel ifade denir.

(2.20) ve (2.21) formiillerini kullanarak asagidaki Lemma kolaylikla ispatlanir:
Lemma 2.1.5.1

a) Ozeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da 6zeslenik diferansiyel ifade olur;

b) Ozeslenik diferansiyel ifadenin reel A skaler sayisi ile garpilmasi sonucu elde

edilen diferansiyel ifade 6zeslenik diferansiyel ifade olur.
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Simdi burada tiim 6zeslenik diferansiyel ifadelerin genel seklini bulalim.
Asagidaki lemma dogrudur.
Lemma 2.1.5.2

Her bir 6zeslenik diferansiyel ifade asagidaki sekildeki

L, =Py ®)";

£ ) =] (Pe0y )+ (Peoy o0 |, (VT =)

diferansiyel ifadelerin toplami seklinde gosterilir. Bu diferansiyel ifadelerdeki P(x)

fonksiyonu yalniz reel degerler alan ve gereken mertebeden diferansiyellenen

fonksiyondur (i = \/—71) .

Ispat:

Bu lemmay1 ispatlamak i¢in 6nce asagidaki integralleri ele alalim:

b b

J.Ezu (Y(X))K)dxa J.gzu—l (Y(X))Z(_X)dx

Burada y(x),z(x) € C}, ,, oldugunu var sayariz.

Bu integrallerin her birine kismi integrasyon formiillerini uygulayarak 7, (y) ve
?,,,(y) diferansiyel ifadelerinin her birinin 6zeslenik diferansiyel ifadeler oldugu
kolaylikla goriilir. Bu yiizden de, lemma 2.1.5.1 e dayanarak 7/, (y) ve 7, ,(y)

diferansiyel ifadelerinin toplamlarmin 06zeslenik diferansiyel ifade oldugunu

ispatlamis oluruz. Simdi tersine (2.1) diferansiyel ifadesinin 6zeslenik diferansiyel
ifade oldugunu varsayalim. Ozeslenik ¢(y) diferansiyel ifadesinin ¢, (y) ve
l,,,(y) sekilli 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplami seklinde gosterildigini

ispatlayalim. Boylece, sarta gore

21



oy)=1'(y)

esitligi saglanir. Ama ¢ (y) ifadesi asagidaki formiille tanimlanir:

£ @)= (By) "+ (By) T+ 4Ry

— (—1)“ PO (X)y(n) + |:(_ l)n .n.P_(;(X) + (_ l)n—l Pl (X):| y(n—l) +.
Buradan /(y) = E*(y) esitligini kullanarak

Py(x) = (=1)"P,(x) (222)

esitligini buluruz. Simdi biz burada n sayisinin 6nce ¢ift say1 oldugunu varsayalim.

Yani n =2p seklinde dogal say1 oldugunu varsayalim. O zaman (2.22) esitliginden

Py(x) = m

esitligi bulunur. Boylece, n sayisi ¢ift say1 oldugunda ve /(y) diferansiyel ifadesinin
ozeslenik olmasi durumunda P,(x) katsayismin yalniz reel degerler alan fonksiyon
olmas1 gerekir. Simdi biz burada (2.1) diferansiyel ifadesinden 06zeslenik

diferansiyel
/ —(p w\*® _p ™ P’ (n-1)
2u y) o (X)y Z(X)y T P (x)y T

ifadesini ¢ikaralm. O zaman biz (n—1) dereceli 6zeslenik /(y)—/,, (y) diferansiyel

ifadesini buluruz. Simdi n sayisimin tek say1 oldugunu varsayalim, yani n=2p—1

seklinde dogal say1 olsun. O zaman bu hal i¢in (2.22) esitliginden
P(x) =B, (x)

esitligi bulunur. Buldugumuz bu esitligin saglanmasi i¢in Pj(x) fonksiyonu P(x)

yalniz reel degerler almak iizere burada

P,(x) =1P(x)
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sekilli fonksiyon olmasi gerekir. Simdi biz (2.1) diferansiyel ifadesinden

Iry,. ERN S (w1
£a) = | (iPCOY ")+ (iP00y™) " |
=iP(x)y**™" +%niP’(x)y(2”_2) +o
1
=P,(x)y" +§nPO’(x)y("_l) +...

ozeslenik diferansiyel ifadesini ¢ikarwrsak derecesi (n—1) sayisina esit olan

(y)—1,, ,(y) sekilli 6zeslenik diferansiyel ifadesini bulmus oluruz.

Burada kullandigimiz islemleri bu sekilde devam ettirirsek, yani ¢(y) diferansiyel

ifadesinden ardisik olarak 6zeslenik
£, (y) ve £, (y)
seklindeki 6zeslenik ifadelerini ¢ikararak sonugta sifir dereceli(mertebeli) 6zeslenik
Lo (y) =P(x)y

ifadesini buluruz. Boylece, bu islemler sonucunda sifir mertebeli 6zeslenik ifade

bulmus oluruz. Bu ifade iistte gosterdigimiz /,(y) =P(x)y diferansiyel ifadesi ile
cakisir. Bu ifade de P(x) fonksiyonu reel degerli fonksiyon olur. Bununla da lemma

2.1.5.2 ispatlanmis olur.

Ozel halde, ¢(y) diferansiyel ifadesi reel katsayili &zeslenik diferansiyel ifade
oldugunda, o zaman /(y) diferansiyel ifadesinde 7,, (y) seklindeki diferansiyel

ifadeler bulunamazlar. Bu ylizden de reel katsayili /(y) Ozeslenik diferansiyel

ifadeleri i¢in asagidaki lemma dogrudur:
Lemma 2.1.5.3

Her bir reel katsayili 6zeslenik diferansiyel ifade mutlaka ¢ift mertebeli diferansiyel

ifadedir ve bu diferansiyel ifade asagidaki
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(p-1)

1y) =(P0oy® )" + (B y™) " .t (PL()y) + P,y

seklinde gosterilir. Bu agilimdaki P (x),P,(x),P,(x),...,P (x) fonksiyonlar: reel

degerli reel degiskenli fonksiyonlardir.

2.1.6. Eslenik Simir Sartlar1 ve Eslenik Operator

(n-1)

) ' (n-1)
Burada U,U,,...,U_ lineer  formlarinin VarVase-o Y

Yoo Yooe- Yo
degiskenlerinin lineer bagimsiz formlar1 olduklarmi varsayalim. Burada m<2n

halinde U,,U,,..,U_ formlarma 6yle yeni U_,,,U U,, lineer formlarim

m+1 2 m+2%°°

ilave ederek 2n tane

U,,U,,..,U,

n

lineer formlar sistemine tamlastiralim ki, bu U ,U,,...,U, sistemi lineer bagimsiz

9~ 2n

sistem olsun. U ,U,,...,U, formlar1 lineer bagimsiz olduklarindan

(n-1)

' (n=1)
YirYase-sYa

Yoo Yose-o Yt

degiskenlerini U ,U,,...,U, formlarmmn lineer kombinasyonlar1 seklimde ifade

edebiliriz.

(n-1)

' (n=1)
YirYas--sYa

Yoo Yose-o Yt

degiskenlerinin U,,U,,...,U, formlari ile ifade edilmis lineer kombinasyonlarini

[t)2(x)dx =P, Q)+ [ y(x) £ (z)dx

(n=1)

Lagrange formiiliindeki P(n,{) bilineer formunda y,,y’,...,y! (n=)

Yoo Yose- Yt

degiskenlerini uygun olarak yerlerine yazallm. O zaman P(n,{) ifadesi
U,,U,,...,U, degiskenlerinin lineer homojen formu olur. P(n,{) icin bulunmus

*9 =~ 2n

olan bu ifadede U,,U,,...,U degiskenlerinin katsayilarina uygun olarak

>~ 2n
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7 Zr Z(n—l)

PEE-PEERETE P

(n=1)

2 ZysZy s Zy degiskenlerinin lineer homojen formlar1 olurlar. Bu

formlar1 uygun olarak

V2n’V2n—]""’\/]

seklinde gosterelim. O zaman Lagrange formiiliinti asagidaki sekilde yazabiliriz:

j ([y(x)]z(x)dx =UV,, + UV, +..+ U, V, + j y(x).£ [2(x) Jdx (2.23)

a

Bu formiildeki V,,V,,...,V, ~formlarmm da uygun olarak lineer bagimsiz olduklar1

ispatlanir [5]. Asagidaki

V,=0,V,=0,...,V, =0 (2.24)
sinir sartlarina (ve bu sartlara equivalent olan sinir sartlarina)

u,=0,u,=0,..,u_=0 (2.25)

sinir sartlarinin eslenik sinir sartlar: denir.

Smir sartlar1 kendi eslenigine esdeger (equivalent) oldugunda bu sinir sartlarina

ozeslenik simir sartlari(kendi kendisine eslenik olan sinir sartlari) denir.

0"(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.24) sinr sartlarinm dogurdugu diferansiyel
operatore, /((y) diferansiyel ifadesinin ve (2.25) smir sartlarmm dogurdugu

diferansiyel L operatériiniin eglenik operatérii denir ve L gibi gosterilir.

(2.23) formiiliinden ve (2.24),(2.25) siur sartlarindan L ve L operatorleri igin

asagidaki baglant1 bulunur:
b - b
[Ly()z(x).dx = [ y(x)L'z(x)dx (2.26)

Asagidaki skaler ¢arpim gdsterimini
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(¥,2) = [ y(x)z(x)dx

kullandigimizda (2.26) esitligini kisaca olarak
(Ly.2)=(y,L'2) (2.27)

seklinde yazabiliriz. L operatdriiniin tanimmdan asagidaki sonug bulunur:

{(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.25) smir sartlarmin dogurdugu L operatoriiniin
Ozeslenik operatdr olmasi i¢cin gerek ve yeter sart /(y) diferansiyel ifadesinin ve

(2.25) smir sartlarinin uygun olarak 6zeslenik olmalaridir.
L operatorii 6zeslenik operator oldugunda (2.27) formiilii asagidaki sekilde yazilir:

(Ly,z) =(y,Lz2) (2.28)
2.1.7. Eslenik Sinir Deger Problemi
L operatoriiniin L operatoriine eslenik operatér oldugunu varsayalim. O zaman
Lz=0 (2.29)
homojen smir deger problemine

Ly=0 (2.30)

homojen smir deger probleminin eslenik smir deger problemi denir.
(2.29) smir deger problemini detayl bir sekilde

’(z)=0 (2.31)
homojen diferansiyel denkleminin

V.(2)=0, v=1,2,....2n-m (2.32)

26



homojen sinir sartlarimi saglayan trivial olmayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemidir.
Burada ¢*(z) diferansiyel ifadesi L operatdriinii doguran ¢(y) diferansiyel ifadesinin
eslenik diferansiyel ifadesidir. (2.32) sartlar1 ise L operatoriinii doguran

U,(y)=0,U,(y)=0,...,U_(y) =0 smir sartlarma eslenik olan sartlardir.

Simdi biz burada (2.30) probleminin r ranki ile (2.30) problemine eslenik olan

(2.29) probleminin r' ranki arasinda baglant1 bulalim.

Bu amagla n mertebeli adi tiirevli lineer homojen (2.18) denkleminin lineer

bagimsiz
z, =2,(X),2, =2,(X),...,Z, =2,(X)

coziimleri olduklarmmi varsayallm. O zaman (2.31)-(2.32) smnir deger

problemlerinin matrisi uygun olarak

Vi(z) Vi(z,) ... Vi(z,)
N A AR B A .
Vi () Vi n(zy) oo V0 (2)

seklinde yazilir. V matrisinin rankini r' ile gosterelim: r’ = rankV .

O zaman burada uygun olarak r'<n sart1 saglandiginda (2.31)—(2.32) sinir deger

probleminin n—r" sayida lineer bagimsiz ¢éziimleri olur.

Simdi (2.23) Lagrange formiiliinde (2.30) denkleminin trivial olmayan herhangi bir
y=y(x) c¢oziimini ve (2.31) homojen lineer diferansiyel denkleminin lineer
bagimsiz z,(X),z,(X),...,z,(x) ¢oziimlerinden birini, mesela z, =z (x) ¢Ozlimiini
z=17(x) fonksiyonu olarak alalim. O zaman (2.23) Lagrange formiiliindeki
integraller sifira dontsiirler ve (2.30) denkleminin trivial olmayan ¢6ziimii olan
y=y(x) fonksiyonu da U (y)=0,U,(y)=0,...,U (y)=0 smir sartlarini

sagladigindan dolay1 (2.23) Lagrange formiilii bu sartlarda asagidaki sekli alir:
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Um+l (Y)VZn—m (Zu) + Um+2 (Y)VZn—(mH) (Zl)) +...+ U2n (y)\/l (ZD) = 0

Bu esitlikte sirast ile v=1,2,...,n aldigimizda, U_,,(y),U_.,(y),...,U, (y) lineer

formlarmin bulunmas: i¢in asagidaki lineer homojen cebirsel denklemler sistemini

buluruz:

Um+] (Y)VZn—m (Zl ) + Um+2 (Y)VZn—(mH) (Zl ) +...+ UZn (Y)\/1 (Zl ) = Oa
Ui DV n(2)+ U, (Y)VZn—(mH) (z,)+...+U,, (y)Vi(2,) =0,

Um+] (Y)VZn—m (Zn ) + U(m+2) (Y)VZn—(mH) (Zn ) +...F UZn (Y)\/1 (Zn) = O

(2.34)

Bu (2.34) sisteminin en azindan n—r sayida lineer bagimsiz ¢dziimleri vardir.

Bunlar, mesela
Um+](Yj)’Um+2(Yj)9'"9U2n(y]')’ J = 1,2,...,1’1-1‘

coziimleri olabilir. Buradaki y,(x),y,(x),...,y, ,(x) fonksiyonlar1 (2.30)

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemidir.

Boylece, (2.34) sisteminin matrisinin ranki
2n—-m—(n—r)=n—-m+r

sayisinl agamaz. Ama (2.34) sisteminin matrisi (2.33) esitligi ile tanimlanmis V

matrisinin satir ve siitunlarinin yerlerinin degistirilmesinden alinan matristir. Bu

yiizden de (2.34) matrisinin rank1 V matrisinin r’ ranki ile ¢akisir. Bu yiizden de
r<n-m+r (2.35)

esitsizligini buluruz.

(2.35) esitsizliginde yalniz esitlik oldugunu ispatlayalim.

Burada ele aldigimiz L(y)=0 ve L'(z)=0 smir deger problemleri birbirleri ile

karsilikl1 eslenik olduklarindan, buradaki islemlerde sinir deger problemlerinin
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rollerini degistirebiliriz. Bu ylizdende, bu degisimi yaptigimizda 1’ ve r
parametreleri de rollerini degistirmis olacaktir. m sayis1t uygun olarak 2n —m sayisi

ile rollerini degistirir. Boylece, bu durumda
r<n—-(2n-m)+r'
esitsizligi yazilmis olur. Bu esitlikten de
r<m-n+r' (2.36)
esitligini buluruz. (2.35) ve (2.36) esitsizliklerinden ise
r=n-m+r (2.37)
esitligini buluruz. Boylece biz asagidaki lemmalar1 ispatlamis olduk.

Lemma 2.1.7.1

(2.30) smir deger probleminin ranki r uygun olarak eslenik (2.29) smir deger
probleminin ranki olan r’ sayisi ile (2.37) baglantisindadir. Ozel halde burada

m=n oldugunda (2.37) formiiliinden r' =r esitligi bulunur.

Buradan da asagidaki lemma bulunur.
Lemma 2.1.7.2

Lineer bagimsiz smir sartlarmin sayist diferansiyel ifadenin derecesine esit
oldugunda smir deger probleminin ranki eslenik sinir deger probleminin ranki ile

cakisr.
Buradan da 6zel halde asagidaki lemma bulunur.
Lemma 2.1.7.3

Lineer bagimsiz smir sartlarmin sayist diferansiyel ifadenin derecesine esit
oldugunda uygun homojen smir deger probleminin yalniz trivial ¢oziimii olursa, o

zaman bu problemin eslenik smir deger probleminin de yalniz trivial ¢6ziimii olur.
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2.2. Diferansiyel Operatoriin Karakteristik Degerleri ve Karakteristik

Fonksiyonlar
2.2.1. Karakteristik Degerlerin ve Karakteristik Fonksiyonlarin Tanimi

Asagidaki

Ly=2\y (2.38)

denklemini ele alalim. Bu denklemde L lineer operatdr, A ise skaler degerli

parametredir. A parametresinin bir A =2, degerinde L operatoriiniin tanim bdlgesi

D(L) kiimesinde en az bir tane y,(x) = 0 fonksiyonu igin,

Ly, =X,

esitligi saglaniyorsa, o zaman A parametresinin A=A, degerine L operatoriiniin
karakteristik degeri ve uygun olarak y,(x) fonksiyonuna ise L operatoriiniin A=A,

karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonu veya karakteristik vektorii

denir. Simdi biz L operatdriiniin (2.1) diferansiyel ifadesinin ve

n—1
U (y)= Z(XLygk) + ZBky(k)
k=0

n-1
U =3 o2 <k>+ 20 _ )

n-1
U, ()= afy+ ZBE“Y@”
k=0

sinir sartlarinin lineer diferansiyel operator oldugunu varsayalim.

L operatdriiniin her bir karakteristik y(x) fonksiyonu uygun olarak L operatdriiniin

D(L)={y(x)eC},,;:U,(y)=0,v=12,...,m|

tanim bolgesine dahil oldugundan bu operatdriin karakteristik fonksiyonlar1 (2.39)

smir sartlarmi saglamasi gerekir. Buna ek olarak L operatoriiniin tanimindan
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Ly =/(y) esitliginin de saglanmas1 gerektiginden (2.38) esitligi L diferansiyel

operatorii i¢in
Uy) =1y (2.40)
seklinde yazilabilir.

Boylece, L diferansiyel ifadesinin karakteristik degerleri A parametresinin Oyle

degerleridir ki, A parametresinin bu degerlerinde homojen

o(y) =My, } 2.41)

U,(y)=0, v=12,...,m

sinir deger probleminin trivial olmayan ¢éziimii vardir. Bu trivial olmayan ¢éziimler

A parametresinin bu degerlerine uygun karakteristik fonksiyonlardir.

Dikkate alalim ki, aym1 bir A karakteristik degerine uygun farkli karakteristik
fonksiyonlarin lineer kombinasyonu da A parametresinin bu degerine uygun

karakteristik fonksiyon olur.

Gergektende, aynen sifira esit olmayan y,(x),y,(x)eD(L) fonksiyonlar: i¢in A

parametresinin A=A, degerinde
Ly, =Ry
ve
Ly, =4y,
esitlikler1 saglandiginda, o zaman keyfi alinmis ¢, ve c, sabit sayilar1 i¢in
L(c,y, +¢,y,) = Ag(c1y, +6,,)

esitligi saglanir. Bu iistte sdyledigimiz fikrin ispatidir.
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Burada verilmis A sayisinda (2.1) diferansiyel ifadesinin P, (x) # 0, P, (x),...,P (x)
katsayilar1 [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar olduklarmnda (2.40) denkleminin n

sayida lineer bagimsiz ¢6ziimii oldugundan, buradan goriiliir ki, ayn1 bir karakteristik
A sayisma uygun olan karakteristik fonksiyonlarin (karakteristik vektorlerin) kiimesi

sonlu boyutlu lineer uzay olmakla beraber bu uzaym boyutu /(y) diferansiyel

ifadesinin n mertebesini asamaz. Verilmis A karakteristik sayisinda bu karakteristik

saylya uygun olan karakteristik fonksiyonlarm lineer uzaymin boyutu (2.41) smir

deger probleminin verilmis karakteristik A sayisina uygun lineer bagimsiz
cOzlimlerinin sayisina esittir. Bu saytya A karakteristik sayisinin tekrarlanma ya da

katlanma mertebesi denir.

Simdi biz burada L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerlerinin varligi i¢in

sart belirleyelim. Gereken sart1 bulmak i¢in (2.40) diferansiyel denkleminin

0, j#v

) »uv=12,3,...,n (2.42)
1 ]=v

RN ={

baslangi¢ sartlarini saglayan lineer bagimsiz(fundamental) ¢ozlimler sistemini

Y1(6A), ¥, (% A),0 ¥, (X, 1) (2.43)

ele alalim.

Lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri hakkindaki genel teoremlerden goriiliir

ki, x serbest degiskeni [a,b] aralifindan alinmis her bir degerinde (2.43)

¢Ozlimlerinin her biri A parametresinin (tiim kompleks degerlerinde) tam analitik

fonksiyonlari olurlar.

Lemma 2.1.4.2 deki sonuglara dayanarak (1.5) smir deger probleminin yalniz ve
yalniz bu problemin (2.13) matrisinin ranki r=rankU rankmin /(y) diferansiyel

ifadesinin derecesi(mertebesi) olan n sayisindan kii¢iik oldugu hal i¢in trivial

olmayan ¢oziimiiniin oldugunu goriiyoruz.
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Dikkate alalim ki, m<n sart1 saglandiginda r <n sarti1 da saglanir. Béylece, r <n
sart1 saglandiginda A parametresinin her bir degerinde (1.5) smir deger probleminin
trivial olmayan ¢Oziimii olur. Buradan da m<n sarti saglandiginda A
parametresinin her bir degerinin L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerleri

oldugu goriiliir.

m=>n oldugunda, yani bdyle bir sart saglandiginda (2.13) esitligi ile tanimlanan U
matrisinin r =rankU rankimin n sayisindan kii¢iik olmasi i¢in gerek ve yeter sart U
matrisinin n mertebeli tiim determinantlarinin her birinin sifira esit olmalaridir. Ama
dikkate alalim ki, bu determinantlarin her biri A parametresinin tam analitik

fonksiyonlaridir. Bu yiizden de yalniz asagidaki haller miimkiindiir:

1. U matrisinin n mertebeli tiim determinantlarmin her biri aynen sifira esittir. Bu
halde A parametresinin her bir degeri, 6nce ki gosterdigimiz hale uygun olarak

karakteristik deger olur.

2. U matrisinin n mertebeli determinantlarindan en azindan bir tanesi aynen sifira esit
degildir. Bu sart saglandiginda bu determinantin yalniz sifirlar1 karakteristik degerler
olur ki, bu degerlerde U matrisinin n mertebeli determinantlarinin her biri sifira

doniismiis olsun.

Burada dikkate alalim ki, aynen sifira esit olmayan tam analitik fonksiyon ya hi¢bir
noktada sifira doniigmiiyor, yani tam fonksiyonun ya sifir1 yok yada tam fonksiyonun
sayilabilir sayida sifirlar1 olur ve tam fonksiyonun sifirlarmin sonlu limit noktasi

olamaz.

Tiim bu hallerin her birini toplayarak asagidaki alternatifi yazalim:
Lemma 2.2.1.1

Her bir diferansiyel L operatorii i¢in yalniz asagidaki hal miimkiin olur.
1) Her bir A sayis1 L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeridir;

2) L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerleri kiimesi sayilabilirden fazla

degildir ve bu operatoriin karakteristik degerler dizisinin sonlu limit noktasi yoktur
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(Ozel halde L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerler kiimesi bos kiime de

olabilir).

Dikkate alalim ki, m=n hali en 6nemli ve en ilgin¢ bir haldir. Bu yiizden bundan

sonra da, genelde, bu hali ele alacagiz.

m=n halinde (2.13) esitligi ile tanimlanan U matrisi nxn boyutlu quadratik(kare)

matris olur. Bu halde U matrisinin determinantin1 A(A) ile gosterirsek

Uly) Uly,) ... Uy

A(k)zUz(YJ U,(yy) - Uy(y,) (2.44)

Un (YI) Un (YZ) ce Un (Yn)
olur. A(A) determinant1 A parametresinin tam analitik fonksiyonudur. A(X)

determinantma L diferansiyel operatdriiniin (ayn1 zamanda (1.5) smir deger

probleminin) karakteristik determinanti denir.
Ustte yapilmis arastirmalarin sonuglar1t m =n hali igin asagidaki sekilde ifade edilir:
Lemma 2.2.1.2

L diferansiyel operatorinin m=n halinde karakteristik degerleri A(A)
fonksiyonunun sifirlarindan olusur. A(A) fonksiyonu aynen sifira esit oldugunda, her
bir A sayis1 L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degeri olur. A(LA) fonksiyonu

aynen sifira donlismediginde L diferansiyel operatoriiniin karakteristik degerleri
sayilabilirden fazla degildir ve bu karakteristik degerler dizisinin sonlu limit noktas1

yoktur.

Ozel halde A(L) fonksiyonunun sifir1 olmadiginda, L diferansiyel operatoriiniin

karakteristik degerleri yoktur.

L diferansiyel operatoriiniin A karakteristik degeri A(A) fonksiyonunun tekrarlanan

(katli) kokii de olabilir. Bu hal i¢in asagidaki lemma dogrudur.
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Lemma 2.2.1.3

A=A, sayis1 A(A) karakteristik determinantinin v mertebeden tekrarlanan kokii
oldugunda, o zaman bu halde A, karakteristik degerinin tekrarlanma mertebesi v

say1sini asmiyor.
Ispat:

r sayist A(),) determinantina uygun U matrisinin ranki oldugunda A, karakteristik

degerinin tekrarlanma katsayisi(imertebesi) n—r sayisina esit olur. Diger yandan

determinantin diferansiyellenmesi kuralma esasen, A=A, noktasmda A()L)
determinantmin (n—r—1) mertebeye kadar tiim tiirevleri ((n—r—1) tiirevi de dahil
olmakla) sifira doniisiirler. A, sayis1 A(A) fonksiyonunun v tekrarlanma katsayili

kokii oldugunda
(n—-r-1)<v-1
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikten
(n—-r)<v
esitsizligi bulunur.

Ozel halde v=1 oldugunda n-r<1 olur. Diger yandan n-r>1 esitsizligi de

saglandigindan ve A(%,)=0 oldugundan v =1 hali i¢in n—r =1 esitligini buluruz.

Boylece, asagidaki sonu¢ dogrudur.
Lemma 2.2.1.4

A, sayist A(A) karakteristik determinantinin sade sifir1 oldugunda, o zaman L
diferansiyel operatoriiniin A, karakteristik degerinin tekrarlanma sayis1 bir sayisina
esit olur. L operatoriiniin karakteristikk A=A, degeri A(A) karakteristik
determinantinin sade sifir1 oldugunda, bu A, karakteristik degerine L diferansiyel

operatoriiniin sade karakteristik degeri denir.
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2.2.2. Eslenik Operatorlerin Karakteristik Degerleri ve Karakteristik

Fonksiyonlan Arasindaki Baginti
Burada m=n oldugunu varsayalim. O zaman asagidaki teorem dogru olur.

Teorem 2.2.2.1

A, sayis1 L operatoriinin v, mertebeden tekrarlanan(katl) karakteristik degeri

oldugunda, uygun olarak k_o sayist eslenik L operatoriiniin v, mertebeden

tekrarlanan karakteristik degeri olur.
Ispat:

L operatoriiniin /(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.15) smir sartlarinin dogurdugu
lineer diferansiyel operatér oldugunu varsayalim. L operatoriiniin ise ¢ (y)
diferansiyel ifadesinin ve V, (y)=0, v=1L2,...,n smir sartlarinin dogurdugu lineer

diferansiyel operatdr oldugunu varsayalim. Burada biz
0(y) = 0(y) = koY

alirsak o zaman /,(y) diferansiyel ifadesinin eslenik diferansiyel ifadesi

G =) =Dy
esitligi ile tamimlanmis olacaktir.

Simdi A=A, sayisinmn L operatoriiniin v, mertebeden tekrarlanan karakteristik

degeri oldugunu varsayalim. O zaman bu sartlarda

£,(y)=0,
U, (y)=0, v=12,...,n

smir deger probleminin v, sayida lineer bagimsiz ¢6ziimi vardir. O zaman

lemma2.1.7.2 ye esasen m=n sartinda verilmis sinir deger probleminin r ranki ile

eslenik sinir deger probleminin r’ ranki ¢akistigindan dolayi eslenik
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1(y) =0,
V,(y)=0, v=L2,...,n

smir deger probleminin de v, sayida lineer bagimsiz ¢oziimii olacaktir. Bu ise k_o
sayisinin L operatdriiniin v, mertebeden tekrarlanan karakteristik degeri oldugunu

gosterir.

Hatirlatalim ki y(x) ve z(x) fonksiyonlariicin (y,z) =0 sart1 saglandiginda, yani
b —
(¥,2) = [ y(x)z(x)dx =0

sart1 saglandiginda y(x) ve z(x) fonksiyonlar1 [a,b] araliginda ortogonaldir denir

ve y L z seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.2.2

A sayismin L operatoriiniin karakteristik degeri y=y(x) fonksiyonu ise L
operatoriiniin 5 karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonu oldugunu ve

i sayismin ise eslenik L operatoriiniin karakteristik degeri oldugunu z=z(x)
fonksiyonu ise L operatoriiniin bu p karakteristik degerine uygun karakteristik

fonksiyonu oldugunu varsayalim. Burada k;tﬁ sartinin  da saglandigini

varsaydigimizda, o zaman (y,z) =0 sart1 saglanir.
Ispat:
Teoremin sartin1 dikkate alirsak asagidaki
Ly=\y, Lz=pz
esitliklerini yazabiliriz. Bu esitlikleri dikkate alarak uygun olarak asagidaki

(Ly.z)=(Ay.z) =1 (y.2)
(v.L'z)=(v.1z) = n(y.2)
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esitliklerini buluruz. Burada L ve L eslenik operatorler olduklarindan
(Ly,z) = (y, L*z)

esitligi saglanir. Ustteki esitlikleri taraf tarafa cikararak ve sonuncu esitligi de

kullanirsak

(k—ﬁ)(y,z) =0

esitligini buluruz. Sarta gore k;tﬁ oldugundan bu sonuncu esitlikten (y,z):0

esitligi bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

2.2.3. Ozeslenik Operatorlerin Karakteristik Degerleri ve Karakteristik

Fonksiyonlar
Teorem 2.2.3.1
Ozeslenik operatdriin tiim karakteristik degerleri reel sayilardir.
Ispat:
L 6zeslenik operator oldugundan

(Ly,z) :(y,Lz)

esitligi saglanir. Bu esitlikten de z =y aldigimizda

(Ly.y)=(v.Ly)

esitligini buluruz. Diger yandan

(v.Ly)=(Ly.y) = (Ly,y)=(Ly.Y)

esitligi dogrudur. Bu esitlikten de (Ly, y) sayisinin kendi eslenigine esit oldugu

goriiliir. Buradan da (Ly, y) sayisinin reel say1 oldugu bulunmus olur.
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Simdi A sayis1t L operatoriiniin karakteristik sayis1 y =y(x) ise bu A karakteristik

degerine uygun L operatoriiniin karakteristik fonksiyonu oldugunu varsayalim. O

zaman
Ly =Ay
esitligini kullanarak
(Ly.y)=2(y.)
esitligini buluruz.

Burada (y,y)>0 ve (Ly,y) reel say1 oldugundan

_(Ly.y)
" o)

karakteristik sayisiin reel say1 oldugunu buluruz.
Teorem 2.2.2.2 ve Teorem 2.2.3.1 teoremlerinden asagidaki teoremi buluruz.
Teorem 2.2.3.2

Ozeslenik operatdriin farkli karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonlar1

karsilikl1 olarak ortogonal olurlar.

Dikkate alalim ki aym bir A=A, karakteristik degerlere uygun karakteristik
y,(X),y,(X),...,y,(x) fonksiyonlarmi karsilikli olarak ¢ift ¢ift ortogonal olarak

secebiliriz.

Bunun i¢in ayn1 bir A=A, karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonlarin

lineer uzaymda ortogonal baz segmemiz gerekir. Bu ortogonal baz o6zeslenik L
operatoriiniin ayni bir karakteristik degerine uygun ortogonal karakteristik

fonksiyonu olurlar.
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2.2.4. Karakteristik Degerlerin Bulunmasi Problemine Ait Ornekler
Ornek 2.2.4.1

/(y)=-y" diferansiyel ifadesinin ve y(0)=y(l), y'(0)=y'(l) smir sartlarinin
dogurdugu lineer diferansiyel operatoriin karakteristik degerlerini ve karakteristik
fonksiyonlarmi bulun.

Coziim:

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

-y" =y, (2.45)
y(0) = y(1), } (2.46)
y'(0)=y'().
(2.45) denkleminin genel ¢oziimii
y(x) = Acos JAx + BsinvAx (2.47)

seklinde yazilir. Bu ¢6ziimdeki A ve B katsayilar1 keyfi sabit sayilardir. (2.47) genel
¢cOzlimiindeki A ve B katsayilarini dyle secelim ki, (2.46) sinir sartlarini da saglasim.

Bu amagcla (2.47) ¢0ziimiiniin x degiskenine nazaran tiirevini alalim:

v'(x) = —AVA sin VAx + BV/A cos VAx (2.48)

(2.47) ve (2.48) ifadelerini (2.46) smir sartlarinda dikkate alirsak A ve B

katsayilar1 i¢in asagidaki denklemler sistemini buluruz:

A(cos\/x—l)+Bsin\/X:0,
A(—\/Ksin«/x)+B(\/Xcosﬁ—«/X):O

(2.49)

(2.49) denklemi A ve B katsayilarina nazaran homojen cebirsel lineer denklemler

sistemidir. Bu sistemin A ve B bilinmeyenlerine nazaran trivial olmayan ¢oziimiiniin

olmasi i¢in (2.49) sisteminin
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cos\/X—l sin\/x

A= ~J\sinV/A \/X(cos\/x —1)

(2.50)

determinantinin sifira esit olmasi gerek ve yeter sarttir. Boylece,

cos\/X—l sin\/x

A= ~J\sinVn \/X(cos\/X—l)

=0

veya
Vi (1-cos V) =0 (2.51)

esitligi bulunur. Buradan da (2.45)—-(2.46) sinir deger probleminin karakteristik

degerleri

A

n =

(2nn)’, n=0,1,2,... (2.52)

sayilar1 olur. Burada uygun olarak her bir A_, n=1,2,... karakteristik degerlerine iki

tane lineer bagimsiz

cos2mnx, sin2nnx, n=12,... (2.53)

karakteristik fonksiyonlar:1 karsilik gelir. Boylece, n=1,2,... olmak tizere her bir A,
saytlar1 ((y)=-y" diferansiyel ifadesinin ve (2.46) sartlarmmn dogurdugu L
diferansiyel operatoriiniin iki kath karakteristik degeridir. Ama n=0 i¢in A, =0
karakteristik degerine y,(x)=1 karakteristik fonksiyonu karsilik gelir. Bu yiizden de
tanima esasen A, =0 karakteristik degeri L operatoriiniin bir kath karakteristik

degeridir.

Boylece, L operatoriiniin karakteristik degerleri A, =0, A, :(Znn)z,nzl,Z,...
sayilari, bu karakteristik degerlere uygun karakteristik fonksiyonlar ise

¥o(x) =1,y (x) =cos2mnx ve y'”(x)=sin2nnx fonksiyonlaridir.
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Ornek 2.2.4.2

Bir ucu sabitlestirilmis diger ucu serbest olan ¢ubugun uzununa deformasyonu

probleminin spektral probleme getirilmesi.

x =0 ucu serbest olan ama x =/ ucu sabitlestirilmis ¢ uzunluklu ¢ubugu ele

alalim(Bakiniz Sekil 2.1).

Sekil 2.1 ¢ uzunluklu ¢ubuk x = /¢ ucu sabitlestirilmis x =0 ucu serbest olmakla
x = 0 ucundan P kuvveti ile sikistirilmistir.

Cubugun serbest x =0 noktasinda ¢gubugun ekseni {izerine yoneltilmis ve ¢gubugu /¢

ucuna dogru sikistiran P kuvveti yiiklendirilmistir.

P kuvvetinin kiiclik degerlerinde ¢ubugun dogrusal formasmin saglandigi goriiliir.
Boylece, P kuvvetinin kiigiik degerleri i¢in ¢ubugun dogrusal formasi kararl olarak

saglanir.

Ama verilmis ¢ubuk i¢in Oyle kritik P, degeri bulunur ki, P>P, esitsizligini
saglayan P kuvvetleri i¢in ¢ubugun dogrusal formasi saglanmiyor, yani P> P,

degerlerinde ¢ubuk egrilerek dogrusal formasini kaybeder.

Cubugun baslangic egilme anini ele alalim. Baska bir deyisle ¢ubugun dogrusal

durumundan az sapmasindan sonraki durumunu ele alalim(Bakmiz S$ekil 2.2).
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Sekil 2.2 Bir ucundan serbest diger ucundan sabitlestirilmis ¢ubuk uzununa
egilmistir.

Bu hal i¢in ¢ubugun deformasyona ugramis formasmin denklemi asagidaki sekilde

yazilir:

Py=-E-1-y". (2.54)

Buradaki I ¢ubugun enine kesitinin aksial momentumudur, E Young modiiliidiir.

(2.58) denkleminin sol ve sag yanindaki ifadeler cubugun x koordinatli noktasmin

kesitindeki egme momentumunun ifadeleridir.

Cubugun en sade fiziksel halini ele alalim. Mesela, cubugun fiziksel 6zelliklerine
nazaran homojen oldugunu, enine kesitinin her bir noktada sabit oldugunu

varsayalim. Bu sartlarda E-1=const olur. Bu sartlar saglandiginda

A=—
EI

alalim. O zaman bu sartlarda (2.54) denklemini (2.45) seklinde yazalim:

Sekil 2.2 den de gorildigi gibi y(x) fonksiyonu i¢in asagidaki sinir sartlarinin

saglanmas1 gerekir:

y(0)=0, y'(/)=0 (2.55)
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(2.45) denkleminin genel (2.47) c¢Oziimiini (2.55) sartinin birincisinde yerine
yazdigimizda y(0)=0 sartindan y(0)=A =0 oldugunu buluruz. Ikinci y'(/)=0

sartindan ise
A(R) =V cos VAL =0

sartin1  buluruz. A, =0 halinde (2.45)—(2.55) probleminin trivial ¢Oziimii

alindigindan bu problemde A, = 0 karakteristik deger degildir. Ama

cos \/XK =0

denkleminin

2
vo=[2) ) a2 (2.56)
20

cOzlimleri (2.45)—(2.55) probleminin sade karakteristik degerleri olur. Bu

karakteristik degerlere uygun karakteristik fonksiyonlar

y (x)=B_sin==

19,8

fonksiyonlar1 olur. Burada B_ keyfi sabit sayilardir. Burada buldugumuz

karakteristik degerleri kullanarak verilmis cubuk i¢in

2
p—g..[ 2,
20

karakteristik yiikleri buluruz. Buradan da bu P, kritik ytiklerine uygun ¢ubugun

y,(X)=sin 20 X

denge durumlarini buluruz(Bakmiz Sekil 2.3).
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¥;(x)

¥, (%)

Sekil 2.3 Uygun kritik(karakteristik) yiiklerde 3 tane karakteristik egim
fonksiyonlar.
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3. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN GREEN
FONKSIYONU

3.1. Ters Operatoriin Genel Tanim

B operatoriiniin tanim bolgesi D(B) uygun olarak A operatoriiniin degerler bolgesi
R(A) ile ¢akistigmi varsayalim. Bu sartin saglanmasi ile her bir x € D(A) elemani

igin
B(Ax)=x
esitligi saglandiginda B operatoriine A operatériiniin ters operatorii denir.

Dikkate alalim ki, bu tanimda A ve B operatdrleri lineer operatorler olmayabilir. A

operatdriiniin ters operatdrii A~ gibi gosterilir. Boylece her bir x € D(A) igin
A7 (Ax)=x 3.1
esitligi saglanir. Asagidaki lemma dogrudur.
Lemma 3.1.1
A operatdriiniin A~ tersi oldugunda o zaman A~ operatdriiniin de tersi vardir ve
(AH'=A
esitligi dogrudur.
Ispat:

(3.1) esitliginden A~ ters operatoriiniin degerler bolgesinin A operatdriiniin tanim

bolgesi ile cakistigmi goriiyoruz, yani R(A™") =D(A) oldugu a¢ik¢a goriiliir.

(3.1) esitliginin her yanini soldan A operatorii ile ¢arpsak ve y = Ax alsak o zaman

her bir ye R(A)=D(A™") i¢in



A(Ay) =y (3.2)

esitligini buluruz. Bu esitlik ise A operatdriiniin A~ operatdriine ters operatdr

oldugunu gosterir. Boylece lemma ispatlanmis oldu.
Lemma 3.1.2

A operatorii lineer operatdr oldugunda, A operatdriiniin tersi olan A~ operatdrii

varsa, A~' operatdrii de lineer operator olur.
Ispat:

y,,Y, elemanlarmin D(A™") =R(A) bdlgesinden alinmis keyfi elemanlar olduklarini
ve a,,a, sayilarinin keyfi alinmis skaler sayilar olduklarmi varsayalim. Burada

(3.2) esitligini kullanarak asagidaki esitligi buluruz:
A(a, A7y, +a,A7y,) =0,AAY, +0,AA Y, =a,y, +a, Y,
Boylece Vy,,y, e D(A™")=R(A) ve Va,,a, skaler sayilar1 igin
A(o, A7y, +0,A7y,) =y, +0,Y,
esitligini buluruz. Bu sonuncu esitlikten de
oAy, +0,Ay, = A7 (0yy, +a,y,)
esitligi bulunur. A~ operatdriiniin de lineer operatdr oldugu gosterilmis oldu.

Lemma 3.1.3

A operatdriiniin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ax=0 (3.3)

homojen denkleminin yalniz x =0 trivial ¢oziimiiniin olmasidir.
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Ispat:

Once gereklilik sartin1 ispatlayalim. A operatdriiniin ters A~ operatdriiniin oldugunu
varsayalim. O zaman (3.3) esitligini soldan A™' operatorii ile carptigimizda x =0

oldugunu buluruz. Boylece biz gerekliligi ispatladik.

Simdi yeterliligi ispatlayalim. (3.3) denkleminin yalmiz bir tane x =0 trivial

¢Oziimiiniin oldugunu varsayalim. O zaman her bir y € R(A) i¢in
Ax=y (3.4)

denkleminin tek bir tane x € D(A) ¢0ziimii bulunur. Dikkate alalim ki, y € R(A)
alindiginda (3.4) denkleminin x € D(A) ¢Ozlimiiniin var oldugu agiktir. Bu
x € D(A) ¢Oziimiiniin tek oldugunu ispatlayalim. Bunu gostermek i¢in (3.4)

denkleminin ikinci bir x"€ D(A) ¢6ziimiiniin de oldugunu varsayalim. O zaman
Ax'=y (3.5)
esitligi de saglanir. (3.4) ve (3.4") esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak
Ax-x")=0

denklemini buluruz. Bu homojen denklemin yalnz trivial ¢éziimii oldugundan

x—x'=0, yani x =x" esitligini buluruz.

Simdi biz her bir y e R(A) elemanma kars1 (3.4) denkleminin tek bir x € D(A)

¢oziimiinii karsi getirelim. Bu ydntemle biz A operatoriiniin tersi olan A~

operatoriinii tanimlamig oluruz.

Boylece, (3.3) denkleminin yalniz x =0 trivial ¢6ziimii oldugunda A operatoriiniin

ters A~ operatorii vardir. Lemma 3.1.3 ispatlandu.

Simdi biz burada lineer diferansiyel operatoriin tersinin bulunmasi problemini

(doniistiiriilmesi problemini) ele alalim.
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3.2. Lineer Diferansiyel Operatoriin Tersinin Bulunmasi (Doniistiiriilmesi)

Problemi ve Green Fonksiyonunun Genel Tanim

L lineer diferansiyel operatoriiniin (2.1) diferansiyel ifadesinin ve
U,(y)= Z(aEYQk’ Biyi”)=0, v=12,...,n

siir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel operator oldugunu varsayalim. Simdi

uygun homojen (2.30) smir deger probleminin yalniz tek y =0 trivial ¢oziimiiniin
oldugunu varsayalim. Bu ise bize (2.10) diferansiyel denkleminin [a,b] araliginda

lineer bagimsiz

Y1(%), ¥, (%), ¥, (X)

fundamental ¢6ziimleri sistemi i¢in

Uy) Uly,) ... Uy
U,yv) Us(ya) - Us(yn) | _

U,(y) U,y ... Uiy,

U=

i,j=1

matrisinin rankinin n sayisina esit oldugunu gosterir. Boylece buradaki sart, yani

L(y) =0 denkleminin yalniz trivial ¢6ziimii oldugunda
det|U,(y j)H:j:l £0 (3.6)

sart1 saglanir. Boylece (3.6) sart1 saglandiginda Lemma 3.1.3 iin uygulanmasiyla L
diferansiyel operatdriiniin ters L' operatorii vardir. L' ters operatdriiniin tanim
bolgesi L operatdriiniin degerler bolgesi ile cakisir. Burada esas problem L' ters
operatdriinii agik sekilde (formiille) insa etmektir. Biz L' operatoriiniin siirekli

cekirdekli integral operatorii oldugunu gosterecegiz. Bu integral operatoriiniin

cekirdegine L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu denir.
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Simdi biz burada L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunun insasini ele

alalim.

3.3. Green Fonksiyonunun Ozel Tammm ve Bu Tamm Esasinda Green

Fonksiyonunun Insa Metodu

Asagidaki sartlar1 saglayan G(x,&) fonksiyonuna L operatdriiniin Green fonksiyonu

denir.

I. G(x,&) fonksiyonu [a,b] araligmdan alinmis her bir x ve & i¢in hem G(x,&)
fonksiyonunun kendisi hem de G(x,E) fonksiyonunun x degiskenine gore

(n—2)—ci mertebeye kadar ((n—2)—ci mertebede dahil ) tiim tiirevleri, yani

G (x,8), G (x,8)..... G 2 (x,)

tiirevleri x ve & degiskenlerinin [a,b] araligindan alinmis her bir degerinde siirekli

fonksiyonlardir.

2". [a,b] araligindan keyfi alinmis ama degismez saglanan her bir &e[a,b] i¢in
G(x,&) fonksiyonunun [a,§) ve (§,b] araliklarinda (n—1) ve n—inci mertebeden x

degiskenine gore tiirevleri var ve [a,§) ile (&,b] araliklarinda siireklidirler.

(n—1)—inci mertebeden tiirevi x =& noktasinda

ifadesine esit olan sicrayisi
0

vardir:
an 1 an -1

G(E+0, —G(€-0,8) =
T 0ET0.6)- (§-0,9)= O@

3". Her bir [a,&) ve (&,b] araliklarinda G(x,&) fonksiyonu x degiskenine gore

0" G(x £) o' ]G(x £) 0"G(x, &)

UG) =P (X)——— -

+P(x)

+P,(x) +...+ P, ()G (x,6)=0

denklemini ve U (G)=0, v=1,2,...,nsmir sartlarini sagliyor.
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Teorem 3.3.1

(2.30) smir deger probleminin, yani (2.9) ve (2.15) sinir deger probleminin yalniz

trivial ¢oziimii oldugunda, o zaman L diferansiyel operatoriiniin yalniz ve yalniz tek

bir tane G(x,&) Green fonksiyonu vardir.
Ispat:

Bunu ispatlamak i¢in (2.10) denkleminin [a,b] araliginda lineer bagimsiz

Vi =Yi1(X), Y, =¥, (%)oY, =Y, (%)
¢Oziimleri sistemini ele alalim.

[a,§) ve (&,b] araliginda G(x,§) fonksiyonu da (3.1) denkleminin ¢dziimii

oldugundan ve (3.1) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x)=cy, +¢,y, +...4+C.y,

seklinde oldugundan c,c,,...,c, keyfi sabitlerinin bir ¢, =a,,c,=a,,...,c, =a

n

degerinde
G(x,9) =ay,(X)+a,y,(x)+...+2,y,(x), a<x<E

ve ¢, =b,,¢c, =b,,...,c, =b_ degerlerinde ise

G(x,8) =by,(X) +b,y,(X) +...+b,y, (X), <x<Db,

esitlikleri seklinde gosterilir. Burada biz G(x,£) Green fonksiyonunun (n—2)—inci
mertebeye kadar tiim tiirevlerinin x =& noktasinda stirekli olmasi sartindan

asagidaki esitlikleri buluruz:

[y, (&) +a,y,©) +...+2,y, (O] [by, () +b,y, () +...+b,y, (&) ] =0
[ay1(©) +a,y5 () +...+a,y,(O)]-[by|(©) +b,y5 (&) +...+b,y, (§)] =0

[ay! P @) +a,y8 (@) +...+a,y" () |-[ by P (@ +...+b,y" (&) =0
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Burada Green fonksiyonun asagidaki

an—l
6Xn—l

an—]

S G(E+0.0)- :

Py ()

G(-0.8)=

sartindan uygun olarak asagidaki esitligi de buluruz:

R Gl N L R A R Ty

Burada biz
c,=b,—a,,c,=b,—a,,...,.c, =b_—a_

gibi alarak c,c,,...,c, i¢in {istte yazdigimiz denklemlerden asagidaki lineer

n

homojen olmayan cebirsel denklemler sistemini buluruz:

¢y, (&) +¢,y, () +e;y; +...+¢,y,(§) =0,
¢,y (&) +e,y5(8) + 5y +... ¢,y (§) =0,

......................................................... (3.7)
ey P (E) e,y (@) +. e,y (E) =0,

(n-1) (n-1) (1) gy — 1
¢y, (O+cy, (§)+...+cy, (8 G

Bu sistemin determinanti y,(§),y,(§),...,y,(§) fonksiyonlarmm Wronskii

determinantidir;

AZ1CS I (S IR A (3)

W(E) = MICI IS 2X(S Ya(8) (3.8)

W@ v - v

Adi tirevli diferansiyel denklemler teorisinde adi tiirevli lineer diferansiyel

denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri sisteminin Wronskiiyaninin [a,b] araliginin

her bir noktasinda sifirdan farkli oldugu ispatlanar.
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Bu yiizden de (3.2) cebirsel denklemler sisteminden c,,c,,...,c, tek degerli olarak

bulunur.

Simdi a, ve b, katsayillarim bulmak icin G(x,§) fonksiyonunun U (G)=0,
v=L2,...,n smir sartlarmi sagladiginm kullanalim. Bu amacla U (y) lineer

formlarini asagidaki sekilde yazalim:

U, =U,+U,) (3.9)

Burada

n—I n—l
_ v_ (k) _ v (k)
Uua - zakYa ’ Ul)b - ZBkYb
k=0

k=0

acilimint  kullanarak U (G)=0, v=1,2,...,n esitliklerini asagidaki sekilde

yazalim:

UG =a U, (y)+a,U,(y,)+.. 42U, (y) DU, () +5,U, (v,) +... b, U, (y,) =0
Burada a, =b, —c, , k=1,2,...,n yazarak asagidaki esitligi buluruz:

b]Uub(YI)+"'+anDb(Yn)+(b] _CI)UDa(YI)+"'+(bn _Cn)UDa(Yn) :O

Buradan da bu esitlikleri kullanarak

b U, (y))+b,U (y,)+...+b U (y,)=cU,(y)+...+c, U, (y,), v=L2,...,n (3.10)

n va

aldigimizda (3.10) sistemi b,,b,,...,b  katsayilar1 i¢cin lineer homojen olmayan
cebirsel denklemler sistemi bulunur. Bu sistemin determinant1 Ly =0 denkleminin
yalniz trivial ¢6ziimii oldugundan sifirdan farklidir (bakiniz(3.6)). Bu sistemden
b,,b,,...,b, tek degerli olarak bulunur. a, =b —c, v=12,...,n esitliklerinden

ise a,,a,,...,a, tek degerli bulunur. Bununla L diferansiyel operatoriiniin Green

n

fonksiyonunun varligi ve tekligi ispatlanmais olur.
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3.4. Green Fonksiyonunun Kullanilmasiyla Diferansiyel Operatoriin Tersinin

Bulunmasi (Doniistiiriilmesi)

Burada (2.30) denkleminin yalniz trivial y(x)=0 ¢oziimiiniin oldugunu varsayalim.
O zaman Lemma 3.1.3° e esasen diferansiyel L operatoriiniin tersi L' operatorii
vardwr. Dikkate alalim ki, o zaman (1.3) esitliginin saglandig1 aciktir. Bu ise, yani
(1.3) esitligi ise y =y(x) fonksiyonunun (1.1) diferansiyel denkleminin (1.2) smir
sartlarin1 saglayan ¢oziimii oldugunu gosterir. Burada biz bu y =y(x) ¢oziimiiniin
[a,b] araliginda tanimlanmis siirekli olan her bir f(x) fonksiyonu i¢in varligmni ve

bu ¢oziimiin Green fonksiyonunun yardimiyla belirlenebildigini (insa edilebildigini)

gosterelim.
Boylece, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 3.4.1

(2.30) denkleminin yalniz trivial ¢ozimii oldugunda, o zaman [a,b] araliginda
sirekli olan her bir f(x) fonksiyonu i¢in (1.3) denkleminin ¢oziimii vardir. Bu

¢Oziim ise,
b
y(x) = [ G(x,&)f (&)dE (3.11)
formiilii ile bulunur. Bu formiildeki G(x,&) fonksiyonu L diferansiyel operatoriiniin
Green fonksiyonudur.

Ispat:

y(x) fonksiyonunun (3.11) formiili ile tanimlanmigs fonksiyon oldugunu
varsayalim. Bu fonksiyonun (1.1) denkleminin (1.2) sartlarmi saglayan ¢oziimii
oldugunu gosterelim. Bununla biz y=y(x) fonksiyonunun (1.3) denkleminin

¢Ozlimii oldugunu gostermis oluruz.
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G(x,&) fonksiyonunun kendisi ve x degiskenine gore (n—2)—ci mertebeye kadar
((n—2)—ci mertebede dahil ) tiim tiirevleri [a,b] araligindan alinmis her bir x ve §
degerlerinde siirekli fonksiyonlar olduklarindan (3.11) formiiliinde integral altindaki
ifade (n—2) kez x degiskenine gore diferansiyellenebilir. Bu ylizdende

a”G(X <)

v (x) = j f(E)dE , v=12,...,(n—2) (3.12)

esitlikleri dogrudur ve (3.11) formiilii ile tanimlanan y(x) fonksiyonu ve (3.12)

formiilleri ile tanimlanan y'(x),y"(x),...,y" > (x) tiirevleri [a,b] arah@inda siirekli

fonksiyonlar olur.

Burada fonksiyonu x =& noktasinda siireksizdir. Bu yiizden de

0"'G(x,&)
6Xn_]
y*" P (x) ve y™(x) tiirevlerini hesaplamak i¢in

2y (G ()
YR =725

f()ds

formiilii ile bulunan y"(x) fonksiyonunu asagidaki sekilde gdsterelim:

(n 2)( X) = J'an 2G(X £) 0" 2G(X £)

= E(E)de+ j f(&)de.
T . . 0" *G(x,8)
Bu esitligin sag yanindaki integrallerdeki integral altindaki o fonksiyonu

(a,x) ve (x,b) araliklarinda stireklidir ve bu fonksiyonun x degiskenine gore tiirevi
(a,x) ve (x,b) araliklarinda siireklidir. Bu yiizden de bu esitligin her yanmi x

degiskenine gore diferansiyelleyerek asagidaki ifadeyi buluruz:
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0" *G(x,£)
8Xn—2

esitliginin sag yanindaki integral disinda olan terimlerin birbirlerini karsilikli olarak

tirevinin x =& noktasinda siirekli oldugunu dikkate alirsak (3.13)

gotlirdiigiinii gériiyoruz. Bu yiizden de (3.13) esitligi asagidaki sekli alir:

YO (x) = j &S ey + j T OO ey (314
(3.14) esitligini asagidaki sekilde de yazabiliriz:
Yo ) = I E 0 peya (15

Ustte yaptigimiza benzer sekilde (3.14) esitliginin her yanmni x degiskenine gore bir

daha diferansiyelleyerek asagidaki ifadeyi buluruz:

V| 70 e P C""@l 10+ a1(“("@1[‘(&)«11@ Fq"’@l ) 619

Biz burada Green fonksiyonunun

"GxH | _|T6xE | 1
ox™! o ox™! oo - PO(X)

0zelligini kullanarak (3.16) formiiliinii asagidaki sekilde yazalim:

0" G(X <)

v (x) = J’ Z R Rlp(E)dE + (3.17)

P()

Dikkate alalm ki, U (y), v=L2,...,n ifadelerine y(x) fonksiyonunun ve bu

fonksiyonun y'(x),y"(x),...,y" " (x) tiirevlerinin x=a ve x=Db noktalarndaki
degerleri dahildir. Bu yiizden (3.11), (3.12) ve (3.15) formiillerini ve U (G)=0,

v=1,2,...,n Ozelligini kullanarak
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Uu(y):IUD(G)f(é)dQEO, v=12,...,n

esitliklerinin saglandigini buluruz. Bununla biz (3.11) formiili ile tanimladigimiz
y =y(x) fonksiyonunun (1.2) smir sartlarin1 sagladigini gostermis olduk. Simdi biz
(3.11) formiili ile tanimlanmis y(x) fonksiyonunun /(y)=f(x) denklemini
sagladigmi gosterelim. Bunu gostermek icin (2.1) diferansiyel ifadesinde y(x)
fonksiyonunun  ve  y'(x),y"(x),...,y™(x) tiirevlerinin  uygun  olarak
(1.3), (1.1), (3.12) ve (3.14) formiilleri ile verilen ifadelerini yerlerine yazarak /(y)

diferansiyel ifadesi i¢in asagidaki esitligi buluruz:

iy) = V(G)f(i)dé +1(x)

G(x,&) fonksiyonu [a,b] araligindan keyfi alinmis ama degismez saglanan her bir
Eela,b] icin (a,&) ve (§,b) araliklarinda /(y)=0 denklemini x degiskeninin
fonksiyonu olarak sagladigindan, yani integral altindaki /(G)=0 oldugundan
l(y)=1f(x) esitliginin (3.11) formili ile tanimmlanan y(x) fonksiyonu igin

saglandigini buluruz. Boylece, teorem tam olarak ispatlanmis oldu.

Not 3.4.1 Asagidaki
Kf = j K(x,E)f(£)dE (3.18)

esitligi ile tamimlanan K operatoriine integral operatdr denir. Burada a <x,§<b

bolgesinde tanimlanmis iki x ve & degiskenlerine bagli K(x,&) fonksiyonuna K
integral operatoriiniin ¢ekirdegi denir. (3.11) esitliginden L' ters operatdriiniin

G(x,§) cekirdekli integral operatdr oldugunu goriiyoruz.

Not 3.4.2 (1.1) lineer diferansiyel denklemini ve asagidaki smir deger sartini ele

alalim:

U,(y)=7,, v=1,2,....n (3.19)
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Burada v,,y,,...,y, Onceden verilmis sabit sayilardiwr. (1.1)—(3.19) smir deger

probleminin ¢éziimiinii bulmak i¢in 6nce (2.9) denkleminin
U,(y)=9,,, v=L2,...,n (3.20)

smir sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim. Burada 9,

sayist Kronekker sabiti olup

0 ,k=v

esitligi ile tanimlanan sabit sayidir.

(3.18)—(3.20) smir deger problemini ¢ézmek icin (2.9) denkleminin genel
¢oziimiinii (2.11) goz oOniine alip, bu ¢oziimdeki c,c,,...,c, katsayilarmi Oyle

se¢cmemiz gerekir ki,

L (X)=¢y,(X)+¢,y,(X)+...+¢,y,(x)
fonksiyonu (2.9)—(3.20) probleminin ¢6ziimii olsun. O zaman (1.1)—(3.19)
probleminin ¢éziimii

y(0 = [ G OFEE+Y 7,1, (%) (3.21)

3.5. Diferansiyel Operatoriin Green Fonksiyonunun Tanimimin Uygulanmasiyla
Insasima Ait Ornekler

Ornek 3.5.1

Burada ornek olarak /(y)=-y"” diferansiyel ifadesinin ve y(0)=0, y(I)=0 smir

sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu insa edelim.

Bunun i¢in 6nce (2.30) denkleminin, yani

Uy)=-y"=0 (3.22)
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diferansiyel denkleminin homojen ve lineer

y(0)=0, y(1)=0 (3.23)

sinir  sartlarmi saglayan c¢oziimiiniin yalniz trivial y(x)=0 ¢6ziimi oldugunu

gosterelim. Bunu gosterdigimiz zaman, ele aldigimiz L diferansiyel operatoriiniin

Green fonksiyonunun var ve tek oldugunu belirlemis olacagiz. Burada (3.22)

denkleminin [0,1] araliginda lineer bagimsiz ¢6ziimler sistemi bu denklemin

Y1(X) =1, Y2(X) =X

coziimleridir. Bu yiizden (3.22) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x)=c¢, +¢,x (3.24)

seklinde yazilir.

Boylece, (3.23) smir sartlarindan

y(0)=¢, =0, y(I)=c, =0

esitliklerini buluruz. Bu yiizden de (3.22) denkleminin (3.23) sinir sartlarmni
saglayan c¢oziimii, baska bir deyisle (2.30) denkleminin ¢ozimi y(x)=0

oldugundan yalniz trivial ¢6ziimii vardir.

[0,§) ve (&, 1] araliklarinda L operatoriiniin Green fonksiyonu (3.22) denkleminin
¢Ooziimii oldugundan (3.24) formiiliine uygun olarak L operatoriiniin Green

fonksiyonunu asagidaki sekilde aramamiz gerekir:

G(x,§)=a,-1+a,-x, 0<x<¢&

(3.25)
G(x,§)=b,-1+b,-x, E<x<1

Burada a,,a, ve b,,b, katsayilar1 aranan katsayilardir.

Green fonksiyonunun x =& noktasinda siirekli olmasi 6zelliginden
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b,-1+b,-—[a,-1+a,-§]=0
sartini yazariz.

Green fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin x =& noktasindaki sicrayisi

1
Py(9)

=—1 ifadesine esit olan fonksiyon olmasi sartindan

b,-0+b,-1-[a,-0+a,-1]=-1

sartint1 buluruz. Bu sartlardaki parantezleri agip gruplastirarak asagidaki sekilde

yazalim:

(b] _al)'1+(b2 _az)'ézo
(b,—a,)-0+(b,—a,)-1=-1

Bu sistemde
c,=b,—a,,c,=b,—a, (3.26)

alarak bunu asagidaki sekilde yazalim:

c,+¢c,=0
c,=-1
Bu sistemden ise
c,=¢& ¢,=-1 (3.27)

¢Ozlimiinii buluruz. (3.26) esitliklerinden

(3.28)
a,=b,—c,=b,+1

a, =b, —c¢ :bl_é}

esitliklerini buluruz. a, ve a, katsayillarinin (3.28) esitlikleri ile ifade edilmis

degerlerini G(x,&) Green fonksiyonunun (3.25) ifadesinde yerine yazarak Green
fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeyi buluruz:
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G(x,&)=(b,—&)-1+(b, +1)-x, 0<x<§

(3.29)
G(x,§)=b,-1+b,x, E<x<l1

G(x,&) Green fonksiyonunun U (y)=y(0)=0 ve U,(y)=y(l)=0 smur sartlarini
saglamas1 sartlarindan uygun olarak U ,(G)=0 sartindan b,-=0 veya b, =&

U,(G) =0 sartindan b, +b, =0 veya b, =& esitliklerini buluruz.

Burada, b, ve b, katsayilar1 i¢in buldugumuz bu degerleri Green fonksiyonunun
(3.29) esitligi ile tanimlanan ifadesinde yerine yazarak diferansiyel L operatdriiniin

aradigimiz Green fonksiyonu i¢in agsagidaki ifadeyi buluruz:

1-&)x, 0<x<¢§

G(X’é):{(l—x)é . E<x<l

Ornek 3.5.2

Burada /(y)=-y" diferansiyel ifadesinin ve

U (y)=y(0)=0
U,(y)=y'1)=0

siir sartlarmin dogurdugu diferansiyel L operatoriiniin Green fonksiyonunu insa

edelim. Bunun i¢in (3.22) homojen diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz

Y1(X) =1, Y, (x)=x

coziimleri sistemini ele alalim. (2.30) denkleminin, yani (3.22) denkleminin

homojen
y(0)=0, y'(1)=0

sinir  sartlarmi saglayan c¢oziimiiniin yalniz ve yalniz trivial ¢oziim oldugunu

gosterelim. Burada (3.22) denkleminin genel ¢oziimii (3.24) seklinde oldugundan

y(0)=¢, =0, y'1)=c,=0
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olur. Bu yiizden de Ly =0 denkleminin yalniz ve yalniz trivial ¢6ziimiiniin oldugu
goriiliir. Bu ylizden de burada ele aldigimiz diferansiyel L operatoriiniin G(X,&)

Green fonksiyonu var ve tektir. Bu L operatoriiniin G(x,&) fonksiyonunu

G(x,§) =a,-1+a,-x, 0=<x<¢&,
G(x,§)=b,-1+b,-x, E<x<1

seklinde ariyoruz. Burada a,,a, ve b,,b, aranan katsayilardir.
G(x,§) Green fonksiyonunun x =& noktasinda siirekli olmas1 sartindan
(b,—a))-1+(b,-a,)-x=0

esitligini ve G(x,&) Green fonksiyonunun x =& noktasindaki tiirevinin sigrayismin

=—1 olmasi sartindan uygun olarak

Py (S)
(b,—a,)-1=-1
sartin1 buluruz. Burada
b,—a,=c, ve b,—a, =c,

alirsak uygun olarak istte yazdigimiz sistemden c, ve c¢, parametrelerinin

bulunmasi i¢in asagidaki cebirsel sistemi buluruz:

¢ +c,&= 0,}

c,=-1.
Bu sistemi ¢ozerek ¢, =&, ¢, =—1 oldugunu buluruz.

Burada biz

a, :b]_cl :b]_é

a,=b,—c,=b,+1
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ifade ederek G(x,&) fonksiyonu icin

G(x,8)=(b,-&)-1+(b,+1)-x, 0<x<E,
G(x,§)=b,-1+b, -x , E<x <1

esitliklerini buluruz. Green fonksiyonunun
U,(G)=G(x,8)| _, =0
ve

@)= o

x=1
sinir sartlarini saglamasi sartlarindan uygun olarak
b,—&=0 veya b, =& ve b, =0

degerleri bulunur. Buldugumuz bu b, =& ve b, =0 degerlerini G(x,§) Green

fonksiyonunun sonuncu ifadelerinde yerine yazarak ele aldigimiz L operatdriiniin

Green fonksiyonunu

X, 0<x<¢&

G(X’é):{g, E<x<l

seklinde buluruz.
Ornek 3.5.3

Burada /(y)=y"+y diferansiyel ifadesinin ve

U,(y)=y(0)=0

Uz(y>=y(§]=0

sinir sartlarinin dogurdugu lineer diferansiyel L operatoriiniin Green fonksiyonunu

insa edelim. Burada
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U(y)=y"+y=0
homojen diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemi
y,(X) =sinx, Yy,(X)=cosx
fonksiyonlaridir. Bu ylizdende /(y)=0 denkleminin genel ¢6zimii
y(x)=c,sinX +¢, cosx

seklinde yazilir. Burada ¢, ve c, sabit sayilardir. L operatorii i¢in

U,(y) Uy(y,)

U_(U,(ya Ul(y»] sin0 cos0 (o 1]

B sinE cosE - 1 0
2 2

oldugundan detU=-1#0 olur. Bu yiizdende (2.30) diferansiyel denkleminin

yalniz trivial ¢6ziimii vardir. Boylece, diferansiyel L operatoriiniin Green fonksiyonu

var ve tektir.
Bu L operatoriiniin Green fonksiyonunu
G(x,§)=a,sinx +a, cos X, 0<x<§

G(x,§)=b,sinx+b,cosx, E<x<—

seklinde arayalim. Burada a,,a, ve b,,b, aranan parametrelerdir.

Green fonksiyonunun x =& noktasinda stirekli oldugu sartindan asagidaki esitligi

buluruz:

(b,—a,)sin&+ (b, —a,)cosE=0

G(x,&) fonksiyonunun tiirevinin x =& noktasinda sigrayisinin =1 ifadesine

0

esit olmasi sartindan ise agsagidaki sart1 buluruz:
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(b,—a,)cos{—(b,—a,)sin&=1
Buldugumuz bu esitliklerde
b, —-a =c,, b,-a,=c,

alirsak ¢, ve c, katsayilarmin bulunmasi i¢in asagidaki homojen olmayan cebirsel

lineer denklemler sistemini buluruz:

c,sin§+c,cosE=0

c,cos&—c,siné =1

Bu sistemin birinci denkleminin her yanini cos& ikinci denklemin her yanini sin§

fonksiyonu ile ¢arpip birinci denklemden ikinci denklemi ¢ikarirsak
c, =—sin§

esitligini buluruz. c, i¢in bu ifadeyi sistemin birinci denkleminde c, —nin yerine

yazip her tarafin1 sin& ifadesine bolerek
c, =cos§

esitligini buluruz. Uygun olarak a, =b,-c, ve a, =b, —c, esitliklerinde ¢, ve c,

icin buldugumuz ifadeleri yerlerine yazarak
a,=b,—cos§, a,=b, +sin§
esitliklerini buluruz.

Bu esitlikleri G(x,£) Green fonksiyonunun iistteki ifadesinde dikkate alarak Green

fonksiyonu icin asagidaki esitlikleri buluruz:
G(x,§)=(b, —cos&)sinx + (b, +sin&)cosx, 0<x<§

G(x,§)=b,sinx+b, cosx , §<x£g
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G(x,&) Green fonksiyonunun
U,(y)=y(0)=0
T
U,(y) = y(—] =0
2
sinir sartlarini saglamasi 6zelliginden asagidaki esitligi buluruz:
U,(G)=G(0,)=b, +sinE=0
Uz(G>=G(§,a]=b] =0
Buldugumuz bu esitliklerden
b, =-sing, b, =0

esitlikler1 bulunur. b, ve b, katsayillarinin bulunmus bu degerlerini G(x,&)

fonksiyonunun sonuncu esitliklerinde yerine yazarak buluruz:

—cosésinx , 0<x<¢§
G(x,&) =
(x.5) —cosxsin§ , §<x£g

Bu formiille bulunan G(x,&) fonksiyonu ele aldigimiz lineer diferansiyel L

operatoriiniin Green fonksiyonudur.
Ornek 3.5.4

Simdi /(y)=y" -y diferansiyel ifadesinin ve y(0)=0, y(1)=0 smir sartlarinin

dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonunu insa edelim.
Bunun i¢in
(y)=y"-y=0

diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemini bulalim. Bu amacla

verilmis denklemin
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k*—1=0
karakteristik denkleminin k, =1, k, =—1 koklerine uygun ¢dziimleri sistemini
Y, (x)=¢", Y, (x)=¢e""

ele alalim. e* ve e fonksiyonlar1 verilmis denklemin lineer bagimsiz ¢oziimler

sistemi oldugundan denklemin genel ¢oziimii uygun olarak
y(x)=ce* +c,e”

seklinde yazilir. Burada L operatorii i¢in U matrisi
U :(Ul(y.) Ul(yz)] _ (1 1 ]
Uy(y) Uy(yy)) \e e
seklinde bulunur. Bu matrisin determinanti

1
detU = —e'—e#0

€ ¢

-1

sifirdan farkli oldugundan Ly =0 denkleminin yalniz trivial ¢6zimii vardir. Bu

ylizdende burada ele aldigimiz diferansiyel L operatoriiniin Green fonksiyonu var ve

tektir.

Bu L diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu da /(y)=y"”—y=0 denkleminin
[0,§) ve (&,1] araliklarinda ¢ozimii oldugundan L operatoriiniin - Green
fonksiyonunu da uygun olarak

G(x,&)=ae" +ae ™, 0<x<§
ve

G(x,&)=be* +be ™, E<x<1

seklinde ariyoruz. Burada a,,a, ve b,,b, katsayilar1 bulunmas:i gereken

katsayilardir.
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Burada G(x,&) fonksiyonunun x =& noktasinda siirekli olmas1 6zelliginden
(b,—a,)e*+(b,—a,)e =0

esitligini buluruz. G(x,§) fonksiyonunun x degiskenine nazaran tlirevinin x =&

noktasinda sigrayisinin

=1 ifadesine esit olmasi sartindan
0

(b, _a])eé —(b, _az)e_i =1

esitligini buluruz.

Buldugumuz bu iki esitligin her ikisinde de b, —a, =c, ve b,—a, =c, alalm. O
zaman c¢, ve c, parametrelerinin bulunmasi i¢in asagidaki denklemler sistemini

buluruz:

cet+c,et = 0}
- _

ce®—c,e

Bu sistemi ¢, ve ¢, bilinmeyenlerine gore ¢ozerek

oldugunu buluruz. G(x,&) fonksiyonunun
G(0,8)=0, G(1,§)=0

sinir sartlarini saglamasi sartindan
veya
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esitliklerini buluruz. Burada bu iistteki esitliklerden ve

esitliklerinden a,,a, ve uygun olarak b,,b, katsayilarmi bulalim. Sonuncu sistemin

birinci esitligini e sayisiyla ikinci esitligini ise e sayisiyla carpip taraf tarafa

topladigimizda

be+b,e —(ale +a,e”’ ) = _%(el—& _ e—(l—&))

esitligini buluruz. Buradan da tstteki esitlikleri kullanarak

- |
ae+ae’ :_E(e] §_eC &))

a,+a,=0

esitligini buluruz. ikinci esitlikten a, = —a, olur. Bunu birinci esitlikte yerine yazarak

a,(e'—e)= —%(e“a —e 9 )

veya
a,(e—e')= l(e“a —e )
2 2

esitligini buluruz. Bu iki esitlikten de

2a, = sh(l €)
shl
veya
lsh(l )
a,=—
2 shl
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olur. a, =-a, oldugundan da

1sh(1-§)
'" 72 shl

olur. Burada
1
b, =a,+—¢"*
2
oldugundan uygun olarak

1 e lshd-¢)

b, =
2 2 shl
ve
1
b,=a, —Eei
oldugundan da
b, = 1sh(1-&) le%

2 shl 2

esitliklerini buluruz. a,,a,,b,,b, katsayilar1 i¢in buldugumuz bu ifadeleri Green

fonksiyonunun genel sekilde yazdigimiz esitliginde yerlerine yazarak L diferansiyel

operatoriiniin Green fonksiyonunu

shx.sh(§-1) 0<x<E
G(x,E) = shl
sh&.sh(x —1) Ecx<l
shl ’ -

seklinde buluruz.
3.6. Eslenik Operatoriin Green Fonksiyonunun Tanimi ve Bulunmasi Formiilii

L diferansiyel operatoriiniin tersi bulundugunda, o zaman lemma2.1.7.3 e esasen

eslenik L operatoriiniin de tersi vardir. Bu yiizden eslenik diferansiyel L
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operatoriiniin de Green fonksiyonunun var oldugu ve tek oldugu goriiliir. Eslenik

diferansiyel L operatdriiniin Green fonksiyonunu H(x, &) ile gosterelim.

Simdi biz burada diferansiyel L operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonu ile eslenik

diferansiyel L operatoriiniin H(x,&) Green fonksiyonu arasinda ne gibi baglanti

oldugunu bulalim. Bunun i¢in
Lo=f, Ly=g
alalim. O zaman

o=L"f, y=Lg

olur. Simdi L ve L operatorlerinin eslenik operatérler olduklarmi kullanarak

asagidaki esitligi yazalim:
(Lo.v)=(9.L'v)

Bu esitlikten de Lo=f, \|/=L*71g, o=L"f, L'y=g olduklarm1 kullanarak

asagidaki esitligi buluruz:
(L"f,g) = (f, L*_lg)

Buradan da eslenik operatorlerin ters operatorlerinin de eslenik olduklar1 goriiliir.

Sonuncu esitligi acik sekilde yazarsak her bir siirekli f(x) ve g(x) fonksiyonlari

igin

[[6(x,0)f ©)g(xdxde = [ [H(E x)f (&)g(x)dxdé

esitliginin saglandigini buluruz. Boylece, bu sonuncu esitlik her bir siirekli f(x) ve

g(x) fonksiyonlari i¢in saglandigindan

G(x,&)=H(E, x) (3.30)
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esitligi elde edilir. (3.30) esitligini saglayan G(x,§) ve H(x,§) cekirdeklerine

eslenik cekirdekler denir.

Boylece, asagidaki lemma dogrudur:

Lemma 3.6.1

Eslenik diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonlari da eslenik olur.

Simdi L diferansiyel operatoriiniin 6zeslenik diferansiyel operatér oldugunu

varsayalim, yani

*

L=L
oldugunu varsayalim. O zaman 6zeslenik operatorler i¢cin H(x,&) = G(x,§) oldugu

aciktir. Ozeslenik L operatdriiniin Green fonksiyonu (3.30) esitligine esasen

G(x,8)=G(&,x) (3.3D)

esitligi saglanir.

(3.31) esitligini saglayan ¢ekirdeklere Hermite ¢ekirdegi denir.
Boylece, 6zeslenik operatorler i¢cin asagidaki lemma dogru olur.
Lemma 3.6.2

Ozeslenik diferansiyel operatdrlerin Green fonksiyonu Hermite ¢ekirdegi olur.
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4. PARAMETRE BULUNDURAN SINIR  DEGER
PROBLEMLERI VE PARAMETRE BULUNDURAN SINIR
DEGER PROBLEMLERININ INTEGRAL DENKLEME
GETIRILMESI

4.1. Parametre Bulunduran Sinir Deger Problemi

Pratik problemlerin ¢oziimlerinde sik sik asagidaki sekilde parametre bulunduran ve

(2.15) smir sartlarini saglayan sinir deger problemleri ile karsilasiriz:

U(y)=Ay +f(x) (4.1
Burada /(y) diferansiyel ifadesi ve U (y) lineer formlar1 (2.1) ve (1.2) esitlikle

tanimlanir.

A parametredir, f(Xx) ise x degiskenine bagli verilmis fonksiyondur.

L diferansiyel operatoriiniin (2.1) diferansiyel ifadesinin ve (2.15) sinir sartlarinin
dogurdugu diferansiyel operator oldugunu varsayalim. O zaman (4.1) diferansiyel
denkleminin (2.15) smir sartlarint saglayan ¢6ziimiiniin bulunmast problemi

asagidaki operator denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi problemi seklinde yazabiliriz:

Ly=Ay+f (4.2)

Burada 6zel halde f(x)=0 oldugunda (4.2) denklemi (2.38) homojen operator

denklemine doniisiir

(2.38) operator denklemi (2.40) homojen lineer diferansiyel denklemin (2.15)

homojen lineer smir sartlarindaki  ¢Ozlimiiniin ~ bulunmasi1  problemine

equivalenttir(esdegerdir).

Bir daha dikkate alalim ki, (2.38) denklemi ve bu denkleme equivalent olan
(2.40)—(2.15) smir deger problemi homojen simir deger problemi olup, lineer

denklemlerdir. y(x)=0 trivial ¢6ziimii her bir A i¢cin bu denklemlerin ¢oziimiidiir.



A parametresinin (2.38) operator denklemindeki ve (2.40)—(2.15) smir deger

problemindeki boyle iistte gosterdigimiz degerlerine L operatoriiniin (ve uygun

olarak (2.40)—(2.15) smir deger problemlerinin) karakteristik degerleri ve bu
karakteristik degerlere uygun (2.38) denkleminin ¢rivial olmayan ¢oziimlerine
(uygun olarak (2.40)—(2.15) smir deger probleminin bu karakteristik degerlere

uygun trivial olmayan ¢ozlimlerine) karakteristik fonksiyonlari denir.

Diferansiyel L operatoriiniin ve uygun olarak (2.40)—(2.15) smir deger probleminin

karakteristik degerlerinin ve karakteristik fonksiyonlarmin bulunmasi problemi lineer
diferansiyel operatorler teorisinde en Onemli problemlerdendir. Bu problemin
¢cOziimii parametre bulunduran sinir deger problemlerinin integral denklemlere

getirilmesiyle kolaylastirilabilir.

4.2. Parametre Bulunduran Smr Deger Problemlerinin Integral Denkleme

Getirilmesi

Simdi biz burada /(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.15) smir sartlarinin dogurdugu L
operatdriinin - L' tersinin oldugunu varsayalm. G(x,&) fonksiyonunun L
diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu olsun. O zaman (4.2) denkleminin her

yanini soldan L' operatérii ile carparak
y=A"y+g (4.3)
esitligini, buradan da
g=L"f (4.4)

esitligini buluruz. L operatoriinin G(x,§) Green fonksiyonunu kullanarak (4.3)
operator denklemini ve uygun olarak g elemaninin (4.4) esitligi ile tanimlanan

ifadesini agik olarak

y(x) =21 f G(x,9)y(8)dE +g(x) (4.5)
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g(x) = f G(x,9)f(9)ds (4.6)

seklinde yazabiliriz. Burada aranan y(x) fonksiyonunun bulunmasi i¢in buldugumuz
(4.5) denklemi ikinci c¢esit Fredholm denklemidir. (4.1)—(2.15) smir deger
probleminin ¢dziimiiniin bulunmasi1 problemi (4.5)—(4.6) ikinci c¢esit integral

denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi problemleri equivalent problemlerdir.
Boylece biz burada asagidaki lemmay1 ispatlamis olduk.
Lemma 4.2.1

{(y) diferansiyel ifadesinin ve (2.15) sinir sartlarmin dogurdugu lineer diferansiyel
L operatoriiniin Green fonksiyonu G(x,£) bulundugunda parametre saglayan
homojen olmayan lineer (4.1) diferansiyel denkleminin (2.15) smir sartlarmni
saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemi lineer (4.5) integral denkleminin (4.6)
formiilii ile bulunan g(x) fonksiyonunun da ¢dziimiiniin bulunmasi problemine

equivalenttir.

Burada f(x)=0 0zel halinde (2.40) homojen lineer diferansiyel denkleminin
homojen (2.15) smir sartlarini saglayan trivial olmayan ¢6ziimlerinin bulunmasi

problemi uygun olarak homojen

y(x) = XIG(x,i)y(&)dé (4.7)

lineer integral denkleminin trivial olmayan coziimlerinin bulunmasi problemine

equivalenttir.

4.3. ikinci Cesit Fredholm Denkleminin Rezolventi ve Parametre Bulunduran

Sinir Deger Probleminin Coziimiiniin Varh@ Hakkindaki Teorem

(4.7) integral denkleminin G(x,§) c¢ekirdegi siirekli ¢ekirdek oldugundan bu
homojen (4.7) integral denklemine, integral denklemler teorisinde belli olan

Fredholm teorisi uygulanabilir.
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Fredholm teorisinden bellidir ki, siirekli ¢ekirdekli (4.7) integral denkleminin,

sayilabilirden fazla olmayan sayida, sonlu limit noktasi olmayan

AL A

IEAZERERTR AP

karakteristik sayilar1 bulunur.

(4.5) homojen olmayan integral denkleminin, bu denklemdeki A parametresinin
karakteristik degerinden farkli her bir A=A , n=12,... degerlerinde denklemin
keyfi stirekli g(x) sag yani i¢in ¢oziimii vardir ve (4.5) denkleminin A#A_ igin

¢Ozumi
y(x) =2 f I'(x,&,M)g(8)dE +g(x) (4.8)

formiilii ile bulunur. Bu formiildeki I'(x,&,A) fonksiyonu G(x,&) ¢ekirdeginin
rezolventidir. I'(x,§,A) fonksiyonunun ingast Fredholm integral denklemler
teorisinde verilir. I'(x,&,A) fonksiyonu [a,b] araligindan alinmis ve saglanan edilen
x ve & degerleri i¢in A parametresinin meramorf (iki tam fonksiyonun orantisi
seklinde gosterilen) fonksiyonu olur. Bu meramorf I'(x,&,A) fonksiyonunun kutup
noktalar1 (polyuslar1) (4.7) homojen integral denkleminin karakteristik degerleri

olur. Boylece, burada asagidaki sonug¢ alinmis olur:
Teorem 4.3.1

(2.9) denkleminin (2.15) smir sartlarin1 saglayan ¢oziimii yalniz trivial ¢6ziim

oldugunda

a) Homojen (2.15) ve (2.40) smir deger probleminin sonlu limit noktasi olmayan

ve sayilabilirden fazla olmayan A,,A,,...,A_,... karakteristik sayilar1 bulunur;

b) A parametresinin  A,A,,...,A,... karakteristikk degerlerinden farkli

A=A, n=12,...,n her bir degerinde homojen olmayan (4.1) ve (2.15) smir deger
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probleminin [a,b] araliginda siirekli olan her bir f(x) fonksiyonu i¢in ¢oziimii

vardir.

Dikkate alalim ki bu sonu¢ lineer integral denklemlerin Fredholm teorisine
dayanilarak bulundu. Fakat biz bu sonucu Onceki kisimlarda verilmis sonuclara

dayanarak ta bulabilirdik.

4.4. Parametre Bulunduran Simir Deger Problemlerinin integral Denklemlere

Getirilmesine Ait Ornek

Ornek 4.4.1
Biz burada
y'+y=Ay+1f(x) (4.9)
diferansiyel denkleminin
y(0)=0, y'(1)=0 (4.10)

sinir sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini bu probleme equivalent
olan lineer integral denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine getirilmesini

gosterelim. Bu amagla biz /(y)=y"+y diferansiyel ifadesinin ve (4.10) sinir
sartlarinin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonunu insa
edelim. Once (2.30) denkleminin yalniz trivial ¢dziimiiniin oldugunu gdsterelim.

Burada
y'+y=0 (4.11)

denkleminin y,(x)=sinx ve Yy,(x)=cosx lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemi

oldugundan bu (4.11) denkleminin genel ¢6ziimii
y(x)=c,sinXx +c¢, cosx (4.12)

seklinde yazilir. (4.10) sinir sartlarindan
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y(0)=c,=0 ve y'(I)=c,cos1=0

olduklar1 bulunur. cosl#0 oldugundan c, =0 olur. Boylece (2.30) denkleminin,

yani homojen
y'+y=0,
y(0)=0, y'(1)=0

sinir deger probleminin yalniz trivial ¢6ziimi vardwr. (2.30) denkleminin yalniz
trivial ¢oziimii oldugundan L diferansiyel operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonu
var ve tektir. L operatoriiniin G(x,£) Green fonksiyonu [0,§) ve (&,1] araliginda
homojen (4.11) denkleminin ¢6ziimii oldugundan ve (4.11) denkleminin genel
coziimii (4.12) seklinde oldugundan diferansiyel L operatoriiniin G(x,£) Green

fonksiyonunu asagidaki sekilde arayalim:

G(x,§)=a,sinx+a,cosx, 0<x<¢& (4.13)

G(x,§)=b,sinx+b,cosx, E<x<1 (4.14)

G(x,§) Green fonksiyonunun x =& noktasinda siirekli olmasi sartindan

(b, —a,)sin&+(b, —a,)cos&=0 (4.15)

esitligini buluruz. G(x,§) Green fonksiyonunun x deg§iskenine gore tiirevinin x =&

noktasinda degeri =1 ifadesine esit olan sigrayisa sahip olmasi sartindan ise

(b,—a,)cos{—(b,—a,)sin&=1 (4.16)

esitligini buluruz. Burada biz (3.26) seklinde gosterelim. O zaman (4.15) ve (4.16)

denklemlerinden ¢, ve ¢, parametrelerini bulmak i¢in

c,sin§+c,cosE=0

c,cos&—c,siné =1
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denklemler sistemini buluruz. Bu sistemi ¢, ve c, bilinmeyenlerine gore ¢dzerek

¢, =cos§, ¢, =-sin§ (4.17)

esitliklerini buluruz. Bu ¢oziimleri (3.26) esitliklerinde dikkate alarak

a,=b,—c,=b,—cos§

a,=b,—c,=b,+sin§

esitliklerini buluruz. a, ve a, i¢in buldugumuz

a, =b,—cos§ (4.18)
a,=b, +sin§ (4.19)

degerlerini Green fonksiyonunun (4.13) ifadesinde yerine yazdigimizda Green

fonksiyonu

G(x,§) =(b, —cos&)sinx + (b, +sin&)cosx, 0<x<§
G(x,§)=b,sinx +b, cosx, E<x<1

L operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonu (4.10) smir sartlarmni da saglamalidir.

Green fonksiyonunun bu 6zelligini kullanarak

G(0,&)=b, +sinE=0
ve

G' (LE)=b,cosl-b,sinl=0

esitliklerini buluruz. Bu esitliklerden

b, =-sin§ (4.20)
b]:_sml-sm§ (4.21)
cosl

degerlerini buluruz. b, ve b, i¢in buldugumuz (4.21) ve (4.20) degerlerini uygun

olarak (4.18) ve (4.19) esitliklerinde yerlerine yazarak
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a]:_s1n1-s1n§_coséz_cos(i-l)’ (422)
cosl cosl
a,=b,+sin=-sin&+sing =0 (4.23)

olduklarmni buluruz. a ,a,,b, ve b, katsayilar1 i¢in buldugumuz bu degerleri G(x,&)
Green fonksiyonunun (4.13) ve (4.14) ifadelerinde yerlerine yazarak G(x,&) Green

fonksiyonunu

_cos(1-&)sinx 0<x<E
Gxo={ O (4.24)
_sin§cos(x - )’ fex<l
cosl

seklinde buluruz. (4.24) Green fonksiyonunun kullanilmasiyla (4.9)—(4.10) smir

deger problemi bu probleme equivalent olan
1
y(x)=2 f G(x,9)y(8)dE +g(x) (4.25)
0
integral denkleminin
1
g(x) = [ G(x,&)f (&)de (4.26)
0

sartinda ¢oziimiiniin bulunmasi problemine getirilmis olur.
4.5. ikinci Cesit Fredholm Denkleminin Rezolventinin Genel insas1 Yontemi

Asagidaki
y(x)=f(x)+ kj K(x,s)y(s)ds (4.27)

Fredholm denklemlerini ele alalim. Burada f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli

onceden verilmis fonksiyondur. K(x,s) fonksiyonu [a,b]x[a,b] karesinde siirekli
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onceden verilmig fonksiyondur. K(x,s) fonksiyonu (4.27) denkleminin
cekirdegidir. Burada y(x) aranan fonksiyondur.

(4.27) denkleminin genel ¢oziimiinii
y(x) =D A9, (x) (4.28)
n=0

kuvvet serisi seklinde arayalim. (4.28) ifadesini (4.27) integral denkleminde yerine
yazarak ve A—nm aynt dereceli kuvvetlerinin katsayilarin1  esitleyerek

0o (X),0,(X),...,0,(x),... katsayilar1 i¢in asagidaki ifadeleri buluruz:

(po (X) = f(X)’

b (4.29)
¢, (x)= j K(x,9)0, (s)ds, (n=1,2,3,...)

Burada [K(x,5)|<M, (x,s)€[a,b]x[a,b] ve [f(x)|<N, xe[a,b] esitsizlikleri

saglandiginda (4.29) esitliklerinden asagidaki degerlendirmeler bulunur
|9, (x)|<M"N(b-a)’
Bu yiizden (4.28) serisi

|x|<;
M(b-a)

bolgesinde yakinsak seri olur. (4.29) formiillerini kullanarak (4.28) c¢oziimiinii

asagidaki gibi yazabiliriz:

¥ =£00+23 2" [K, (x,9)(s)ds (4.30)
veya
¥() = £(0)+ 2 T(x,s, M fs)ds (4.31)
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T(x,s,A) = ik““Kn (X,5) (4.32)

n=l

K, (x,s) katsayilarina integrallenen g¢ekirdekler denir. K (x,s) asagidaki sekilde

bulunurlar:

K, (x,s) =K(x,s)

K,(x,8) = [K(x, DK, (ts)dt, (n=2,3,..).

I'(x,s,A) fonksiyonuna (4.27) denkleminin rezolventi denir ve |k|—n1n kiigtik

degerlerinde kuvvet serisi seklinde bulunur.

4.6. Yozlasmus Cekirdekli ikinci Cesit Fredholm Denkleminin Rezolventinin

Insas1 Yontemi

Fredholm denkleminin K(x,s) ¢ekirdegi
K(x,8) =D 0, (x)B;(s) (4.33)
i=1

seklinde gosterilebildiginde K(x,s) cekirdegine yozlasmis cekirdek denir. (4.33)
acilimindaki o, (x) ve B,(x) fonksiyonlar1 (i=1,2,...,n) [a,b] aralifinda lineer

bagimsiz fonksiyonlar olduklarini varsayabiliriz.

(4.33) sekilli ¢ekirdegi olan ikinci ¢esit (4.27) Fredholm denklemleri ¢ok kolay
coziiliir. Gergektende (4.33) acilimini (4.27) denkleminde dikkate alarak asagidaki

y(x) =f(x)+ xz c.a (X) (4.34)
i=1
formuluni buluruz. Burada

c, =|B,(s)y(s)ds, (i=12,...,n) (4.35)

8 ey T
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Burada (4.35) ifadesine (4.34) formiiliinii yazarak c,,c,,...,c, katsayilarmin

bulunmasi i¢in asagidaki lineer cebirsel denklemler sistemini buluruz:
b b n
¢ = [Bo)f()ds+A[ ()Y cia;(s)ds, j=1.2,...,n
a a j=1
veya
¢, —AY ey =f, i=12....n (4.36)
j=1

seklinde bulunur. Burada,

b

£, = [B()f(s)ds, v, =0 (s)B;(s)ds (4.37)

(4.36) sistemini asagidaki sekilde yazabiliriz:

n

(8, —My; e, =f, (i=12...n) (4.38)

j=1

burada &; —kronekker semboliidiir. (4.36) probleminin determinantini asagidaki

sekilde yazariz:

I-Xy,,  —Ay,, ... —Ay,

M =My, . A
A(h) = det(d; —Ay;) = Tho T2 T2

_;\"Yln _;\"an 1= ;\"Yrm

A;(A) ifadesi 6;—Ay; elemanmnin A(X) determinantinda cebirsel tiimleyeni olsun.

A(M) # 0 sartinda kramer yontemi ile

2 A
¢, = —— (i=12,...,
= n)

esitlikleri bulunur.
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Boylece, (4.34)—iin yardimiyla (4.27) integral denkleminin tek bir

y(x) = f(x)+xzz “()

2.2 A0 fi0,(x) (4.39)

¢Oziimii bulunur.

Bu formiilde f; —nin yerine ((4.37) ifadesini yazarak asagidaki formiilii buluruz:

A(X S,A)

y(x) = f(x)+ A j f(s)ds, (4.40)

burada

A5 =S 0,8)B, (A, ().

i=l j=I

(4.30) formiiliinden (4.27) denkleminin rezolventini asagidaki sekilde buluruz:

(A
Flxs) =280 S50 o () 2l (4.41)
A(;\‘) i=1 j=1 A(k)
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5. L-M DIFERANSIYEL OPERATORUNUN GREEN FONKSiYONUNUN
TANIMI VE BU TANIM ESASINDA INSAA YONTEMIi

5.1. L-AlI Diferansiyel Operatoriiniin Green Fonksiyonunun Tanimi

L operatérii  /(y)=y™ +P(x)y" " +...+P (x)y diferansiyel ifadesinin ve
U,(y)=0, v=1,2,3,...,n swmir sartlarmm dogurdugu lineer diferansiyel operator

olsun. A nin bir parametre, I nin ise birim operatdr oldugunu varsayalim. Burada
L—AI operatoriinin Green fonksiyonunun insa edilmesi metodunu gosterelim.
Baska bir degisle burada biz L—AI operatoriiniin tersinin bulunmasi (L —AI

operatoriiniin doniistiiriilmesi) metodunu verelim.

L —AI operatoriiniin Green fonksiyonu insa edildiginde (L — M)_] ters operatorii insa

edilmis olur. Bu yilizden de L —AI operatoriiniin Green fonksiyonunun insa edilmesi

cok onemli bir problemdir.

L—-AI operatoriiniin  Green fonksiyonunu insa etmek i¢in (2.40) homojen
diferansiyel denkleminin (2.42) baslangic sartlarini saglayan ¢oziimleri sistemini
uygun olarak (2.43) ile gosterelim. (2.40)—(2.42) baslangic deger probleminin
Y, =Y,(X,A),y, =Y,(X,A),...,y, =y, (X,A) ¢Oziimleri sistemine (2.40) diferansiyel
denkleminin normallestirilmis fundamental ¢éziimler sistemi veya normallestirilmig

lineer bagimsiz ¢oziimler sistemi denir.

Simdi biz burada homojen olmayan (4.1) denkleminin genel ¢6zlimiinii bulmak i¢in
Lagrange—nin sabitlerin varyasyonu metodunu uygulayarak (4.1) denkleminin iki
sekilde genel ¢ozlimiinii bulalim:

y(x) = ZH:C(D')YD(X, A)+ YD(X k)]f (§)dg (5.1)

!(D 1 W(é)
J

e - W, (6)
=3Py (x,A ) [T(E)d 5.2
y(x) El ¢, y,(X,A) - (D] W) (x )] (©)dg (5.2)



Burada (5.1) ve (5.2) formiillerindeki ¢!”,c!’,...,c!" ve ¢, c{?,...,c"? katsayilari
uygun olarak keyfi sabit sayilardir. W(§) uygun olarak (2.43) coziimler sisteminin

x =& noktasinda Wronskiyani olup (3.8) formiilii ile tanimlanan determinanttir.

W, (&), W,(&),...,W, (&) fonksiyonlar1 W(E) Wronskii determinantinin birinci satir

elemanlarinm, yani (3.8) determinantinda birinci satirdaki y"™(€),...,y" (&)
elemanlarinin cebirsel tamamlayicilaridir. (4.1) denkleminin genel ¢oziimi i¢in
buldugumuz (5.1) ve (5.2) esitliklerini taraf tarafa toplayip 2 ye boldiigiimiizde

(5.1) denkleminin genel ¢oziimiinii
¥00= ey, () + [ 8(x, O E)dE (5.3

formiilii ile buluruz. Bu (5.3) formiiliindeki c,,c,,...,c  katsayilar1 keyfi sabit

sayilardir, g(x,&) fonksiyonu ise

VixD) Dy
COPTTEn TEN e nUER
E)== GDEN) yEIEN .. yTIEN 5.4
g(x,8) 2W@y.§> yng).”y.f) (5.4)
ED  vED o v ED

formiilii ile bulunur. (5.4) esitliginin sag yanindaki ifadenin karsisindaki “+” isareti

(YA

x > & esitsizligi saglandiginda, “— isareti ise x <& esitsizligi saglandiginda alinir.

Simdi burada biz (5.3) formiiliindeki keyfi sabit c,,c,,...,c, katsayilarmi Oyle

secelim ki, (4.1) denkleminin (5.3) seklinde buldugumuz genel ¢6ziimii (2.15) smir

sartlarini saglasin.

Baska bir deyisle (4.1) denkleminin (5.3) seklindeki genel c¢oziimiindeki
¢,,C,,...,C, keyfl sabit katsayilarin1 dyle se¢elim ki, bu secimle (4.1) denkleminin

(2.15) smir sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim. Bunun i¢in asagidaki
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ichD(yj)+jUD(g)f(§)d§=o, v=1,2,....n (5.5)

esitliklerinin  saglanmas1 gerekir. (5.5) esitlikleri c¢,,c,,...,c, katsayilarmin
bulunmasi i¢in homojen olmayan lineer cebirsel denklemler sistemidir. (5.5)
sisteminden c,,c,,...,c_ sabitlerini bulup (5.3) formiiliinde yerlerine yazdigimizda

n

(4.1) denkleminin (2.15) sinir sartlarmi saglayan ¢oziimii
b
y(x) = [ G(x, &, VF(E)dE (5.6)

formiili ile bulunur. Bu formiildeki G(x,&,A) fonksiyonu L—AI diferansiyel

operatoriiniin Green fonksiyonu olup

G(x,&,A) = (A_(lz; -H(x,&,0) (5.7)

formiiliindeki A ifadesi (2.44) determinantinin sonucu ile bulunur.

(¥ vy (0 gx.9)
U(y) Uly) ... Uy, Ulg)
Hx,&M) =1Uy(y) Uy(yy) ... Uy(y,) Uy(g) (5.8)

Un(Y]) Un(YZ) ce Un(Yn) Un(g)
formiilleri ile bulunur. Dikkate alalim ki, A sayist L diferansiyel operatoriiniin

karakteristik degeri olmadiginda, A parametresinin bu degeri igin A(L) #0 olur. Bu
ylizdende A sayis1 L operatoriiniin karakteristik degeri olmadiginda (5.6) ve (5.7)

formiillerinin anlami olur. Boylece asagidaki lemmay1 ispatlamis olduk.

Sonug 5.1.1

L —AI operatoriiniin Green fonksiyonu (5.7),(2.44),(5.8) ve (3.8),(5.4) formiilleri

ile tanimlanir.
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5.2. L-A Operatoriiniin Green Fonksiyonunun insasina Ait Ornek

Ornek 5.2.1

-y =AMy +f(x) (5.9
denkleminin

y(0)=0, y(1)=0 (5.10)

sinir gartlarini saglayan sinir deger probleminin G(x,&,A) Green fonksiyonunu insa

edin ve bu problemin ¢6ziimiinii bulun.
Coziim:

Once

—-y"'=\y (5.11)
diferansiyel denkleminin
Y, 0)=1
y1(0)=0 (5.12)
ve
y,(0)=0
¥,(0)=1 (5.13)

baslangi¢ sartlarini saglayan

Y= Y1(Xa;‘)a Y, = Y2(Xa7‘)

fundamental ¢oziimler sistemini bulalim. (5.11) denkleminin genel ¢6ziimii

y(X) =c¢, cosAx +c, sin AX (5.14)

seklinde yazilir.
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(5.12) sartlarinin saglanmasindan ¢, =1, ¢, =0 oldugu bulunur. Boylece,

¥, =¥, (X,A) = cosx

. 1
seklinde bulunur. (5.13) sartlarinin saglanmasindan ise ¢, =0 ve c, :X oldugu

bulunur. Buradan da

sin Ax
A

Y, =Y, (X4) =
oldugunu buluruz. Demek ki, (5.11) denkleminin normallestirilmis fundamental
¢Oziimleri sistemi

sin Ax
A

y,(X,A) =cosAx, Yy,(X,A)=

olur.

Simdi ele aldigimiz problem i¢in fundamental g(x,£) ¢Oziimiinii bulalim. Burada

g(x,&) fonksiyonu asagidaki formiil yardimi ile bulunur:

Yi(%A) Y, (XA)

1
—+
g008) VED  YEN)

2W(EP(©)

Ele aldigimiz problem i¢in

YiE&R  ¥iEM
MY(SYD IR 2A ()

=—Asin ké-%—coské-cosm =-1

P =~ W(§)= =y1EMY (&M -y (E MY (ED)

ifadelerini buluruz. Boylece,

W(S,2)-B(8) =1

oldugunu buluruz. Bunlar1 kullanarak
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sin Ax
CcOS AX

Yi(6A) ¥, (6A)

viEN)  v,EN) - . :l(coskx.sinké—sinkx.coskﬁ)

sinAg| A

0SAE
1, . .
- _X(sm Ax.cos A& —sin A&.cos Ax )
= Ldnax—g)
A

1
=—sinM§—x
y (€=x)
Buradan da g(x,&) fonksiyonu

%ksink(é—x), £<x
g(x,8) = | (5.15)
—isink(é—x), x <&

seklinde bulunur. Simdi G(X,é,k)zﬁ-H(x,é,k) formiiliindeki ~ A(}A)
determinantini hesaplayalim.
1 0 )
Ul(Y]) Ul(Yz) . sin A
A(h) = = sinA|=
U,(y) U,(y,)| |cosh A

Boylece, A(\) = sin A

oldugu bulunur. Simdi H(x,&,A) fonksiyonunu hesaplayalim.

Verilmis problem i¢in

coshx Sin AX 0(x.8)
Vi) (60 g(x,8) sin AL
Hx,&EM=|U(y) Uy, Ulgl=| 1 0 o

U2(Y1) Uz(Yz) Uz(g) sin A

COSA

I .
ism ME-T)

ifadesini buluruz. Bu determinanti agtigimizda G(x,&,A) fonksiyonunu

90



sin Ax.sin A(1—&)

- , 0<x<§
G(x,E\) = A.sinA
sin A&.sin A(1 —x) fex<l
A.sin A ’ B

seklinde buluruz.
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6. 8 —FONKSIYONUNUN TANIMI VE §-FONKSIiYONUNUN
KULLANILMASI iLE GREEN FONKSIYONUNUN INSASI

6.1. 6 — Fonksiyonunun Tanimi

Biz matematik analizde fonksiyonel dizilerin yakinsakliginin farkli—farkl cesitlerini

gordiik.

Mesela, (a,b) araliginda tanimlanmis

u,(x),u,(X),...,u, (X),... (6.1)

fonksiyonel dizisinin diizgiin yakmsakligi, orta quadratik yakimnsakligi zayif
yakinsaklig1 vs. bu gibi yakinsakliklarla karsilagtik.

N >0 sayis1 vardir 6yle ki n >N sartin1 saglayan her bir n dogal sayis1 i¢in ve her

bir p=1,2,3,... dogal sayilar1 i¢in ve her bir x € (a,b) i¢in
U,,,(0)-U,(x)|<e

esitsizligi saglandiginda, (6.1) dizisi (a,b) araliginda diizgiin yakinsaktir denir.

n>N sartin1 saglayan her bir n dogal sayisi i¢in ve her bir p=1,2,3,... dogal

sayilar1 i¢in
P 2
[|U,,(0-U, 0| dx <&

esitsizligi saglandiginda, (6.1) dizisi (a,b) araliginda orta quadratik yakinsaktir

denir.

(6.1) dizisii¢in (a,b) araliginda siirekli olan keyfi f(x) fonksiyonlar1 i¢in sayisal



b
[feou,(xdx , n=123,...

dizisi yakimnsak dizi oldugunda (6.1) fonksiyonel dizisi (a,b) araliginda zayif

yakinsaktir denir.

Yakinsak diziler i¢in uygun sekilde her bir hal i¢in dizinin limiti tanimlanir. Burada

onemli bir durumla karsilasilabilir. Mesela, biz (a,b) araliginda siirekli olan
fonksiyonlar simifini ele aldigimiz1 varsayalim. (6.1) fonksiyonel dizisinin her bir
elemanmin (teriminin) (a,b) araligmnda siirekli fonksiyonlar olduklarin1 da
varsayalim. O zaman (6.1) dizisi (a,b) araliginda diizgiin yakinsak oldugunda bu
dizinin limiti de (a,b) araliginda siirekli fonksiyon olur. Yani bu halde (6.1)
dizisinin limiti de dizinin elemanlarinin dahil oldugu (a,b) araliginda siirekli olan
fonksiyonlarin simifina dahil olur. Ama mesela, (6.1) dizisi ortalama yakinsak

oldugunda veya zayif yakinsak oldugunda bu 6zellik saglanmayabilir.

Ama yakinsak dizilerin limitleri bu dizilerin dahil oldugu sinifa dahil olmadig:
hallerde ele alinmis dizinin dahil oldugu smif Oyle genisletilir ki, bu smifta ki
yakinsak dizilerin limitleri genisletilmis sinifa dahil olur. Dikkate alalim ki,
genigletilmis sinif ele alimnmig smifin elemanlarindan ve yakmsak dizilerin

limitlerinden olusturulur.

Verilmis smifin genisletilmesiyle biz reel sayilar teorisinde karsilastik. Reel sayilar
teorisinde irrasyonel sayi equivalent rasyonel sayilar dizisinin bir smifi gibi

tanimlanir.

Simdi burada zayif yakinsak anlamda limit fonksiyon tanimladigimizda baska bir

deyisle zayif yakinsak anlamda limit eleman tammladigimizda {u,} ve {v,} dizileri

equivalent olduklar1 durumda bu dizilerin ayn1 limit elemani (veya limit fonksiyonu)

vardir deriz. Dikkate alalim ki, {un —1)“} dizisi sifira zayif yakimsadiginda, yani

(a,b) araliginda siirekli olan keyfi f(x) fonksiyonu i¢in
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lim [£00 (u, (0 =v,(x))dx =0

sart1 saglandiginda u_(x) ve v (x) dizileri equivalent dizilerdir denir.

Burada asagidaki yontemle 6zel bir dizinin tanimlanmasini ele alalim.

Reel eksenden keyfi bir x,e€(—o,+©) noktasi alalim. g >0 sayist alip
(x,—¢€,,X,+€,) araligmm disinda sifira esit olan ve (x,—¢,,X,+¢,) araliginda
negatif olmayan {3, (x)} fonksiyonlar dizisini ele alahm. {3 (x)} dizisinin

asagidaki sartlar1 sagladigini varsayalim:

1) n > oo sartinda ¢, > 0;

2) a<x, <b ve her bir n dogar sayis1 i¢in
b
[8,(x)dx =1

Bu sartlar1 saglayan {5 (x)} fonksiyonel dizisine x, noktasmin [lokal

normallestirilmis dizisi denir.

{8,(x)} dizisi zayif yakmsak dizidir. {8, (x)} dizisinin limit elemanma x,

noktasmin §—fonksiyonu denir ve 6(x,,x) gibi gosterilir.

Dikkate alalim ki, {u,(x)} dizisi (a,b) araligmda zayif yakinsadiginda ve u(x)
fonksiyonu (a,b) arahginda bu {u,(x)} dizisinin zayif limiti olmakla {u, (x)}
dizisinin dahil oldugu smifa dahil olmadiginda, o zaman f(x)-u(x) ¢arpiminin

integrali asagidaki formiille tanimlanir:
b b
[FOu(x)dx = lim [£(x)u, (x)dx

Bu tanimdan asagidaki esitlikle bulunur:
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lim [£(8, (x)dx = [F(x)3(x, x,)dx = (x,)

Bu esitlik 6 — fonksiyonunun tanimi gibi alinir.

6.2. 56— Fonksiyonunun Fourier Serisine Acilimi ve 6 — Fonksiyonunun Fourier

Integrali

{(pn(x)}:):] sisteminin [a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli fonksiyonlarin

ortonormal tam sistemi oldugunu varsayalim. {(pn(x)}

0
n=

. sisteminin fonksiyonlar1
igin

1, n=m

(<pn,<pm>=£<pn(x><pm(x)dx={0 Cnem

esitligi saglandiginda {(pn(x)}:f:] sistemi [a,b] araliginda ortonormal sistem

olusturur denir.

[a,b] araliginda tanimlanmis f(x) fonksiyonlarinin bir W sinifin1 ele alalim. W

siifindan almmig her bir f(x) fonksiyonunun {(pn(x)}:f:] ortonormal sistemi iizere

Fourier serisi [a,b] araliginda f(x) fonksiyonunun kendisine yakinsadiginda, yani

0

2. (£.0,)0,x)=f(x), (f,0,)= If(X)%(X)dX

n=l

actlimi her bir f(x)e W i¢in saglandiginda {(pn (x)} sistemi W smifinda tam

0
n=l

sistem olusturur denir.

Simdi 8(x,x,) fonksiyonunun {¢,(x)}  tam ortonormal sistemi {izere Fourier

serisine ag¢ilimini bulalim. Bu amagla 6(x,x,) fonksiyonunun {(pn(x)}:):] sistemi

uzere
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3(x,%) = 8, (%,)0,(X) (62)

seklinde agildigini varsayalim. Bu agilimdaki a_(x,) katsayilar1 aranan katsayilardir.
a (x,) katsayilarmi bulmak icin (6.2) esitliginin her yanmi ¢, (x) fonksiyonu ile
carprp ortogonal olduklar1 [a,b] araligi Tlizere integralleyelim. O zaman

(9,,9,)=0,, esitligini kullanarak a_(x,) katsayis1 i¢in asagidaki esitligi buluruz:
b
a,,(x0) = [8(x,%,)0,, (x)dx

Bu esitligin sag yaninda 6(x,x,) fonksiyonunun tanimini kullanarak
a (x,)=0,(x,), m=12,...

ifadesini buluruz. Boylece, biz burada &(x,x,) fonksiyonunun {(pn(x)} sistemi

n=]
tzere (6.2) acilimini buluruz. Bu ag¢ilimdan &(x,x,) fonksiyonunun asagidaki

simetriklik aksiyomunu(6zelligini) sagladigi bulunur:
d(X,X,) =0(X,,X) (6.3)

Ozel halde 3(x,x,) fonksiyonunun asagidaki agilimlarini yazabiliriz:

I I nm

(x—%x,)=—+—> cos—(x—-%X,), —-e<x<e 6.4
(x=%0) = 5o+ D082 (x = x0) (64)

1 * iE(X—XO)
a(x—xo):2—2ee , —e<x<e (6.5)

-2 . nm_ . nm
S(X—xo):z—sm—xosm—x, 0<x<e (6.6)

o © e e

Simdi burada 6(x,x,) fonksiyonunun Fourier doniislimiinii bulalim. Bu amagla

Fourier doniisiimiiniin tanimima esasen
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[ 8(x.x,)e™dx =™ (6.7)

—o0

esitligini buluruz. Bu esitligi ters Fourier doniisiimiinde kullanarak

0 o0

. . 1 .
8(x,X,) =i j e"e ™ dw =0 j ™) dw (6.8)

—»o —0

esitligini buluruz. Buradan da

(X, X,) =

ajl—

Tcosw(x—xo)dw (6.9)

acilimimni buluruz.

97



7. 8 —-FONKSIYONUNUN UYGULANMASIYLA L
DIFERANSIYEL  OPERATORUNUN VE  L-Al
DIFERANSIYEL OPERATORUNUN GREEN
FONKSIYONLARININ INSASI

7.1. Ly=f ve Ly=Aiy+f Biciminde Lineer Diferansiyel Operatorlii
Denklemlerinin Green Fonksiyonunun 0 — Fonksiyonunun

Uygulanmasiyla insas1 Yontemi

L operatdriiniin (2.1) diferansiyel ifadesinin ve
n—| n-1
U0 =2 oy + 2 By’ =0, v=12....n
k=0 k=0

sinir sartlariin dogurdugu lineer diferansiyel operator oldugunu varsayalim. Burada

L operatoriiniin tek bir tane G(x,&) Green fonksiyonunun oldugunu farz edelim. O
zaman (1.3) operatdr denkleminin, yani uygun olarak (1.1) diferansiyel denkleminin
(2.15) smir sartlarini saglayan ¢oziimii (3.11) formiili ile bulunur. Dikkate alalim

ki, (1.1) denklemlerinde 6zel olarak

£(x) = 3(x,m) (7.1)

alirsak, o zaman uygun olarak (3.11) formiiliinden
b
y(x) = [ G(x,)3(&,mdé = G(x,m) (7.2)

esitligini buluruz. (7.2) esitliginden goriiyoruz ki, L operatoriiniin G(x,&§) Green
fonksiyonu (1.1)—(2.15) smir deger probleminin veya uygun olarak (1.3) operator

denkleminin
f(x) =3(x,¢)

alindigindaki ¢oziimiidiir.



Simdi biz burada lineer diferansiyel L operatoriiniin karakteristik

AL A

IEAZERERTR AP

degerlerinin tekrarlanmayan karakteristik degerleri olduklarini ve reel pozitif sayilar

olduklarmi ve

O<A <A, <...<A <... (7.3)

sartlarin1 sagladiklarmi ve bu karakteristik degerlere uygun L operatoriiniin

0,(x),0,(X),...,0,(x),... karakteristik fonksiyonlarinin [a,b] araliginda ortonormal

tam sistem olusturduklarmi varsayalim. O zaman 3(x,&) fonksiyonu i¢in

3x,8) = 20,60, () (7.4

acilimimi yazabiliriz. Simdi biz 8(x,&) fonksiyonunun (7.4) a¢iliminmi kullanarak L
operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonunu bulalim. Bu amacla (1.3) denkleminde
f(x)=0(x,§) alalim. O zaman (7.4) a¢ilimini da dikkate alirsak asagidaki denklemi

buluruz:

L) = 20,00, (1.9
(7.5) denkleminin ¢oziimiinii
Y60 = X c, (@00, (x) (76)

seklinde arayalim. (7.6) aciliminda c_(&) katsayilar1 aranan katsayilardir. (7.5)

denkleminin (7.6) sekilli ¢6ziimiinii (7.5) denkleminde yerine yazsak ve

Lo, =A,0,, n=1,2,...

esitliklerini kullansak asagidaki esitligi buluruz:
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>, (000,60 = 20,9, ()

Bu esitligin her yanin1 ¢ _(x) fonksiyonu ile ¢arpip, sonrada x degiskenine nazaran

a-dan b-ye kadar integralini alarak ve

P L, n=m
(00-00) = [ 020000 () =5, ={0’ e
esitligini de kullanarak
c,&=0_&, m=L2,...
esitliklerini buluruz.
Buradan da
¢ (€)=2mS) "’m@ m=12,... (7.7)

m

ifadesini buluruz. c_(§) katsayilar1 i¢in buldugumuz bu ifadeleri (7.6) agiliminda
yerine yazarsak ve (7.2) esitligini de dikkate alirsak L operatoriiniin G(x,&) Green

fonksiyonunu asagidaki sekilde bulmus oluruz:

G(x.E) = i wn(éi@n(X) (7.8)

n

Ayni sekilli islemleri (4.3) operatdor denklemi icin yaparak L —Al operatoriiniin

G(x,&,A) Green fonksiyonu icin asagidaki agilimi buluruz:

G(x,&,1) = Z‘P f)“’"k ) (7.9)

Bu agilim A #A_ i¢in saglanir.
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7.2. 6 —Fonksiyonunun Uygulanmasiyla Lve L-AI Operatorlerinin Green

Fonksiyonunun Insasina Ait Ornek

Ornek 7.2.1

2
9 ), 0<x<I (7.10)
dx

> =

diferansiyel denkleminin
y(0)=y1)=0 (7.11)

sinir  sartlarin1  saglayan ¢Oziimiiniin bulunmasi probleminin G(x,§) Green
fonksiyonunu inga edelim. Bu problemde f(x) fonksiyonu 0<x <1 araliginda

tanimlanmis onceden verilmis fonksiyondur.

/(y)=-y" diferansiyel ifadesinin ve (7.11) smir sartlarmm dogurdugu L

diferansiyel operatoriiniin A karakteristik degerleri ve karakteristik degerlere uygun

¢, (x) karakteristik fonksiyonlar1 agagidaki sinir deger probleminin ¢oziimii olur:

_% %o (7.12)
¢(0)=0,1)=0 (7.13)
(7.12) —(7.13) problemini ¢ozerek
A, =n’n’, n=123,... (7.14)
ve
¢, (x)=+2sinnnx, n=1,2,... (7.15)

esitliklerini buluruz.

Bu yiizden de L operatoriiniin G(x,&) Green fonksiyonunu
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2 & sinnmx.sin nw
G(x,8)=— LEL (7.16)
T n
seklinde bulmus oluruz. Uygun olarak
2
=Ay+f(x), O<x<l (7.17)

diferansiyel denkleminin (7.11) probleminin dogurdugu L —AI operatoriiniin Green

fonksiyonu

2 & sinnx.sinn
Glxg == Y S

L -

seklinde bulunur. (7.17) probleminin ¢6ziimii

y(x) = IG(X,@K)f(i)di (7.18)
veya
_y_ (o)
y(x) = Z::, ()’ -1 ¢, (x) (7.19)

serisi seklinde buluruz. Burada (f,p_ ) katsayis1 f(x) fonksiyonunun ortonormal

{p (x)} sistemi lizere Fourier katsayisi olup
1
(f,0,) = [f(x)g,(x)dx  n=1,23,... (7.20)
0

formiilii ile hesaplanir (@, (x) = J2.sinnmx ).
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8. L-A OPERATORUNUN GREEN FONKSiYONUNUN
ANALITIK DOGASI (TABIATI) VE KOMPLEKS
DEGISKENLI FONKSIYONLAR TEORISININ
SONUCLARININ UYGULANMASIYLA L-A
OPERATORUNUN GREEN FONKSIiYONUNUN iNSA
YONTEMI

8.1. Giris

A(L) ve H(x,E,A) fonksiyonlar1 A parametresinin analitik fonksiyonlaridir. L — Al

operatoriiniin analitik dogasini (tabiatini) belirlememiz gerekmektedir. Bu amacla biz
burada kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin gereken tanim ve teoremleri ile

tanigalim.
8.2. Kompleks Degiskenli Fonksiyonlar Teorisinin Elemanlar
8.2.1. Kompleks Sayi, Fonksiyonlar ve Limitler

z=x+1y sekilli sayitya kompleks sayr denir. Burada x ve y reel sayi, i-sanal
birimdir. Sanal birim i’ =—1 esitligi ile tanimlanir. z=x+iy ifadesinde y=0
alindiginda kompleks z sayis1 reel sayiya doniislir. x =0 alindiginda z =1y sayisina

tam sanal say1 denir.

Her bir kompleks z=x+1iy sayisini geometrik olarak xoy diizleminde (X,y) noktasi

ile gosterebiliriz. Bu yiizden z kompleks sayisina z noktasi da denir. Kompleks
saymin geometrik olarak gosterildigi diizleme kompleks diizlem, apsis eksenine reel

eksen, ordinat eksenine sanal eksen denir.

Kompleks diizlemde z noktasindan koordinat baslangicina kadar olan uzakliga

kompleks z sayisinin modiilii denir ve |z| gibi gosterilir. Reel eksenin pozitif yonii ile

z noktasinin radius vektdrii r=oz arasinda kalan ¢ acisma z kompleks sayismnin
arglimenti denir ve argz gibi gosterilir. Z noktasmin radius vektorii koordinat

baslangici etrafinda bir tam devir yaptiginda, o zaman z noktasinin radius vektorii



onceki durumu ile ¢akisir. Bu halde ¢ agis1 ¢ +2x olur. ¢+2kn (k=+1,£2,£3,..))

acilarinin kiimesi Argz gibi gosterilir.

z =X +1y sayisinin modiilii ve argiimenti asagidaki formiillerle hesaplanir:

r=lz={x*+y*, tgp = (8.1)

x
Buradan da
X =rcosQ, y=rsing 8.2)
formiilleri bulunur.
(8.2) formiillerini kullanarak z=x+1y kompleks sayisini

zZ=r(cos@+1sin @) (8.3)

trigonometrik sekilde yazilir. z, =x,+1y, ve z,=x,+1y, kompleks sayilarinin

toplami ve farki

formiilleri ile tanimlanir. Kompleks
z, =1, (cos@, +isin@,) ve z, =r,(cos, +1sin@,)
sayilarmin ¢arpimi
z,-Z, =1, -1,[cos(p, + ¢,) +1sin(@, + 9, )]

formiilii ile, orantisi ise
zZ, T ..
—L=21. [COS((Pl - (pz) + 1s1n((p] -0, )]

Z, T,

formiilii ile hesaplanir. Kompleks sayilarin modiilleri i¢in
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|z] +zz|£|zl|+|zz| 8.4)
esitsizligi saglanir.

M kompleks sayilar kiimesinin her bir ze M kompleks sayisina karsi bir w sayist
kars1 getirildiginde M kiimesinde kompleks degiskenli w =f(z) fonksiyonu
verilmistir denir. Her bir zeM sayismma uygun olarak tek w sayis1 karsi
getirildiginde f(z) fonksiyonuna fek degerli fonksiyon denir. Ama ze M sayisina
kars1 bir veya birka¢ w sayis1 karsi getirildiginde w =f(z) fonksiyonuna ¢ok degerli

fonksiyon denir.

M kiimesi olarak kompleks diizlemin bir bolgesini alacagiz. Hatirlatalim ki, verilmis

kiime agik ve baglantili oldugunda bu kiimeye bolge denir.

Kiimenin her bir noktasinin dyle bir komsulugu bulunursa ki, nokta bu komsulugu ile
birlikte bu kiimeye dahil olursa, boyle kiimeye a¢ik kiime denir. Agik kiimenin keyfi
almmis iki noktasim1 bu kiimede yerlesen siirekli egri ile veya siirekli kirik-kirik
dogru parcasi ile birlestirmek miimkiin oldugunda boyle agik kiimeye baglantili

kiime dentr.

Acik bolgeye smirt ile birlikte de kapali bolge denir. Bolgenin sinir1 yalniz bir kapali
egriden olustugunda boyle bolgeye bir baglantili bolge denir.

Bolgenin simir1 n tane kapali egriden (veya noktalardan) olustugunda boyle bolgeye

n—baglantili bélge denir.

a) b) C)

Sekil 8.1 Bolgeler. a) Bir Baglantilh Bolge, b) 1ki Baglantili Bélge, ¢) Ug Baglantih Bélge
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n-baglantili bolgeyi n—1 kesikle bir baglantili bolgeye doniistiirebiliriz(Bakiniz
Sekil8.2).

Sekil 8.2 Dort baglantili bolgenin pozitif yonde bir baglantili bolgeye getirilmesi.

Keyfi almmis >0 sayisi igin = 38>0 sayist vardir dyle ki |z—z|<8 sart
saglandiginda |f (z)—a|<8 esitsizligi saglaniyorsa a sayisina f (z) fonksiyonunun

z — z, sartindaki limiti denir. Bu limf(z)=a veya z— z, sartinda f(z) »>a gibi

Z‘)Zo

gosterilir.

lim f(z) = f(z,) sart1saglandiginda f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

8.2.2. Kompleks Terimli Seriler ve Baz1 Elemanter Fonksiyonlar

Asagidaki kompleks terimli sayisal seriyi ele alalim:

ian (8.5)

n=l

Reel terimli sayisal seriler icin gecerli olan tiim teoremler kompleks terimli sayisal

seriler iginde gecerlidir. (8.5) serisinin terimlerinin modiillerinden yapilmas,

al’l

0
n=l

serisi yakisak oldugunda (8.5) serisine absolyut yakinsak seri denir.
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Absolyut yakinsak seri yakimsaktir ve absolyut yakinsak serilerin terimlerinin
yerlerini keyfi olarak degistirebiliriz. Absolyut yakimsak serileri birbirleriyle

carpabiliriz ve bu ¢arpimdan elde edilen seriler de absolyut yakinsak olur.

Fonksiyonel
D f(2) (8.6)
k=1

serileri i¢in en dnemli anlam bu serilerin diizgiin yakinsaklig1 anlamidir.
Keyfi verilmis € >0 sayisi icin  IN sayis1 vardir 6yle ki Vn >N i¢in ve her bir

zeM igin

<&

f2)-Y 6,2

esitsizligi saglandiginda (8.6) serisi f{z) fonksiyonuna M kiimesinde diizgiin

yakinsaktir denir.

(8.6) serisinin M kiimesinde diizgiin yakinsak olmasi i¢in yeter sart bu serinin
terimlerinin M kiimesinde pozitif terimli yakinsak seri de majorantlanmasidir. Yani

Oyle yakinsak
D e <+m, ¢ >0
k=1

serisinin olmasidir ki, her bir ze M i¢in
f(2)|<c,, k=123,

sartlarinin saglanmasidir.

Kuvvet serileri, yani

ian(z—a)" (8.7)
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sekilli seriler fonksiyonel serilerinin 6zel bir halidir.
Kuvvet serilerinin yakinsaklig1 i¢cin Abel teoremi dogrudur.

Teorem 8.2.2.1 (Abel Teoremi)

(8.7) kuvvet serisi z =z, noktasinda yakinsak oldugunda
z—a|<|z, -4

esitsizligini saglayan her bir z noktasinda da yakinsaktir. Bu Abel teoreminden alinir

ki, (8.7) kuvvet serisi z =z, noktasinda raksak olursa, o zaman
lz—a|>|z, —a|

esitsizligini saglayan her bir z noktasinda da iraksak olur. Boylece, (8.7) kuvvet

serisi icin Oyle R >0 sayist bulunur ki, bu seri |z—a|<R dairesinin dahilinde

yakinsaktir. Ama bu daire disinda, yani |z - a| >R bolgesinde raksaktir.

Her bir |z—a|<r<R kapali dairesinde (8.7) kuvvet serisi absolyut ve diizgiin

yakinsak olur.

|z—a|<R dairesine (8.7) serisinin yakinsak dairesi, R sayisma ise yakinsaklik

yari¢apt denir.

Asagidaki kompleks degiskenli elemantar fonksiyonlar1 yazalim(tanimlayalim):

2 3 n
e =14zt py i (8.8)
21 3! n!
22 2n
cosz=1——+---+(=1)" 4oen (8.9)
2! (2n)!
3 2n+l1
SiNZ =22t et (=1) (8.10)
31 2n+1)!
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2 2n

chz=1+2— 4.t 4.
2! (2n)!
Z3 Z211+1
shz=z+—+---+ 4
3! (2n+1)!

(8.11)

(8.12)

Reel eksen lizerinde bu fonksiyonlar z=x aldigimizda uygun reel degiskenli

fonksiyonlarla cakisirlar. Bu serilerin her birinin yakinsaklik yarigapt R =0 olur. Bu

ylizdende bu fonksiyonlarmn her biri tiim kompleks diizlemde tanimlanmiglardir.

(8.10) esitliginin her yanini 1 sayisiyla ¢arpip (8.9) esitligi ile taraf tarafa toplarsak

e =cosz+isinz

Euler formiiliinii buluruz. Bu formiiliin yardimi ile de

CcOSZ = , sinz =
2
formiilleri bulunur.

(8.3) ve (8.13) formillerinden her bir kompleks saymm istel

gosterilebildigini buluruz.
z=r1e"°
Burada z kompleks sayismin modiilii r sayisi, argiimenti ise ¢ agisidir.
(8.13) ve (8.14) formiillerine benzer olarak
e’ =chz+shz

\

chz = , shz =
2

formiilleri bulunur. e” ve e” fonksiyonlarmin serilerini birbirleri ile ¢arparak
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e"-e? =" (8.18)

z+27i z 27
€

formiili bulunur. (8.18) formiiliinden e =e”- aliriz. Burada ™™ =1 esitligi

saglandigindan
ez+27'ti — ez (819)
formiilii bulunur. Boylece, e fonksiyonu 2mi periyotlu fonksiyondur.

e =z esitligini saglayan tiim kompleks w sayilarinin kiimesini Lnz gibi gdsterelim.

z=r1e" seklinde gosterelim. w =u+iv olsun. O zaman tanima esasen
u+iv

=re"’

yazabiliriz. Bu esitlikten u=/nr ve e” =¢* olur. e* fonksiyonu 2mi periyotlu

fonksiyon oldugundan
v=0p+2nk, k=0,£1,%2,...
olur. Boylece,

Lnz=/nr+i(¢p+2nk), (k=0,£1,£2,...,£n,...) (8.20)

formiilii bulunur. Simdi Ln(1+1) sayisinin hesaplanmasini gosterelim.
1+i]=v2,  arg(l+i) =§
Buradan da asagidaki sonug¢ bulunur:
La(1+i) zén\/z+i-(%+ 2nk), (k=0,+1,2,..).

8.2.3. Tiirev ve Analitik Fonksiyonlar

Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonunun tiirevi asagidaki limitle tanimlanir:
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£(2) = lim f(z+Az)—1(z)

Az—0 AZ

(8.21)

z noktasinda tiirevi bulunan fonksiyona bu noktada diferansiyellenen fonksiyondur

denir.
f(z) fonksiyonunun
f(z) =u(x,y)+iv(X,y)

seklinde gosterilmis oldugunu varsayalim. Burada u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari

reel degiskenli reel degerli fonksiyonlar olup f(z) fonksiyonunun reel ve sanal

kisimlaridir. f(z) fonksiyonunun diferansiyellenen olmasi i¢in gerek sart u(x,y) ve
v(x,y) fonksiyonlarmin diferansiyellenen olmalaridir. Ama f(z) fonksiyonunun
diferansiyellenen olmasi i¢in u(x,y) ve v(Xx,y) fonksiyonlarmnin diferansiyellenen

olmas: yeterli degildir. Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 8.2.3.1

f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun z=x+1y noktasinda diferansiyellenen

olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki iki sartin saglanmasidir:

1. u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarinin (x,y) noktasinda diferansiyellenendir.

2. (x,y) noktasinda

(8.22)

2|2
22
22

2|2

Cauchy-Riemann sartlar1 saglanir.
Ispat:

Biz burada yalniz Cauchy-Riemann sartinin gerek oldugunu gosterelim. Varsayalim

ki, z=x+1y noktasinda
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lim Au +1Av —f'(2)

Az—0 AZ

limiti vardir. Bu limitin varligindan bu limitin degeri Az =Ax+iAy artisiin sifira

yakinsama tarzina(yontemine) bagli degildir. Bu yiizden burada biz koordinat
eksenlerine paralel dogrular {izere z noktasina yakinsama alalim. Az artisini yatay ve

dikey parcalar iizere sifira yaklastiralim. ilk énce Ay =0 alalim ve Ax — 0limitini
alalm. Sonra ise Ax =0 alalim ve Ay — 0 limitini alalm. O zaman f'(z) igin

asagidaki iki esitligi buluruz:

£(z) = lim 2UT1A0_ QU 5 00 (8.23)
Ax—0 AX 6X aX

F(z) = lim 2418V _ ;08 v (8.24)
Ay—0 lAy 6}] 6}]

(8.23) ve (8.24) formiillerinde reel ve sanal kisimlar1 karsilastirarak (8.22) sartini

buluruz.

f(z) fonksiyonunu z noktasinda ve bu noktanm bir komsulugunda diferansiyellenen

oldugunda bu fonksiyona z noktasinda analitiktir denir.

f(z) fonksiyonu G bdlgesinin her bir noktasinda diferansiyellenen oldugunda f(z)

fonksiyonu G bdélgesinde analitiktir denir.

G bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin toplami ve carpimi da G bdlgesinde
analitik fonksiyon olur. G bolgesinde analitik olan iki fonksiyonun orantisinda
paydadaki fonksiyon G bolgesinin her bir noktasinda sifirdan farkli oldugunda bu

fonksiyonlarm orantis1 da G bolgesinde analitik olur.

Karmagik f(w(z)) fonksiyonunun tiirevi asagidaki formiille hesaplanir:

f(w(2)) =1} -w,

z
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8.2.4. Kompleks Degiskenli Fonksiyonun Integrali ve Cauchy-nin Esas Teoremi

Kompleks diizlemde sonlu L uzunluklu L egrisinin verildigini ve bu L egrisinin

parametrik denkleminin x =x(t), y=y(t), (t, <t<T) denklemleri ile yazildigmi
varsayalim. L egrisi tizerinde bir pozitif yon secelim ve z, noktasi L egrisinin
baslangi¢ noktasi, z  noktast ise L egrisinin son noktasi olsun. L egrisi tizerinde
z

1»Zy,-..,Z,, noktalarm da secelim. Her bir z,z , egri yayr ilizerinde keyfi

€, =&, +1in, noktasialalm. Burada Az, =z, ,, —z, olsun. O zaman asagidaki

-1

S, =Y £(6)Az, (8.25)

k=0

=

toplamina f(z) fonksiyonunun L egrisi iizere integral toplami denir. n — oo sartinda

z,z,,, egri yaylarmin uzunluklarinin maksimumu sifira yakinsamakla (8.25) integral

toplamimin limitine f(z) fonksiyonunun L egrisi {lizere verilmis yondeki integrali

denir ve

[f(z)dz (8.26)

gibi gosterilir.

f(z) fonksiyonu L egrisi tizerinde siirekli oldugunda x(t) ve y(t) fonksiyonlar1 [t,T]
araliginda parca parga diferansiyellenen olduklarinda integral toplamin limiti z, ve

€, noktalarinin se¢imine bagl degildir ve integral toplamin sonlu limiti vardir.

Gergekten de, f(C,)=u(g,,n,)+1v(E,,n,) ve Az, =Ax, +iAy, olsun. O zaman

(8.25) integral toplamini asagidaki sekilde yazabiliriz.

S, = S [u(E,. n) +iv(EMOI[AX, +idy, ]

- i[u(&k M) Axy (€M) - Ay ]+ ii[n(ﬁk MDA, +u(€, Ay, | (8.27)
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(8.27) esitliginin sag yaninda L egrisi lizere ikinci cesit egri-hath integral
toplamlarinin  oldugu goriiliir. f(z) fonksiyonu ve L egrisi icin Tstteki

varsayimlarimiz saglandiginda, bu integraller vardir ve (8.27) esitliginin n — o

sartinda limiti vardir ve agsagidaki formiil dogrudur.

[£(z)dz = [udx —vdy +i[ vdx +udy (8.28)
L

L L

(8.28) formiilii (8.26) integralinin hesaplanmasinda kullanilabilir.

(8.28) formiiliiniin yardim ile kolaylikla asagidaki 6zellikler ispatlanir.
L[[f,(2) +£,(2)}z = [ f,(2)dz +[ £, (2)dz (8.29)
L L L

2[cf(2)dz = c[f(z)dz (8.30)

3.Integralleme yonii degistirildiginde integral isaretini degistirir.

[ f(2)dz =~ f(2)dz (8.31)

-L

4. L egrisi iki kisma ayrildiginda, mesela L =L, + L, oldugunda, o zaman
[f(z)dz = [f(2)dz+ [ f(z)dz (8.32)
L L, L,

olur.

5.L egrisinin uzunlugunun L oldugunu ve L egrisi iizerinde |f(z)| <M esitsizliginin

saglandigini varsayalim. O zaman

<M-L (8.33)

[f(z)dz

esitsizligi saglanir. Burada z(t)=x(t)+iy(t) alalim. O zaman (8.28) formiiliinii

asagidaki sekilde yazabiliriz:

114



[£(z)dz = [ (udx —vdy) +i[ (vdx + udy)

T T
=[x’ —vy)dt+i[ (X +uy)dt

to to

= JT’(u +iv)(x'+1.y")dt

ty

Boylece, kompleks degiskenli fonksiyonun integralini belirli integralin

hesaplanmasina getiren formiil
T
[f(@)dz =] f(z(t)z'(H)dt (8.34)
L to

seklinde bulunmus olur.
Ornek 8.2.4.1

C egrisi, merkezi z, noktasinda yarigapi r olan ¢ember oldugunda ve C ¢emberi

dz

iizerinde pozitif yon olarak saat ibresinin hareketinin aksi yonii alindiginda I
YA/
C 0

integralini hesaplayn.

Coziim:

C ¢emberinin parametrik denklemi olarak z=z, +re", 0<t<2m denklemini

alalim. O zaman (8.34) formiiliinii uygulayarak asagidaki ifadeyi buluruz:

eit

2.
i ZEZZO - ! rrlen dt = 2mi (8.35)
iki verilmis noktayr birlestiren farkli farkli egriler lizere f(z) fonksiyonunun
integrali, genelde kendi aralarinda farkli olurlar. f(z) fonksiyonunun verilmis iki
noktayr birlestiren egriler ilizere integrallerinin bu noktalar1 birlestiren egrinin
secimine bagli olmamas: i¢in (ama yalniz noktalarm yerlestigi duruma bagli olmasi

icin) gerek ve yeter sart bu fonksiyonun her bir kapali egri iizere integralinin sifira
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esit olmasidir. Sade halde z, ve z, noktalarim birlestiren L, ve L, egrileri
birbirlerini kesmediginde L, tzerinde pozitif yon, L, Tlizerinde negatif yon

aldigimizda bu egriler birlikte bir kapal1 egri olustururlar.
Asagidaki teorem analitik fonksiyonlar teorisinde en esas teoremlerdendir.
Teorem 8.2.4.1 (Cauchy Teoremi)

f(z) fonksiyonu bir baglantili G bdlgesinde analitik fonksiyon oldugunda, o zaman

G bolgesinde tam olarak bulunan her bir kapal1 I egrisi iizerinde f(z) fonksiyonunun

integrali sifira esit olur.
Ispat:

f(z)=u+iv olsun. Buradaki u ve v fonksiyonlarmin birinci mertebeden siirekli

kismi tiirevlerinin olduklarmi varsaysak (8.22) Cauchy—Riemann sart1 saglanacaktir.
Cauchy—Riemann sarti ise (8.28) formiiliiniin sag yanindaki egri hatli integralin sifira
esit olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Burada u ve v fonksiyonlarmnin
diferansiyellenen olmasi sarti cok 6nemli bir sart degildir. Bu sart olmadiginda da

teorem dogrudur. Cauchy teoreminin asagidaki genellestirilmesi vardir.

Teorem 8.2.4.2

f(z) fonksiyonu c¢ok baglantili G bolgesinde ve bu bdlgenin smirinda analitik
fonksiyon oldugunu varsayalim. O zaman f(z) fonksiyonunun G bdlgesinin sinir1

iizerinde pozitif yonde alinmis integrali sifira esittir. G bolgesinin smirmin pozitif
yonii, dyle yondiir ki bolgenin sinir1 lizerine pozitif yonde hareket ettigimizde, G

bolgesinin solumuzda kalmasi gerekir.

Ispat:

Bu teoremi iki baglantili blge halinde ispatlayalim. Iki baglantili G bdlgesi sekil 8.3

de gosterilmistir.
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Sekil 8.3 Iki baglantili G bdlgesinin pozitif yonde sinrli bir baglantili
bolgeye getirilmesi.

G bolgesinin smir1 iki tane kapali dig I' egrisinden ve dahili y egrisinden olusur. G

bdlgesini bir baglantili bolgeye doniistiren & kesimi yapalim. f(z) fonksiyonu

teoremin sartina gére G bolgesinde ve bu bolgenin sinirinda analitik oldugundan,

teorem 8.2.4.1 e esasen bu bir baglantili bolgenin sinir1 iizere f(z) fonksiyonunun

integrali sifira esit olur. Integralleme zamani § kesigi iizere integral aksi yonde iki
kez alindiginda bu integraller birbirlerini gotiiriir. I' egrisi lizere integral saat

ibresinin hareketinin aksi yoniinde, y egrisi iizere ise saat ibresinin hareketi iizere
alinir. Bu ise f(z) fonksiyonunun G bolgesinin smir1 lizere integralinin sifira esit

oldugunu gosterir. Teorem 8.2.4.2 den asagidaki sonug almir.
Sonugc:

v kapali egrisi kapali I' egrisinin dahilinde yerlestiginde, f(z) fonksiyonu ise bu
egriler arasindaki bolgede ve bu egriler iizerinde analitik olduklarinda asagidaki

esitlik dogrudur:
[f(2)dz = [f(z)dz
r Y

f(z) fonksiyonu G bolgesinde analitik oldugunda ve L egrisi z,,z< G noktalarini
birlestiren ve G bolgesinde yerlesen egri oldugunda, o zaman f(z) fonksiyonunun L
egrisi lizere integralinin z, ve z noktalarmni birlestiren L egrisine bagli olmadigi, bu
integralin yalniz z, ve z noktalarinin durumuna bagl oldugu Cauchy teoreminden

alinir. z, noktasmi degismez saglayip, z noktasini ise G de degistirirsek
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[f(z)dz :j f(z)dz = F(z)

esitligini yazabiliriz.

Buradaki F(z) fonksiyonu G de diferansiyellenen fonksiyondur ve
F'(z)=1(z)

formiilii dogrudur.

Boylece, f(z) fonksiyonu analitik fonksiyon oldugunda, bu fonksiyonun ilkel

fonksiyonlar1 vardir. F(z) bu ilkel fonksiyonlardan bir tanesidir.

f(z) fonksiyonunun ilkel fonksiyonunu ¢(z) ile gdsterirsek, o zaman

¢(2) =F(z) +c

formiilii ispatlanabilir. Burada c keyfi sabit sayidir. Burada asagidaki Newton—

Leibnitz formiiliiniin dogru oldugu kolaylikla gosterilir:

[f(2)dz = 6(2) - d(z,) (8.36)

8.2.5. Cauchy-nin Integral Formiilii, Cauchy Tipli Integral ve Analitik

Fonksiyonlarin Tiirevleri

Bir G bolgesinde tam olarak f(z) fonksiyonunu tanimlamak(belirlemek) i¢cin bu

fonksiyonun degerlerini G bolgesinin S=0G sinirinda bilmek yeterlidir. Analitik
fonksiyonlarin bu 6zelligi ¢ok 6nemli ve seckin Ozellik olup asagidaki teoremde

verilir.
Teorem 8.2.5.1

f(z) fonksiyonu bir baglantili G bolgesinin dahilinde ve bu bolgenin I' smirinda

analitik fonksiyon oldugunda ve z noktast G bdlgesinin i¢ noktast oldugunda, o

zaman
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f(z) = nJﬂQa (8.37)

formiilii dogrudur. (8.37) formiiliine Cauchy—nin integral formiilii denir.
Ispat:

Asagidaki

f(©) ~f(2)

o0-—=-

fonksiyonunu ele alalim.

Bu fonksiyon =z noktasindan baska kapali G bolgesinde tanimlanmistir ve
€ = znoktasindan bagka kapali G bolgesinin her bir noktasinda analitiktir. Sonlu
%;iil”il ®(z)=1f'(z) limiti oldugundan ¢({) fonksiyonu =z noktasinin bir
komsulugunda smirlidir. Yani 6yle bir M > 0 sayis1 bulunur ki, { =2z noktasinin bir
komsulugunda |§(C)|<M esitsizligi saglamir. =z noktasmin bu komsulugunda

merkezi C =z noktasinda olan keyfi kiiciik p yaricapli y ¢emberini alalim. I" egrisi
ve vy c¢emberi arasindaki bolgede ve bu egriler iizerinde ¢(f) fonksiyonu analitik

fonksiyon oldugundan, teorem 8.2.4.2 den alinan sonuca esasen

[o©)dg =[o(5)ds (8.38)
r Y
esitligini yazabiliriz. (8.33) degerlendirmesini kullanarak asagidaki ifadeyi buluruz:

)dg| < M.2mp

Bu degerlendirmeyi kullanarak (8.38) esitliginden asagidaki degerlendirmeyi

buluruz:
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< 2Mmnp

[o©)dz

p sayisini ¢ok kiiciik segebildigimizden sonuncu esitsizlikten p — 0 almakla
[o)dg=0
r

veya

If(CC)—f(Z)K:O
T —Z

esitligini buluruz. Bu esitlikten de

J‘ﬁd

() [
ol

esitligini buluruz.

Bu esitligin sag yanindaki integrali daha dnceden hesapladik(bakiniz (8.35)).

Bu integralin degeri 2mi sayisina esittir. Boylece, (8.37) formiili bununla

ispatlanmis olur.

Teorem 8.2.5.1 cok baglantili bdlge i¢in de genellestirilir. Bu halde (8.37)
formiiliinde ¢ok baglantili bdlgenin tiim sinir1 iizere almnir. Integralleme yontemi

teorem 8.2.4.2 deki yontemle almir.

Simdi L egrisi agik veya kapali parca parca regiiler egri oldugunu, z noktasinin L
egrisi lizerinde olmadigini, f(z) fonksiyonunun ise L egrisi lizerinde stirekli

oldugunu varsayalim. Bu sartlarin saglanmasiyla

1 f
__I (©

F(z) = 2mi (C—2)

dg (8.39)

integraline Cauchy tipli integral denir.
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(8.39) formiilii ile tanimlanan F(z) fonksiyonunun diferansiyellenen oldugunu ve
F'(z) tirevi (8.39) formiiliinde integral altindaki fonksiyonun z degiskenine nazaran

diferansiyellenmesi ile hesaplanabildigi ispatlanabilir:

(2) =L [ KTE)
F2)=-— { T dc (8.40)

(8.40) formiiliiniin sag yanindaki integralde Cauchy tipli integral oldugundan F"'(z)
tiirevi (8.40) formiiliindeki integralde integral altindaki fonksiyonun z degiskenine
nazaran diferansiyellenmesiyle hesaplanabilir. Boylece (8.39) formiilii ile tanimlanan

F(z) fonksiyonunun istenilen mertebeden tiirevi oldugu ispatlanir ve n—inci

mertebeden F(z) fonksiyonunun tiirevi asagidaki formiille hesaplanir:

k(k+1)....(k+n-1) (&)

(n) —
S Y

d (8.41)

(8.37) Cauchy formiiliinde olan integral Cauchy tipli integraldir. Bu yiizden de (8.37)
formiilii ile tanimlanan fonksiyonun istenilen mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler
(8.41) formiilii ile hesaplanabilir. Boylece, buradan ve teorem 8.2.5.1 den asagidaki

teorem elde edilir.
Teorem 8.2.5.2

f(z) fonksiyonunun G bolgesinin dahilinde ve bu bodlgenin sinirinda analitik

oldugunu varsayalim. z noktasmin G bdlgesinin i¢ noktasi oldugunu varsayalim. O

zaman f(z) fonksiyonunun G bolgesinde istenilen mertebeden tiirevi vardir ve z

noktasinda f(z) fonksiyonunun n-inci mertebeden tiirevi

ey 0 fE)
()= — l T d¢ (8.42)

formiilii ile hesaplanabilir. Burada integral G bolgesinin I' simnir1 iizere hesaplanir. G
bolgesi ¢cok baglantili bolge oldugunda, o zaman I' bdlgesinin integralleme yonii

teorem 8.2.4.2 de gosterilmis kuralla segilir.
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8.2.6. Analitik Fonksiyonlarin Serileri, Taylor ve Laurent Serileri, Singiiler

Noktalar

Asagidaki teoremin ispat1 reel degiskenli reel degerli fonksiyonel serilerin uygun

teoreminin ispati gibi yapilir.

Teorem 8.2.6.1

z f (z) fonksiyonel serisinin parca parca regiiler L egrisi lizerinde diizgiin yakisak

n=l
oldugunda ve bu serinin f, (z), n=1,2,3,... terimleri L egrisi lizerinde siirekli

fonksiyonlar olduklarinda, o zaman verilmis serinin toplami da L egrisi lizerinde

stirekli fonksiyon olur ve bu seri terim terim integrallenebilir:

J {if (Z)} dz = iff (z)dz (8.43)

Simdi
6, =t(2) (8.44)

serisini ele alalim. Bu serinin tiim terimlerinin, yani f (z), n=1,2,..

fonksiyonlarmin her birinin bir G bdlgesinde analitik fonksiyonlar olduklarmi

varsayalim. O zaman (8.44) serisi i¢in asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 8.2.6.2 (Weierstrass)

(8.44) serisinin terimlerinin G bolgesinde analitik fonksiyonlar olduklarini ve bu

(8.44) serisinin G bolgesinin tamamen dahilinde yerlesen her bir kapali G

bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu varsayalim. O zaman
1. (8.44) serisinin toplam1 G bolgesinde analitik fonksiyon olur.

2. (8.44) serisinin terimlerinin tlirevlerinden insa edilmis seri G bdlgesinin tamamen

dahilinde yerlesen her bir kapal G bolgesinde (8.44) serisinin toplaminin tiirevine

diizgilin yakinsak olur.
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Ispat:

G bolgesinden keyfi bir ze G noktasi alalim. G bolgesine tamamen dahil olan ve z

noktasi onun i¢ noktasi olan bir G kapal1 bolgesi bulalim.

O zaman (8.44) serisi kapali G bolgesinde diizgiin yakmsak oldugundan

RIRSIRG
25 -z

serisi G bolgesinin sinir1 olan T egrisi lizerinde diizgiin yakinsak olur. O zaman

teorem 8.2.6.1 e esasen bu seriyi terim terim T sinuri iizere integralleyebiliriz.

y 1 (L@ g1 1Q)
z_'lg—zdc_%tilQ—qu

Bu esitligin sag yanindaki ifade integral oldugundan, (8.44) serisinin toplami analitik

fonksiyondur.

Teoremin ikinci kismini ispatlamak i¢in

1 5©
25 (-2

serisi yerine

1& 0
2mi 4 (G -2)°

serisini alip Uistiine yapilmis ayni1 islemleri yapmamiz yeterlidir.
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Teorem 8.2.6.2 yi (8.44) serisinin diferansiyellenmesinden alinan seriye tekrardan
uygulayarak teoremin sartlarinin saglanilmasiyla (8.44) serisinin terim—terim

istenilen mertebeden diferansiyellemenin miimkiin oldugunu ve diferansiyellemeden

alman bu serilerin G bolgesinde tamamen yerlesen her bir kapali G bolgesinde

diizglin yakinsak olduklarmi buluruz.

Simdi teorem 8.2.6.2 yi asagidaki
D a,(z-z,)" (8.45)
n=0

kuvvet serisine uygulayalim.

Teorem 8.2.2.1 den almir ki, R>0 sayis1 (8.45) kuvvet serisinin yakinsaklik
yaricap1 oldugunda, o zaman bu seri her bir |z—zo|£r<R dairesinde diizgiin

yakinsak olur. Bu serinin her bir terimi tiim kompleks diizlemde analitik
fonksiyondur. Bu ylizden de teorem 8.2.6.2 den buluruz ki, (8.45) serisinin toplami
bu serinin yakisak oldugu daire dahilinde analitik fonksiyondur. Teorem 8.2.6.2 e
gore bu kuvvet serisini yakimsaklik dairesi dahilinde istenilen mertebeden

diferansiyelleyebiliriz. Bu sonucun terside dogrudur.

f(z) fonksiyonunun |z—z,|<R dairesinde analitik fonksiyon oldugunu varsayalm.

O zaman f(z) fonksiyonunu (8.45) kuvvet serisi seklinde gosterebiliriz ve bu kuvvet

serisinin yakinsaklik yarigapi R sayisindan kiiciik olamaz.

|z—zo|<R dairesinden keyfi bir z noktasi alalim. r <R esitsizligini saglayan r

sayisin1 Oyle secelim ki, z noktasi da |z—zo| <1 dairesi dahilinde kalsin. |z—zo| =T

cemberini C ile gosterelim. Teorem 8.2.5.1 e esasen f(z) fonksiyonunu asagidaki

sekilde gdsterelim.

f(z) = 2%1 i %dg (8.46)

Geometrik seri formiiliinii kullanarak asagidaki agilimi yazalim:
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! = ! = ! = ! 14275, (Z_Zoi +...+[ﬁ]n+... (847)
-z C—z+z-z . [ z-7| C7| G-z ((-z) C-z,
(C-2)|1 f

Burada C noktas1 C ¢emberi lizerinde alinmis keyfi nokta oldugunda

|2=2,| < |0~z

veya

z—2z,

C-z,

<1

esitsizligi saglandigindan (8.47) serisi C c¢emberi lizerinde diizgiin yakimsak

geometrik seridir. Bu yiizden de (8.47) serisini terim terim C c¢emberi iizere

integralleyebiliriz. (8.46) integralinde

kesrinin (8.47) ifadesini alalim ve

alinan seriyi terim terim integralleyelim. O zaman buluruz ki;

f(z) :icn (z—zo)n (8.48)
burada
__ L f©
e [ &)

(8.48) serisine f(z) fonksiyonunun Taylor serisi denir. (8.49) formiiliini (8.42)

formiilii ile karsilastirdigimizda,

) (8.50)

! n!

formiilii bulunur. (8.49) formiiliinii kullanarak ve M = max

‘Z—ZO‘SR

f(z)| alirsak ve (8.48)

serisinin yakinsaklik yarigcapt R >0 oldugunda, o zaman Taylor serisinin c,

katsayilar1 i¢in asagidaki degerlendirmeyi buluruz.
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(8.51)

Gergektende, (8.33) degerlendirmesini (8.49) formiiliine uyguladigimizda asagidaki

degerlendirme bulunur:

<LM 1] .2nr:M
2n "t "

C

Ama r sayisint R sayisina istenilen kadar yaklastirabildigimizden (8.51) esitsizligi

bulunur.

z, noktasi i¢in f(z,)=0 esitligi saglandiginda z, noktasina f(z) fonksiyonunun
sifir1 denir. z, noktasinin analitik f(z) fonksiyonunun sifir1 oldugunu varsayalim.
Ama f(z)#0 oldugunu varsayalim. O zaman (8.48) aciliminda agilimin bazi
katsayilar1 sifirdan farkli olur. Bu a¢ilimda ¢, =c, =c, =...=c¢, , =0 oldugunu ama
c, # 0 oldugunu varsayalim. O zaman z, noktas1 f(z) fonksiyonunun n mertebeden

tekrarlanan koki olur.

(8.50) formiilinden z, noktasmm f(z) fonksiyonunun n mertebeden tekrarlanan

sifiri(kokii) olmasi igin gerek ve yeter sart
f(z,) =1"(z))=...1""(z,)=0, £™(z,)=0
sartlarinin saglanmasi oldugu bulunur.

f(z) fonksiyonunun z, sifir, bu fonksiyonun analitik oldugu bdlgede
bulundugunda, o zaman z, noktasmnm oyle komsulugu bulunur ki, bu komsulukta
f(z) fonksiyonunun z, noktasindan baska sifir1 bulunmuyor. Baska bir deyisle, f(z)

fonksiyonunun analitik oldugu bdlgedeki sifirlar1 izole edilmis sekilde olur.

Simdi bir r < |z - zo| <R halkasinda analitik olan f(z) fonksiyonunu ele alalim.
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Sekil 8.4 Merkezi z, noktasinda olan I've y cemberleri arasinda kalan
halka. Burada z noktas1 bu halkada yerlesen keyfi bir noktadir.

r<|z—z)|<R halkasinda analitik olan f(z) fonksiyonu asagidaki sekilde seriye

acilabilir:
t@)=Y e (z-20)" + > c,(z-2,)" (8.52)
n=0 n=-1

(8.52) serisine Laurent Serisi denir.

f(z) fonksiyonunun (8.52) serisi seklinde gosterilebildigini ve (8.52) serisinin
katsayilarmin hesaplanmasi i¢in formiiller bulmak i¢in r<|z—zo| <R halkasindan
keyfi bir z noktas1 alalim. Bu halkada 6yle I' ve y konsentirik ¢emberlerini alalim
ki, z noktalar1 bu cemberler arasinda kalsin(Bakiniz Sekil 8.4).1' ve y ¢emberlerinin
de merkezleri de z, noktasindadir. f(z) fonksiyonu I' ve y cemberleri lizerinde ve

bu ¢cemberler arasinda kalan bolgede analitik fonksiyondur. Bu yiizden de karmasik

egri halinde Cauchy integrali formiiliinii kullanarak f(z) fonksiyonunu asagidaki

Cauchy integrali formiilii ile gosterebiliriz:

f(z) :Lj@dmij@dq (8.53)

2miy. (~z 2mi’ C-z
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Analitik fonksiyonun Taylor serisine aciliminda kullanilan islemleri ve yorumlari

kullanarak (8.53) formiiliindeki birinci integrali asagidaki sekilde gosterebiliriz:

(%)
= j 2 —d( = ZC (z—z,)" (8.54)

L[
2wy (€ _Zo)n+] .

(8.53) formiiliindeki ikinci integrale benzer seri acilimimi almak icin asagidaki

acilimi yazalim:

L _ ! ! ! {HC_ZO NG ...{C_Z"]nﬁl
-z C-z,+z,~z (z— Zo)[ - z] z-7,| z-7, (z-z,) -z,
%

z noktasin1 degismez sagladigimizda sag yanda parantez icerisinde olan geometrik

seri y c¢emberi lizerinde diizgiin yakimsak seri olur. Sonra Taylor formiiliini

aldigimizda yaptigimiz yorumlar1 burada da yaparak asagidaki esitligi buluruz:

(%) _ 1 f(©)
_ny; d¢ = Zc(z z,)", C“_2nijy.—(§—zo)“”dg (8.55)

f(©)

n+l

Dikkate alalim ki, orantis1 I' ve vy egrileri arasinda kalan bolgede

(€~2)
analitik fonksiyon oldugundan teorem 8.2.4.2 den alinmis sonuca esasen (8.52)
serisinin katsayilar1 i¢in ayni sekilli formiil (ayni tiirde bir formiille) yazabiliriz.

(8.49) formiiliinde ¢ egrisi I' ve y gemberleri ile konsentrik olan ve r<|z—z,|<R
dairesinde yerlesen keyfi alinmis ¢emberdir. (8.54) c¢emberinin sag yanmnda olan
seriye Laurent serisinin diizgiin kismi denir. Bu seri |z—zo| <R dairesinde
yakinsaktir. (8.55) formiiliiniin sag yaninda olan seriye Laurent serisinin bag kismi

denir. Bu seri |z—z)|>r bolgesinde yakmnsaktir. (8.52) Laurent serisi f(z)

fonksiyonuna r <|z—z,|<R halkasinda yakmsaktr.
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Halkada i¢ |z—zo| =1 g¢emberi bir noktaya doniistiiglinde boyle Laurent serisi f(z)

fonksiyonuna 0<|z—z|<R bdlgesinde yakmsak olur. Bu seriye z, noktas:

komsulugunda Laurent serisi denir.

z, noktasi komsulugunda f(z) fonksiyonunu incelemek i¢in f(z) fonksiyonunun z,

noktas1 komsulugundaki Laurent serisi yazilir.

z, noktasinda ve bu noktanin her bir komsulugunda f(z) fonksiyonu analitik
fonksiyon olmadiginda z, noktasina f(z) fonksiyonunun singiiler(mahsusi, ozel)
noktasi denir. z, singiiler noktasinin bir komsulugunda, z, noktasindan baska f(z)
fonksiyonunun singiiler noktas1 olmadiginda, z, noktasma f(z) fonksiyonunun izole

edilmig singiiler noktas: denir.

f(z) fonksiyonunun izole edilmis 1z, singliler noktasi asagidaki sekilde

cesitlendirilir:

1) f(z) fonksiyonunun z, noktast komsulugundaki Laurent serisinde bas kisim
olmadiginda ve Laurent serisi yalniz diizgiin kisimdan olustugunda z, singiiler

noktasina f(z) fonksiyonunun kaldirilabilen singiiler noktas: denir;

2) f(z) fonksiyonunun z, noktas: komsulugundaki Laurent serisinin bas kismi1 sonlu

sayida terimden olustugunda ve sonlu sayidaki toplami

c, c c

A —
z-z, (z-2,) (z-2,)

(8.56)

seklinde oldugunda z, singiiler noktasina f(z) fonksiyonunun m—mertebeden kutup

noktasi denir.

3) f(z) fonksiyonunun z, noktasi1 komsulugundaki Laurent serisinin bas kisminda
sonsuz sayida terim oldugunda z, singiiler noktasina f(z) fonksiyonunun esas!:

singtiler noktas: denir.
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f(z) fonksiyonu kaldirilabilen singiiler nokta komsulugunda smirli olur ve sonlu

lim f(z) limiti olur.

ZA)ZO

Gergektende, kuvvet serisinin toplammin yakinsaklik dairesi dahilinde analitik

fonksiyon oldugunu gosterdik. Bu ylizden agagidaki limit vardir:

ZA)ZO

lim f(z) = lim {z ¢, (z —zo)"} =c,
zZ7 =0

Burada biz f(z,)=c, alwsak f(z) fonksiyonunun singiilerligini(mahsusiyyetini)

kaldirmis oluruz ve f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olur.

sinz . .
Mesela, —— fonksiyonu z=0 noktasinda tanimlanmamistir. Bu yiizden z=0
z

noktasi fonksiyonu ic¢in singiiler(mahsusi) noktadir. (8.10) formiiliinden

Z

asagidaki esitligi buluruz:

. 2 2n
San:1—Z—+...+(—l)“ z +
3! (2n+1)!
Boylece, z=0 noktasi Sz fonksiyonu i¢in kaldirilabilen singiiler noktadur. Sz
V4 V4

fonksiyonunu

=1 gibi tanimlayarak Sz fonksiyonu tiim kompleks
zZ |, z

diizlemde analitik fonksiyon olur.
z, noktas1 f(z) fonksiyonunun m mertebeden kutup noktasi oldugunda, o zaman

f(z) fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilir:

— C—m
f(z) NPEATAS

S +co+c].(z—zo)+...=L)m (8.57)
z-z, (z-z,)
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Bu formiilde ¢(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik fonksiyondur ve

¢o(z,)=c_, #0 dir. Burada lim¢(z) =c__, oldugundan, o zaman lim f(z)=o olur.

Demek ki, z noktast z, kutup noktasma yaklastiginda f(z) fonksiyonu sonsuzluga

yakinstyor.

z, noktast f(z) fonksiyonunun esasli singiiler(mahsusi) noktas1 oldugundan z
noktas1 z, noktasma yaklastiginda, yani z—z, oldugunda f(z) fonksiyonunun

limiti olmuyor, yani ne sonlu ne de sonsuz limiti yoktur.

Esashi singiiler(mahsusi) nokta komsulugunda f(z) fonksiyonunun davranisi

asagidaki teoremde verilir.
Teorem 8.2.6.3 (Sochotskii)

z, noktasmm f(z) fonksiyonunun esash singiiler(mahsusi) noktas: oldugunu
varsayalim. O zaman keyfi alinmis kompleks w sayis1 i¢in z, noktasina yakinsayan
oyle z_ noktalar dizisi bulunur ki, limf(z_ )=w esitligi saglanir.

Sonsuz uzaklasmis noktada f(z) fonksiyonunun durumunu belirlemek i¢in f(z)

. 1
fonksiyonunda z=— doniisiimii yapilir. Bu doniisiimle sonsuz uzaklasmis nokta

koordinat baslangicina doniistiiriiliir. @({)=f (éj fonksiyonu (=0 noktasi

komsulugunda Laurent serisine ag¢ilir. Bu Laurent serisinde bas kismin olup
olmamasi ile bas kisminda sonlu sayida terim olmasiyla veya sonsuz sayida terim

olmasiyla f(z) fonksiyonunun sonsuz yaklagmis nokta kaldirilabilen kutup noktasi

veya m-mertebeli kutup noktasi veya esasli singiiler noktasi olup olmadig1 belirlenir.

Singiiler nokta komsuluguna ait olan teoremler uygun olarak sonsuz uzaklasmis

nokta etrafi iginde uygun olarak bu halde soylenir.

f(z) fonksiyonunun sifirinin mertebesi ile f(z) fonksiyonunun tersi fonksiyonun

kutup noktasinin mertebesi arasinda baglant1 vardir.
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Teorem 8.2.6.4

1
f(z) fonksiyonunun z, noktasinda m-mertebeden sifir1 oldugunda, o zaman m
V4
fonksiyonunun z, noktasinda m-mertebeden kutup noktasi bulunur.
Ispat:
f(z) fonksiyonu z, noktasinda m-mertebeden sifir1 bulundugunda, o zaman bu

fonksiyonu asagidaki sekilde gosterebiliriz:
f(z)=c,(z=2))" +¢,,,(z— Zo)m+l +...=(z2-2,)"9(2)

¢(z) fonksiyonu kuvvet serisinin toplami oldugundan bu fonksiyon analitik

fonksiyondur. ¢(z,)=c,_ #0 oldugundan

fonksiyonu da z, noktasinin
¢(2)

komsulugunda analitik fonksiyondur. Bu yiizden

fonksiyonu icin asagidaki
¢(2)
acilimi yazabiliriz:

L:bo+b](z—zo)+...
¢(2)

burada b, = € # 0. Buradan da
c

m

1 1 _ 1
f(z) (z2-2))"0(z) (z~z)

b, . b

(z—z)" (z— Zo)m_]

— [b0+b](z—zo)+...]:

1 .
Boylece, m fonksiyonunun z, noktasinda m—mertebeden kutup noktas: vardir.
V4

Teorem 8.2.6.4 i kullanarak fonksiyonu Laurent serisine agmadan kutup noktasinin
mertebesi belirlenebilir. Mesela sinz fonksiyonunun (8.10) agilimmdan z=0

noktasmin bu fonksiyonun birinci mertebeden sifir1 oldugunu goriiyoruz. Bu ylizden

de

fonksiyonunun z = 0 noktasi birinci mertebeden kutup noktasidir.

Sz
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z, noktas1 f(z) fonksiyonunun singiiler noktas: oldugunda, ama ¢(z) fonksiyonu
z, noktast komsulugunda analitik fonksiyon oldugunda ve ¢(z,)#0 sart1 da

saglandiginda, o zaman f(z)-¢(z) ¢arpimi z, noktasinda aynen f(z) fonksiyonunun

2z

singiilerligine sahip olacaktir. Bu ylizden de fonksiyonunun z =0 noktasinda

sinz

birinci mertebeden kutup noktast vardir. Ama fonksiyonunun z=0

2
z’e*”

noktasinda ii¢lincii mertebeden kutup noktasi vardir. Bu — fonksiyonunun z =0
V4

1 ) )

noktast liglincii mertebeden kutup noktasidir. — fonksiyonu ise z=0 noktasinda
e

sifira doniismeyen analitik fonksiyondur.

8.2.7. Rezidiiler, Logaritmik Rezidii ve Argiiment Prensibi

f(z) fonksiyonunun z, noktas: komsulugunda Laurent serisine agilimindaki c_,

katsayisina f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki rezidiisii denir ve
c,=Res f(z)
gibi gosterilir. (8.56) formiiliinden

Res f(z) :2%1 [f©dg (8.58)

formiiliinii buluruz. Bu formiilde C 6yle bir ¢emberdir ki, bu ¢emberin dahilinde z,

noktasindan bagka f(z) fonksiyonunun singiiler noktalar1 yoktur.

Teorem 8.2.7.1

f(z) fonksiyonunun kapali I' egrisi lizerinde analitik fonksiyon oldugunu ve T’
egrisi dahilinde sonlu sayida izole edilmis z,,z,,...,z, singiiler noktalar1 hari¢ diger

noktalarda analitik fonksiyon oldugunu varsayalim. O zaman
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[f(z)dz = 2nii Res f(2) (8.59)

k

formiilii dogrudur.
Ispat:

Her bir z,_ singiiler noktasim1 merkezi z, noktasinda Oyle kiigiik yaricapli C,
cemberi igine alalim ki, tim C, ¢emberleri I egrisi dahilinde yerlessin ve bu

cemberler birbirleri ile de kesismesin. O zaman teorem 8.2.4.2 den buluruz:

N
[f(2)dz=Y" [ f(z)dz
r k=1l ¢,
Burada C, ¢emberi dahilinde z, singiiler noktasindan baska f(z) fonksiyonunun
baska singiiler noktasi olmadig1 i¢cin

[ f(z)dz=2mi-Res f(z)

Ck
esitligi bulunur. Buradan da teoremin ispat1 alinir.

Teorem 8.2.7.1 kapali egri lizere almmis integrallerin hesaplanmasi verilmis
fonksiyonun rezidiisiiniin  hesaplanmasina getirilir. Fonksiyonun rezidiisiini
fonksiyonu Laurent serisine agarak bulabiliriz. Ama nokta singiiler nokta oldugunda,
yani rezidiisiiniin bulunmas1 istenen nokta kutup noktast oldugunda, rezidii Laurent

serisini tam yazmadan da bulunabilir.

Simdi f(z) fonksiyonu z, noktasinda birinci mertebeden kutup noktasina sahiptir. O
zaman f(z) fonksiyonunun z, noktas: komsulugundaki Laurent serisine agilimu:
f(z) = —Ltc, +¢,(z—2y)+... (8.60)

0

seklinde olur.
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(8.60) esitliginin her yanin1 z-z, ifadesi ile carpip islemin sonucunda elde edilen
esitligin her yanindan z—z, sartinda limit aldigimizda Iim [(z—zo)-f(z)]:c_]

esitligini buluruz. Buradan da rezidiiniin tanimina esasen
Res f(z) = lim[(z—zo)f(z)] (8.61)

formiiliinii buluruz.
Dikkate alalim ki, rezidii sdzctligiiniin Tiirk¢e anlami “kalint1” dir.

Simdi f(z) fonksiyonunun

_A@)

f(z) B2)

seklinde fonksiyon oldugunu ve A(z,))#0, B(z,)=0, B'(z,)#0 sartlarmnin

saglandigini varsayalim.

Teorem 8.2.6.4 den f(z) fonksiyonunun z, noktasinda birinci mertebeden kutup
noktast oldugunu buluruz. Bu yiizden de
RedAD) _ 1 (2-2)A@) __ A(z,)

n B(z) %  B(2) lim 2@~ B(z,)

ZA)ZO Z —_ ZO

esitligini yazariz. Bu esitlikten de asagidaki formiil bulunur:

es A2 _AZ) (8.62)
. B(z) Bl(z,)

Ornek 8.2.7.1

eZz

f(z) =

— fonksiyonunun z = 0 noktasinda kalmtisini(rezidiisiinii) hesaplaym.
sinz
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Coziim:

2z

z=0 noktas1 f(z)= ©

Sz

fonksiyonunun birinci mertebeden kutup noktasi

oldugundan ve e*

7 0 oldugundan (8.63) formiiliinii uygulayarak buluruz:

Z=!

e e
Res —= =1
“ SINZ COSZ| _

0

Simdi f(z) fonksiyonunun z, noktasinda m-mertebeden kutup noktasi oldugunu

varsayalim. O zaman f(z) fonksiyonunun z, noktasi komsulugunda Laurent serisi
(8.57) seklinde yazilir. Bu yiizden (8.57) esitliginin her yanin1 (z—z,)" ifadesi ile
carparak asagidaki esitligi buluruz:

(z-z,)"f(z)=c_, +c_ (z2=2))+...+C (z—2))"" +c,(z—2,)" +¢,(z—27,)"" +... (8.63)
(8.63) esitliginin her yanini m—1 kez diferansiyelleyip, buldugumuz esitlikten

z — z, sartinda limit alsak asagidaki esitligi buluruz:

m-1

—| (z—2)"f(2) | =(m-Dtc,

lim
z-z5 dz™

Bu esitlikten de kalintinin(rezidiiniin) tanimina esasen asagidaki formiilii buluruz:

m-1

Res f(z)= -lim z—z,)" f(z 8.64
s 0 i) e
Ornek 8.2.7.2
f(z)= 31 — fonksiyonunun z =0 noktasinda kalintismni(rezidiisiinii) hesaplaymn.

z’e

Coziim:

z =0 noktasi1 f(z) =

——, fonksiyonunun m =3 iinci mertebeden kutup noktasidir.
z'e

Bu yiizden de (8.64) formiiliinii uygulayarak asagidaki esitligi buluruz:
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=2

2 3
Res ! :llimd—{z—}

2=0 7’  2120d7° | Z’e”

z=0
Simdi f(z) fonksiyonunun kapal1 I' egrisi iizerinde analitik fonksiyon oldugunu ve
I' egrisi lizerinde sifira donlismedigini, [' egrisinin dahilinde f(z) fonksiyonunun

sonlu sayida kutup noktalarinin ve sonlu sayida sifirlarinin oldugunu varsayalim. Bu

sartlarda
L@,
2mi{ £(z)
. .. ) f'(z) . o
integralini  hesaplayalim. Bu amagla, oOnce ? fonksiyonunun singiiler
z

noktalardaki (mahsusi noktalarda) kalintismni(rezidiisiinii) hesaplayalim.

z, noktasmnin f(z) fonksiyonunun m-mertebeden sifir1 oldugunu varsayalim. O

zaman
f(z)=c, (z—2,)" +c,, (z—z,)"" +...
ve uygun olarak

f'(z) mc, (z—z,)"" +(m+1)c,, (z—2z,)" +...
f(z) ¢ (z—z,)"+c, . (z—2z,)"™" +...

(8.65)

m+l

f' .
(8.65) formiiliinden % fonksiyonunun z, noktas1 birinci mertebeden kutup
V4

noktas1 oldugu goriiliir. Bu yiizden bu fonksiyonun z, noktasindaki kalintisii

(rezidiisiinii) (8.61) formiilii ile hesaplayarak buluruz:

f@_
Z?s ) =m (8.66)

Simdi z, noktasmmn f(z) fonksiyonunun m mertebeli kutup noktasi oldugunu

varsayalim. O zaman
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f(Z) = c—m (Z - ZO)_m + c—m+1 (Z - ZO)_m+l +... B
ve uygun olarak

f'(z) —mc  (z—z,) ™" +(-m+1D)c_ . (z—z) ™" +...

- — (8.67)
f(z) c (z=z)"+c (z—z,)™ +...

!

(8.67) formiiliinden z, noktasinin fonksiyonunun birinci mertebeden kutup

(2)

!

noktas1 oldugu goriiliir. Bu yiizden fonksiyonunun kalmntisini(rezidiisiinii) z,

(2)

noktasinda (8.67) formiiliinii kullanarak (8.61) formiilii ile hesaplarsak buluruz ki:

f/
Res ﬁ:—m (8.68)
%0 f(Z)
f(z) fonksiyonunun I' egrisi dahilinde yerlesen sifirlarnin tekrarlanma

mertebelerinin toplammi M sayisi ile, kutup noktalarinin tekrarlanma mertebelerinin

toplamin1 N ile gosterelim. O zaman teorem 8.2.7.1 den ve (8.66) ile (8.68)

formiillerinden asagidaki formiil bulunur:

1 (')

- dz=M-N (8.69)
2miy f(z)

(8.69) formiiliiniin sol yanindaki integrale I' egrisi lizere logaritmik kalmti

(logaritmik rezidii) denir.

Dikkate alalim ki,

@:iLn f(z)
f(z) dz

oldugundan logaritmik kalmtmin hesaplanmasi i¢in

SR N (8.70)
2mi . f(z) 2mi -
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formiiliinii yazabiliriz. (8.70) formiiliiniin sag yanindaki ifadede z noktas1 I' egrisi
iizere pozitif yonde hareket ettiginde Ln f(z) fonksiyonunun aldigi artis1 gosterir.

Ama

Ln f(z)=(n|f(z)|+iArg f(z)

oldugundan ve bu formiilde £n|f (z)| fonksiyonu tek degerli fonksiyon oldugundan

buluruz:
Ln f(z)‘ ~iArg f(z)‘
r r
Bunu (8.70) formiiliinde dikkate aldigimizda

N
2miy f(z) 2n

(8.71)

r

Bu formiildeki

1
Q=7 _Arg f(z)

r

sayist z noktast I' egrisi iizerinde pozitif yonde hareket ettiginde w =f(z)

vektoriinlin koordinat baslangici etrafinda yaptigi devirlerin sayisini (periyotlarin

sayisin1) gosterir. (8.69) ve (8.71) formiillerini karsilastirarak asagidaki teoremi

buluruz.
Teorem 8.2.7.2 (Argiiment Prensibi)

f(z) fonksiyonunun kapali I" egrisi lizerinde analitik fonksiyon oldugunu ve bu egri
iizerinde sifira doniigmedigini varsayalim. f(z) fonksiyonunun I'egrisi dahilinde

sonlu sayida kutup noktalarinin ve sonlu sayida sifirlarinin oldugunu varsayalim. O

zaman z noktast I' egrisi lizerinde pozitif yonde hareket ettiginde w =f(z)

vektoriiniin koordinat baslangici etrafinda donmelerinin sayis1 f(z) fonksiyonunun
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I' egrisi dahilindeki tiim sifirlariin tekrarlanma sayilarinin toplami olan M sayisi ile

tiim kutup noktalarinin tekrarlanma mertebesi olan N sayisinin farkina esittir. Yani,
Q=M-N (8.72)
formiilii dogrudur.

83. L-Al Operatoriiniin Green Fonksiyonunun Rezidii Teorisinin

Uygulanmasiyla insasi

Hatirlatalim ki, L—AI  operatoriinin  Green fonksiyonu olan G(x,&,A)
(5.7),(2.44),(5.8) ve

@ o v® e vx)

_ 1 @ yE . v ©
D W er© 79

e @ . v,

formiilleri ile bulundu.

y;(x)=y;(x,2) , j=1,2,3,...,n fonksiyonlar

{(y)=ry=0
homojen diferansiyel denkleminin
. 1 ,J=V
vy () = . .
0 ,j#v Jv=1,2,.,n

sartlarini saglayan ¢oziimleri sistemidir.

W(x) fonksiyonu y,(X),y,(X),y;(x),...,y,(x) fonksiyonlarmin Wronskiyanidir ve
[a,b] kapali aralifinda sifirdan farkhidir. Pj(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sifirdan

farkli fonksiyondur ve /(y) diferansiyel ifadesinde y™ tiirevinin katsayisidir,
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Boylece, L—AI diferansiyel operatoriiniin Green fonksiyonu (5.7), (2.44), (5.8),

(8.73) formiilleri ile tanimlanir.

(2.44) ve (5.8) formiilleri ile tanimlanan uygun olarak A(A) ve H(x,&,A)

fonksiyonlarmin A  parametresine nazaran tim kompleks diizlemde A
parametresinin analitik fonksiyonlar1 olduklar1 aciktr. Bu ylizden de (5.7)

formiiliinden asagidaki teorem alinir.
Teorem 8.3.1

L—AI operatoriiniin G(x,§,A) Green fonksiyonunu A parametresinin meromorf
fonksiyonudur. G(x,&,A) fonksiyonunun kutup noktalar1 L operatoriiniin yalniz

karakteristik sayilaridir.

Simdi burada A, sayismmin A(A) fonksiyonunun sade(tekrarlanmayan) sifiri
oldugunu varsayalim. Yani A(XA,)=0, A'(A,)#0 olsun. O zaman A, sayis1

G(x,&,A) fonksiyonunun yalniz birinci mertebeden kutup noktas: olur. Bu halde

G(x,&,A) Green fonksiyonunu

0

G(x,&,A) :iL;F)+G1(X,§,X) (8.74)

seklinde gosterebiliriz. (8.74) formiiliindeki G,(x,&,A) fonksiyonu A, noktasinin
komsulugunda analitik fonksiyondur. Dikkate alalm ki, A =2, noktas1 G(x,&,A)

Green fonksiyonunun regiiler noktas1 oldugunda, yani kutup noktasi olmadiginda

R(x,£)=0 almak gerekir. A, noktas1 G(x,&,A) fonksiyonunun birinci mertebeden
kutup noktas1 oldugundan
. . H(X,E,0)
Res G(x,&E,A) =1lim|[(A—A,)G(X,EN) | =R(x,&) =(-1)' —=—=
es O(x,8) = fim [(—20)G0n & 1] = R(x.8) = (1) ==
veya

H(x,&M)

R(E)=CD"—5 0
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formiiliini buluruz.

Burada dikkate alalim ki, H(x,&,A) determinantmni birinci satir elemanlarina nazaran
agtigimizda g(x,§) elemanmnin katsayismm A(A,)=0 oldugunu goriiyoruz. Bu
ylizden de R(x,&) fonksiyonunun kendisi ve bu fonksiyonun n—inci mertebeye kadar
tiim tiirevleri a <x,£<b bolgesinde x ve & degiskenlerinin tiimiine nazaran siirekli

fonksiyonlar olur.

(5.8) formiiliinden goriiyoruz ki, A=A, halinde R(x,§) fonksiyonunu H(x,&,))

fonksiyonunun birinci satir elemanlarina nazaran agmakla

¥, (X), ¥, (X), y5(X),..., ¥, (X)

fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu seklinde gosterilebilir. Bu yiizden de her bir
degismez saglanan & icin R(x,§) fonksiyonu x degiskenine nazaran asagidaki

denklemi saglar:
(R)-AR =0

(5.8) formiiliinden ayni zamanda kolaylikla goriiliir ki, H(x,&,A) fonksiyonu ve
uygun olarak R(x,&) fonksiyonu degismez saglanan & icin x degiskenine nazaran
U,R)=0, v=1,2,...,n smrr sartlarm1 da saglar. Bununla biz R(x,$)
fonksiyonunun L operatoriiniin A, karakteristik sayisina uygun karakteristik

fonksiyonu oldugunu buluruz.

A, sayist A(A) fonksiyonunun tekrarlanmayan sifir1 oldugundan, A, karakteristik
sayisma L diferansiyel operatoriiniin yalniz bir tane y,(x) (x—€ bagl olmayan sabit

carpim dakikligi ile) karakteristik fonksiyonu olur. Bu yiizden de R(x,&) fonksiyonu
asagidaki sekilde gosterilir:

R(x,8) =a(8)y,(x) (8.75)

Simdi G(&,x,)) fonksiyonunu G'(x,&,1) ile gosterelim, yani
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G (x,&,1) = G(E,x,0)
olsun. O zaman G'(x,&,\) fonksiyonu L Y operatoriiniin Green fonksiyonu olur.

Diger yandan (8.74) esitligine dayanarak asagidaki esitligi buluruz:

G (x gx)_R(éxth (& X, M),

0

Bu yiizden de degismez saglanan & icin R(E,x) fonksiyonu L operatoriiniin k_o

sayisina uygun karakteristik fonksiyonu olur.

Boylece, L operatdriiniin A, karakteristik degerine uygun karakteristik

fonksiyonlardan birini z(x) ile gosterirsek, o zaman

R(E,x) =b(8)-z,(x)
esitligini yazariz. Buradan da
R(x,8) =b(x)2,(§)

esitligini yazariz. Bu sonuncu esitligi (8.75) esitligi ile karsilastirarak asagidaki

esitligi buluruz:

R(x,8) = cy,(x)Z,(§) (8.76)

bu esitlikte ¢ keyfi bir sayidir. Simdi ¢ sayisini secelim. (8.74) ve (8.76) formiiliiniin

yardimiyla asagidaki esitligi yazalim:

(A=2) [ G(x, & V)Y ()E = -y, () [ 70 ()2, (EME+ (=) [ Gy (x, E )y, (E)dE  (8.77)

(8.77) esitliginin sag yanindaki ikinci toplamdan A, noktasinin komsulugunda
analitik fonksiyon oldugundan ve bu toplamda (A—2,) c¢arpimi oldugundan

A — A, sartinda bu toplamm limiti sifira yakinsiyor. Buna gore de (8.77) esitliginden
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lim (1 =2,) [ GOENY @ =, ([ v, (@2, EME  878)

esitligini buluruz.
Diger yandan tanima esasen
(L=ADy, =, =Ny,

esitligini yazariz. Bu esitlikten de

(L-ADy, =

=2,

esitligi bulunur. G(x,&,A) fonksiyonu L—Al operatoriiniin Green fonksiyonu

oldugundan, sonuncu esitlikten agsagidaki esitligi buluruz:
p 1
[ G810y, (©)dE = ——y,(x)
! Ao —A

Buldugumuz bu esitligi (8.78) esitliginin sol yaninda dikkate alsak asagidaki esitligi

buluruz:
=y () =c- ¥, ()] y,(£)z, ()&

Buradan da asagidaki ifadeyi buluruz:

1
c=

[ v0(&)z,(E)de

c sayis1 i¢in buldugumuz bu ifadeyi (8.76) esitliginde yerine yazsak R(x,&)

fonksiyonu i¢in asagidaki formiilii buluruz:
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R(x,£)=—— Yo (x)Zy ()

[y0(®)2,(E)g

R(x,§) fonksiyonu i¢in bu ifadeyi (8.74) formiilinde yerine yazsak G(x,&,A)

fonksiyonu i¢in asagidaki a¢ilimi buluruz:

G(x,E,\) = — y(’fx)zo@_ +G,(x,E,)) (8.79)
(=) [ ¥4 &)z, (E)dE

Bu a¢ilimda G,(x,§,A) fonksiyonu A, noktasimin komsulugunda analitik olan

fonksiyondur.

(8.79) formiiliindeki y,(x) ve z,(x) fonksiyonlarini yle segebiliriz ki,

[v0(&)7,(E)dE =1

sart1 saglanir. Bu halde z (x) ve y,(x) fonksiyonlar1 normallestirilmis fonksiyon

olur. y,(x) ve z,(x) fonksiyonlar1 ayn1 zamanda normallestirilmis olduklarinda

G(x,E,0) = —%+ G,(x,&1) (8.80)

0
acilimi bulunur.
Boylece, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 8.3.2

A, sayist A(A) fonksiyonunun sade(tekrarlanmayan) sifirt oldugunda L —AI

operatoriiniin Green fonksiyonu

G(x,é,mz—%m,(x,m)

0
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seklinde gosterilir. Burada G,(x,§,A) fonksiyonu A, noktasinin komsulugunda

analitik fonksiyondur.
Bu islemler devam ettirilerek asagidaki teorem ispatlanir.
Teorem 8.3.3

Lineer diferansiyel L operatoriiniin tiim karakteristik A, A ,A,,..., A ,... degerleri

tekrarlanmayan olduklarinda (i#j oldugunda A; =2, sarti saglandiginda) L—Al

operatoriiniin G(x,&,A) Green fonksiyonu diizgiin yakinsak

G(x,&,h) = 2 yk;")zkk@ (8.81)

serisine acilir. Burada y, (x) ve z, (x) uygun olarak L ve L operatorlerinin A, ve
Z karakteristik sayilarmma uygun normallestirilmis karakteristik fonksiyonlaridir.

Ozel halde L=L oldugunda (8.81) aciliminda A, = Z ve y, (x)=z, (x) esitlikleri

her bir k=0,1,2,... i¢in saglanir.
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SONUC

Lineer diferansiyel operatdrler ve lineer diferansiyel operatorlerin Green
fonksiyonlarmin ingast yontemleri anlatildi. Bunlarla bagli olarak lineer uzay, lineer
diferansiyel operator, lineer diferansiyel operatoriin tersi ve lineer diferansiyel
operatoriin  tersinin bulunmas1 i¢in lineer diferansiyel operatoriin Green
fonksiyonunun kullanilmas: gosterildi. Lineer diferansiyel denklemlerin Green
fonksiyonunun uygulanmasi ile integral denkleme getirilmesi yontemi gosterildi.
0 —fonksiyonunun uygulanmasi ile lineer diferansiyel operatorlerin Green
fonksiyonunun insa yontemi gosterildi. Kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin
uygulanmasi ile parametre bulunduran lineer diferansiyel operatorlerin Green

fonksiyonunun inga yontemi gosterildi.
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