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ÖZET 

 

Bu tezde kısmi türevli lineer diferansiyel operatörlerin Green fonksiyonunun inĢası problemi 

ele alındı incelendi ve öğrenildi. Özellikle  -fonksiyonun özelliklerinin kullanılmasıyla 

kısmi türevli lineer diferansiyel denklemler için baĢlangıç değer , sınır değer-baĢlangıç değer 

problemlerinin Green fonksiyonunun inĢa yöntemi ele alındı ve incelendi. Bu tezde  -

fonksiyonun tanımı verildi.  -fonksiyonun Fourier serisine açılımı ve Fourier dönüĢümü 

gösterildi.  -fonksiyonun Fourier serisine açılımının, Fourier açılımının, Fourier 

dönüĢümünün ve diğer özelliklerinin kullanımı ile ısı iletiĢimi denklemleri ve dalga 

denklemleri için baĢlangıç değer ve sınır değer-baĢlangıç değer problemlerinin Green 

fonksiyonları inĢa edildi ve ele alınmıĢ problemlerin uygun Green fonksiyonlarının 

yardımıyla çözümleri yazıldı. 

Anahtar Kelimeler: Green fonksiyonu,  -fonksiyon, kısmi türevli lineer diferansiyel 

opeatör, ısı iletiĢi denklem, dalga denklemi 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the problem of the construction of Green’s function of partial lineer differential 

operators discussed, studied and learned. Especially, with the use of  - function for the 

initial value of partial differential equations, boundary value problems were constructed. In 

this thesis, the function and the Fourier transform of   - were shown. We  constructed the 

Green’s functions of the boundary value and initial value problems for the wave equation 

and the heat equation. We used the Fourier series, Fourier transform and their propertions in 

these constructions. We found the solutions of each problem with the help of suitable 

Green’s functions. 

Keywords: Green function,  -function, partial lineer differential operators, heat equations, 

wave equations 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LĠSTESĠ 

 

,   -  : Kapalı Reel Sayı Aralığı 

 ,   -      : ,   -  Aralığında TanımlanmıĢ Sürekli Fonksiyonların Uzayı 

 ,   -
  : ,   -  Aralığında TanımlanmıĢ n.Mertebeden Diferansiyellenebilen 

Sürekli Fonksiyonların Uzayı 

 ( ) : Diferansiyel Ġfade 

  : Lineer diferansiyel operatörü  ( ) diferansiyel ifadesinin ve 

  ( )              sınır Ģartlarının doğurduğu operatördür 

1L-  : L Operatörünün Tersi Olan Operatör 

   :   Operatörünün EĢlenik Operatörü 

 (   ) : Green Fonksiyonu 

 (   )( ) : P(x)  Fonksiyonunun x e göre (n-2). Mertebeden Türevi 

*  ( )+ : Fonksiyonel Dizi 

  : Delta ĠĢareti 

 (     ) :   Parametresine Bağlı Green Fonksiyonu 

sin : Sinüs Fonksiyonu  

cos : Kosinüs Fonksiyonu 

∑   

 ( )            

   ( )   

  

     

: 

: 

: 

: 

:    

Toplam Sembolü 

Lineer diferansiyel ifadesini gösteren semboldür 

Lineer sınır Ģartlarını gösteren semboldür 

Birim operatördür 

Parametreye bağlı operatördür 

                 :       f(x) ve g(x) fonksiyonlarının bürünmesi olup  

                                 ∫  (   ) ( )  
 

  
 formülü ile tanımlanır 

  : Parametredir 

                      :      Parametredir 



 

 

1. GĠRĠġ 

Kısmi türevli lineer diferansiyel denklemler teorisinde kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerle bağlı sınır değer problemlerinin, baĢlangıç değer problemlerinin ve 

karıĢık sınır değer baĢlangıç değer problemlerinin çözümünde, dağılmıĢ parametreli 

sistemlerin kontrolü teorisinde Green fonksiyonu metodu çok geniĢ uygulanmaktadır. 

Green fonksiyonu metodunun önemini göstermek için burada, matematiksel fizik 

problemlerinde sık sık rastlanan lineer  

              ( )  ∑ ∑   

 

   

 

   

(   )
     

      
  (   )                             ( . ) 

diferansiyel denkleminin  

             ( )  ∑ ∑ ∑      

     

      

   

   

   

   

 

   

|

    

                            ( .2) 

homojen sınır Ģartlarını ve  

                       
   

   
|
    

                                                  ( .3) 

sıfır baĢlangıç Ģartlarını sağlayan çözümünün bulunmasının sınır değer baĢlangıç 

değer problemini ele alalım ( burada       sabit katsayılardır) 

biz burada 

 ( )  ∑ ∑   

 

   

 

   

(   )
     

      
 

diferansiyel ifadesinin  ve  

        ( )                  

sınır Ģartlarının ve  
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|
    

                  

baĢlangıç Ģartlarının doğurduğu kısmi türevli lineer diferansiyel operatörü L ile 

gösterirsek o zaman ( . ), (1.2), ( .3) sınır değer baĢlangıç değer problemi kısaca 

olarak  

                                                                                   (   )                                           ( .4) 

operatör denklemi Ģeklinde yazılabilir. L operatörünün veya (1.1), (1.2), (1.3) 

probleminin G(x,ξ,t,τ)  aĢağıdaki  

  

                                                     (   ) (   )                                                     ( .5) 

operatör denkleminin veya  

                                                   ( )   (   ) (   )                                               ( .6) 

                                     ( )                                                                         ( .7) 

                                      
   

   |
    

                                            ( .8)                                                    

sınır değer probleminin çözümüne denir.  

Burada f(x,t) fonksiyonu yerine aldığımız   (   ) (   )   fonksiyonu δ- 

fonksiyonudur. f(x,t) fonksiyonu                       bölgesinde 

(dikdörtgeninde ) sürekli fonksiyon olduğunda  

                             (   )  ∫ ∫  (   ) (   ) (   )

  

  

  

  

                                    ( .9) 

eĢitliği sağlanır. Matematikte (   )  eĢitliği   -fonksiyonunun tanımı olarak alınır. 

L operatörünün Green fonksionu G(x,ξ,t,τ) belli olduğunda veya ( . ), (1.2), (1.3) 

probleminin çözümü  
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                         (   )  ∫ ∫  (       )

  

  

 

  

 (   )                                       ( . 0) 

formülü ile bulunur. 

( . 0) formülünden L operatörünün Green fonksiyonunun aynı zamanda kısmi 

türevli lineer diferansiyel L operatörünün tersi olan lineer integral     operatörünün 

çekirdeği olduğu görülür. 

(1. 0) eĢitliği aynı zamanda     ters operatörünün tanımıdır. 

Biz bu çalıĢmada δ- fonksiyonunun özelliklerini kullanarak kısmi türevli lineer 

diferansiyel denklemler için sınır değer baĢlangıç değer problemlerinin Green 

fonksiyonun inĢa yöntemlerini öğrendik ve birçok örneklerde ele aldığımız 

problemlerinin Green fonksiyonlarının inĢa yöntemlerini gösterdik. Öncelikle Bölüm 

2’ de δ- fonksiyonunun tanımı verildi ve bazı özellikleri gösterildi. Bölüm 3’ de δ- 

fonksiyonunun uygulanmasıyla bir serbest değiĢkene bağlı L diferansiyel 

operatörünün ve L- I diferansiyel operatörlerinin  Green fonksiyonlarının inĢa 

metodu verildi ve bu operatörlerin Green fonksiyonlarının bulunmasına ait örnek 

gösterildi. 

Bölüm 3’ de Green fonksiyonun inĢası için gösterilmiĢ yöntem uygulanarak Bölüm 4 

ve 5’ de ısı iletiĢimi denklemi için Bölüm 6 ve 7’ de ise dalga denklemleri (titreĢim 

denklemleri) için  baĢlangıç değer ve sınır değer baĢlangıç değer problemlerinin 

Green fonksiyonları uygun olarak inĢa edilmiĢ ve  ele alınmıĢ problemlerinin uygun 

Green fonksiyonlarının yardımıyla çözümleri yazılmıĢtır. 

 

 

 

 

 



 

 

2.  -FONKSĠYON 

 - fonksiyonun tanımı,  - fonksiyonunun Fourier serisine açılımı ve  - 

fonksiyonunun Fourier dönüĢümü aĢağıda verilmiĢtir. 

2.1.  -Fonksiyonun Tanımı 

Matematik analizde fonksiyonel dizilerin yakınsaklığının farklı farklı çeĢitleri 

tanımlanır. 

Mesela (a,b) aralığında tanımlanmıĢ, 

                                                    ( )     ( )     ( )     ( )       ( )                     (2.1)                                                   

fonksiyonel dizisinin düzgün yakınsaklığı, orta quadratik yakınsaklığı, zayıf 

yakınsaklığı v.b. yakınsaklıkları tanımlanır. 

Hatırlatalım ki , (2. ) dizisi için keyfi     sayısı alındığında öyle bir N   

bulunursa  n  N Ģartını sağlayan her  n doğal sayısı için ve her bir p= ,2,3, … doğal 

sayıları için ve her bir   (   ) için  

                                 |    ( )    ( )|                             (2.2)                        

eĢitsizliği sağlandığında (2. ) dizisi (   ) aralığında düzgün yakınsaktır denir. 

(2. ) dizisi için keyfi      sayısı alındığında öyle bir N   bulunursa  ki n  N 

Ģartını sağlayan her  n doğal sayısı için ve her bir p= ,2,3, … doğal sayıları için 

                                                   ∫|    ( )    ( )|
 

 

 

                                           (2.3) 

eĢitsizliği sağlandığında (2. ) dizisi ortaquadretik yakınsaktır denir. 

(2. ) dizisi için (a,b) aralığında sürekli olan her bir f(x) fonksiyonu için sayısal  

                                                   ∫  ( )  ( )

 

  

                                                 (2.4) 
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(2.4) dizisi yakınsak dizi olduğunda (2.1) fonksiyonel dizisi (   ) aralığında zayıf 

yakınsaktır denir. 

Yakınsak dizilerin her bir hali için uygun olarak dizinin limiti fonksiyon tanımlanır. 

Ama burada dizinin limiti fonksiyonu dizinin elemanlarının dahil olduğu sınıfa dahil 

olmayabilir. Mesela (2. ) dizisinin elemanları (a,b) aralığında sürekli olan 

fonksiyonlar sınıfında olduğunu varsayalım. O zaman (2. ) dizisi (a,b) aralığında 

düzgün yakınsak olduğunda bu dizinin limiti fonksiyonuda (a,b) aralığında sürekli 

fonksiyon olur. Ama (2. ) dizisi ortalama yakınsak olduğunda veya zayıf yakınsak 

olduğunda bu özellik genelde sağlanmıyor. 

Ama yakınsak dizilerin limitleri bu dizilerin dahil olduğu sınıfa dahil olmadığında 

ele alınmıĢ dizinin dahil olduğu sınıf öyle bir geniĢletilir ki, bu sınıfta yakınsak 

dizilerin limitleri geniĢlendirilmiĢ sınıfa dahil olur. Böylece geniĢlendirilmiĢ sınıf ele 

alınmıĢ sınıfın elemanlarından ve bu sınıfın yakınsak dizilerinin limit 

fonksiyonlarından oluĢmuĢ sınıf olur. 

Burada zayıf yakınsak anlamda limit fonksiyon tanımladığımızda *  ( )+ ve 

*  ( )+ fonksiyonel dizileri zayıf yakınsaklık anlamda equivalent oldukları halde bu 

dizlerin aynı limit fonksiyonu olur. 

Hatırlatalım ki, (a,b) aralığında sürekli olan her bir f(x) fonksiyonu için  

                                             
   

∫ ( )(  ( )    ( ))    

 

 

                                  (2.5) 

Ģartı sağlandığında *  ( )+ ve *  ( )+ dizileri (a,b) aralığında equivalent dizilerdir 

denir. 

Burada aĢağıdaki yöntemle *  ( )+ dizisini tanımlayalım. Reel (     ) 

ekseninden bir    (     ) noktasını alalım.      sayısının yardımıyla 

(            ) aralığını tanımlayalım. (            ) aralığının dıĢında sıfıra 

eĢit olan ve (            ) aralığında negatif olmayan *  ( )+   
  fonksiyonlar 

dizisini ele alalım. *  ( )+ dizisinin aĢağıdaki Ģartlarını sağladığını varsayalım: 
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      Ģartından        

        ve her bir n doğal sayısı için    

 

                                                      ∫   ( )    

 

 

                                                             (2.6) 

olsun. 

Bu Ģartları sağlayan *  ( )+ fonksiyonel dizisine    noktasının lokal 

normalleĢtirilmiĢ dizisi denir. 

*  ( )+ dizisi zayıf yakınsak dizidir. Gerçektende (a,b) aralığında sürekli olan keyfi 

f(x) fonksiyonunu alalım.  

 O zaman    ,   - aldığımızda öyle    doğal sayısı bulunur ki      için                                   

        *|    | |    |+. Buradanda      için   ( )    , her bir   ,   - 

olduğu bulunur. Bu yüzdende    ,   - için  

                                                           
   

∫ ( )  ( )    

 

 

                                          (2.7) 

olur. 

ġimdi    (   ) halini ele alalım. bu hal için öyle    doğal sayısı bulunur ki, her 

bir      için (            ) ,   - olur. Böylece      için  

                               ∫  ( )  ( )   ∫  ( )  ( )  

     

     

 

 

                                         (2.8) 

olur. (2.8 )eĢitliğinin sağ yanındaki integrale orta değer teoremini uygulayarak 

buluruz. 

           ∫  ( )  ( )  

     

     

  (  ) ∫  ( )  ( )  

     

     

  (  )                          (2.9) 
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Burada    ,           - ve     Ģartında       olur. Bu yüzdende  

                         
   

∫ ( )  ( )      
   

 (  )   (

 

 

  )                                         (2. 0) 

Özel halde  ( )    aldığımızda  

                                              
   

∫  ( )   

 

 

{
     ,   -

     ,   -
                                       (2.  ) 

olduğu bulunur. 

*  ( )+ dizisinin limit elemanına    noktasının  - fonksiyonu denir ve  (     ) 

Ģeklinde gösterilir. 

Hatırlatalım ki *  ( )+ dizisi (a,b) aralığında zayıf yakınsak dizi olduğunda ve u(x) 

fonksiyonu (a,b) aralığında *  ( )+ dizisinin zayıf limiti olmakla *  ( )+ dizisinin 

dahil olduğu sınıfa dahil olmadığında ,  ( )  ( ) çarpımının integrali aĢağıdaki 

formülle tanımlanır. 

                                  ∫  ( ) ( )      
   

 

 

∫ ( )  ( )  

 

 

                                    (2. 2) 

Bu tanımdan aĢağıdaki formül bulunur. 

                          
   

∫ ( )  ( )  

 

 

 ∫ ( ) (    )  

 

 

  (  )                         (2. 3) 

(2. 3) eĢitliği  - fonksiyonunun tanımı olarak alınır. 
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 2.2.  -Fonksiyonunun Fourier Serisine Açılımı,  -Fonksiyonunun Fourier     

        DönüĢümü 

 
1

( )n n
x




sisteminin  ,a b  aralığında tanımlanmıĢ reel değerli fonksiyonların 

ortonormal tam sistemi olduğunu varsayalım.  
1

( )n n
x




 sisteminin fonksiyonları 

için 

                         (     )  ∫  ( )  ( )  

 

 

 {
          
         

                            (2. 4) 

eĢitliği sağlandığında  
1

( )n n
x




sisteminin  ,a b  aralığında ortonormal sistem 

oluĢturur denir. 

 ,a b  aralığında tanımlanmıĢ f(x) fonksiyonlarının W sınıfını ele alalım. W 

sınıfından alınmıĢ her bir f(x) fonksiyonunun  
1

( )n n
x




ortonormal sistemi üzere 

Fourier serisi  ,a b  aralığında tanımlanmıĢ f(x) fonksiyonuna yakınsadığında, yani  

                                                         ∑(    )

 

   

  ( )   ( )                                       (2. 5) 

                                                          (    )  ∫ ( )  ( )  

 

 

                                   (2. 6) 

(2.15), (2. 6) açılımı her bir  ( )    için sağlandığında  
1

( )n n
x




 sistemi W 

sınıfında tam sistem oluĢturur denir.  (    ) fonksiyonunun  
1

( )n n
x




 tam 

ortonormal sistemi üzere Fourier serisine açılımını bulalım. Bunun için  (    ) 

fonksiyonunun 
1

( )n n
x




 sistemi üzere, 

                                                        (    )  ∑   (  )

 

   

  ( )                                  (2. 7) 
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(2.17) Ģeklinde açıldığını varsayalım bu açılımdaki    (  ) katsayıları aranan 

katsayılardır.   (  )  katsayılarını bulmak için, (2. 7) eĢitliğinin her iki 

tarafını   ( ) fonksiyonu ile çarpıp ortogonal oldukları  ,a b  aralığında 

integralleyelim. O zaman 

                                (     )       {
     
     

                                                    (2. 8) 

eĢitliğini kullanarak   (  ) katsayıları için aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

                                                 (  )  ∫ (    )  ( )   

 

 

                                       (2. 9) 

(2. 9) eĢitliğinin sağ yanında  (    ) fonksiyonunun (2. 3) formülü ile belirlenen 

tanımını kullanarak  

                                                                           (  )    (  )                                     (2.20) 

eĢitliğini buluruz. 

Böylece  (    ) fonksiyonun  
1

( )n n
x




  tam ortonormal sistemi üzere Fourier 

serisine açılımı  

                                             (    )  ∑   ( )

 

   

  (  )                                             (2.2 ) 

Ģeklinde bulunur. Bu açılımdan  

                                                                (    )   (    )                                            (2.22) 

eĢitliği bulunur. 

Özel halde  (    ) fonksiyonunun aĢağıdaki açılımları yazılır: 

                  (    )  
 

  
 

 

 
∑    

  

 

 

   

(    )                                    (2.23) 
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0. ( )

0

1
( ) ,

2

n
i x x

l

n

x e l l
l

x x



 



                                            (2.24)          

             
0 0

1

2
( ) 0

n

n n
x x sin x sin x x

l
l

l l

 






                              

 

(2.25)            

ġimdi burada   (    ) fonksiyonunun Fourier dönüĢümünü bulalım, bu amaçla 

Fourier dönüĢümünün tanımına dayanarak aĢağıdaki eĢitliği buluruz.

 

  

                                                      ∫  (    ) 
           

 

  

                                      (2.26) 

Bu eĢitliği ters Fourier dönüĢümünde kullanarak buluruz.  

                             (    )  
 

  
∫      

 

  

        
 

  
∫     (    )

 

  

            (2.27) 

(2.27) formülünden 

                                                            (    )  
 

 
∫    

 

 
 (    )                   (2.28) 

açılımını buluruz. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3.  -FONKSĠYONUNUN UYGULANMASIYLA BĠR SERBEST 

DEĞĠġKENE BAĞLI L DĠFERANSĠYEL OPERATÖRÜNÜN 

VE L- I DĠFERANSĠYEL OPERATÖRÜNÜN GREEN 

FONKSĠYONLARININ ĠNġASI 

Bu kısımda L diferansiyel operatörünün aĢağıdaki eĢitlikle tanımlanan  

               ( )    ( ) ( )    ( ) (   )      ( )                                            (3. ) 

diferansiyel ifadesinin ve 

 

                            ( )  ∑   
 

   

   

  
( )

 ∑   
   

( )

   

   

                                  (3.2) 

sınır Ģartlarının doğurduğu yalnız serbest   ,   - değiĢkenine bağlı diferansiyel 

operatör olduğunu varsayalım. (3. ) ifadesinde   ( )   ,   ( )     ( ) 

fonksiyonları ,   - aralığında tanımlanmıĢ sürekli fonksiyonlar ve önceden verilmiĢ 

fonksiyonlar olduklarını varsayarız. (3.2) sınır Ģartlarında   
  ve   

  katsayıları 

önceden verilmiĢ sabit katsayılardır. (3.2) sınır Ģartlarında  

                                         
( )

  ( )( )|
   

     
( )

  ( )( )|
   

                       (3.3) 

alınmıĢtır. 

Burada ele aldığımız L operatörünün tek bir tane  (   ) Green fonksiyonun 

olduğunu  varsayalım. 

O zaman 

                                                                                                                                        (3.4) 

operatör denkleminin, yani uygun olarak  

                                                    ( )   ( )                                                                       (3.5) 

diferansiyel denkleminin  
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                                                    ( )                                                             (3.6) 

sınır Ģartlarını sağlayan çözümü 

                                                            ( )  ∫ (   ) ( )  

 

 

                                       (3.7) 

formülü ile bulunur. 

(3.5) diferansiyel denkleminde  

                                                                           ( )   (   )                                           (3.8) 

alırsak, yani   -fonksiyon olarak alırsak o zaman (3.7)  formülünden  

                                     ( )  ∫ (   ) (   )  

 

 

  (   )                                       (3.9) 

eĢitliğini buluruz. 

(3.9) eĢitliğinden L operatörünün Green fonksiyonu  (   ) fonksiyonunun (3.5), 

(3.6) sınır değer probleminin veya uygun olarak (3.4) operatör denkleminin  

                                                                    ( )   (   )                                                (3. 0) 

alındığındaki çözümüdür. 

ġimdi biz burada lineer diferansiyel L operatörünün karakteristik  

                                                                                                                            (3.  ) 

değerlerinin tekrarlanmayan karakteristik değerler olduklarını ve reel pozitif sayılar 

olduklarını ve 

                                                                                                               

Ģartlarını sağladıklarını ve bu karakteristik değerlere uygun L operatörünün 
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                                                                                                                  (3. 2) 

eĢitliklerini sağlayan karakteristik   ( )     ( )      ( ),…. fonksiyonlarının 

 ,a b  aralığında ortonormal tam sistem oluĢturduklarını varsayalım, o zaman (3.10) 

eĢitliğindeki  (   ) fonksiyonu için, 

                                           (   )  ∑    ( )   ( )

 

   

                                                 (3. 3) 

açılımını yazabiliriz. 

ġimdi biz burada  (   ) fonksiyonun (3. 3) açılımını kullanarak L operatörünün 

 (   ) Green fonksiyonunu bulalım. Bu amaçla (3.4) denkleminde  ( )   (   ) 

alalım. O zaman (3. 3) açılımını kullanarak (3.4) denklemini aĢağıdaki Ģekilde 

yazarız: 

                                                    ( )  ∑    ( )   ( )

 

   

                                           (3. 4) 

Bu (3.14) denkleminin çözümünü  

                                        ( )  ∑   ( )   ( )

 

   

                                                         (3. 5) 

Ģeklinde arayalım. (3. 5) açılımındaki   ( ), n=1,2,3,… katsayıları aranan 

katsayılardır. (3. 4) denkleminin (3. 5) Ģekilli çözümünü (3. 4) denkleminde yerine 

yazarak ve (3. 2) eĢitliklerini kullanarak aĢağıdaki eĢitliği buluruz: 

∑   

 

   

  ( )   ( )  ∑    ( )

 

   

   ( ) 

 Bu eĢitliğin her yanını    ( ) fonksiyonu ile çarpıp, sonrada  ,a b  aralığında   

değiĢkenine göre integral alırsak ve 
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(       )  ∫    ( )   ( )  

 

 

    {
          
         

 

eĢitliklerini kullanarak  

    ( )     ( )                         

eĢitliğini veya 

                                    ( )  
   ( )

  
                                                    (3. 6) 

  ( ) katsayıları için bulduğumuz bu ifadeleri (3. 5) açılımında yerlerine yazarak ve 

(3.9) eĢitliğinde kullanarak L operatörünün  (   ) Green fonksiyonunu aĢağıdaki 

Ģekilde buluruz. 

                                                 (   )  ∑
   ( )   ( )

  

 

   

                                            (3. 7) 

Aynı Ģekilli iĢlemleri 

                                                                                                                               (3. 8) 

operatör denklemi içinde yaparak      operatörünün   (     ) Green fonksiyonu 

için aĢağıdaki eĢitliği buluruz: 

 

                                       (     )  ∑
   ( )   ( )

    

 

   

                                                 (3. 9) 

bu açılım      ,  n= ,2,… için sağlanır. 

Örnek: 

                                     
   

        ( )                                                        (3.20) 

diferansiyel denkleminin  
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                                                              y (0) = y (1) = 0                                       (3.21) 

sınır Ģartlarını sağlayan çözümünün bulunması probleminin  (   ) Green 

fonksiyonunu inĢa edelim, bu problemdeki  ( ) fonksiyonu       aralığında  

tanımlanmıĢ önceden verilmiĢ bir fonksiyon,   ise parametredir. (3.20),(3.21) 

probleminin Green fonksiyonu inĢa etmek için ℓ(y)=-    diferansiyel ifadesinin ve 

(3.2 ) sınır Ģartlarının doğurduğu L diferansiyel operatörünün             

karakteristik değerlerini ve bu karakteristik değerlere uygun    ( )         

karakteristik fonksiyonlarını aĢağıdaki sınır değer problemini çözerek bulalım: 

                                          
     

   
                                                              (3.22) 

                                         ( )     ( )                                             (3.23) 

(3.22), (3.23) problemini çözerek  

                                                                                                          (3.24) 

ve uygun olarak  

                         ( )  √                                                                         (3.25) 

eĢitliklerini buluruz. 

    ( )  √                      fonksiyonları sistemi ,   - aralığında 

ortonormal sistem oluĢturur. 

Böylece L operatörünün Green fonksiyonu  

                                      (   )  
 

  
∑

   (   )   (   )

  

 

   

                                     (3.26) 

Ģeklinde ve L-    operatörünün Green fonksiyonu  

                                    (     )   ∑
          

(  )   

 

   

                                                 (3.27) 
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Ģeklinde bulunur. 

Böylece (3.20), (3.2 ) sınır değer probleminin çözümünü   

                                                        ( )  ∫ (

 

 

     ) ( )                                      (3.28) 

Ģeklinde veya açık Ģekilde yazarsak 

                                                    ( )  ∑
(    )

(  )   

 

   

  ( )                                      (3.29) 

serisi Ģeklinde buluruz. Burada (    ) katsayısı f(x) fonksiyonunun ortonormal 

*  ( )+ sistemi üzere Fourier katsayısı olup 

                          (    )  ∫ ( )  ( )

 

 

                                              (3.30) 

formülü ile hesaplanır (   ( )  √         ). 

 

 

 

 

 

 



 

 

4. KISMĠ TÜREVLĠ LĠNEER DĠFERANSĠYEL 

OPERATÖRLERĠN GREEN FONKSĠYONUNUN ĠNġASI 

ÖRNEKLERĠ 

Bu bölümde örnekler aĢağıdaki Ģekilde verilmiĢtir. 

 

4.1. Sonlu Uzunluklu Çubukta Isı ĠletiĢiminin Homojen Denklemi Ġçin Sınır    

       Değer BaĢlangıç Değer Probleminin Green Fonksiyonunun ĠnĢası 

Burada aĢağıdaki ısı iletiĢiminin  

                                       
   

   
   

   

   
                                                 (4. ) 

denkleminin  

                                         (   )          (   )                                             (4.2) 

sınır Ģartlarını ve  

                                                   (   )   ( )                                                    (4.3) 

baĢlangıç Ģartlarını sağlayan çözümünün bulunması problemini ele alalım. 

(4.1) denklemi l uzunluklu çubukta ısı iletiĢiminin denklemidir. Bu denklemde ki    

katsayısı sabit sayı olup ısı iletiĢimi katsayısısıdır. Böylece, (4. ), (4.2), (4.3) 

problemine ısı iletiĢimi denklemi için sınır değer baĢlangıç değer problemi denir. Bu 

problemin verilmiĢ  ( ) baĢlangıç ısı dağılımı fonksiyonu için tek bir çözümün 

olduğu gösterilmiĢtir. 

(4.1), (4.2), (4.3) probleminin veya  

                                                             ( )    
   

   
 

  

  
                                            (4.4) 

diferansiyel ifadesinin ve (4.2) sınır Ģartlarının ve (4.3) baĢlangıç Ģartının doğurduğu 

L kısmi türevli   lineer diferansiyel operatörün Green fonksiyonunu  tezin giriĢ 
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kısmında ve Bölüm-3 de gösterilmiĢ yönteme dayanarak inĢa edelim. Bu amaçla 

(4.1), (4.2), (4.3) probleminin verilmiĢ  ( ) fonksiyonuna uygun çözümün  

                              (   )       ∫ (     )

 

 

 ( )                                                (4.5) 

Ģeklinde gösterebildiğimizi varsayalım. Bu durumda     ters operatörünün integral 

operatör olduğunu ve aradığımız   (     ) Green fonksiyonunda     integral 

operatörünün çekirdeği olduğu görülür. 

ġimdi biz     integral operatörünün çekirdeğini bulalım.     operatörünün çekirdeği 

olan  (     ) çekirdeğinin bulmak için  ( )   (   ) alalım. 

(4.5) formülünde  ( ) fonksiyonu yerine  (   ) fonksiyonunu aldığımızda  

 (   )   (     ) 

eĢitliği bulunur. Bu onu gösterir ki  

 (     ) fonksiyonu (4. ) denkleminin sınır Ģartlarını ve  

                                                                    (   )   (   )                                        (4.3 )  

baĢlangıç sınır Ģartını sağlayan çözümüdür. 

Burada  (   ) fonksiyonunun ,   - aralığında tam ortonormal sitem oluĢturan  

  ( )  √
 

 
   

  

 
            fonksiyonları sistemi üzere Fourier serisine 

açılımını alalım: 

                                               (   )  ∑
 

 

 

   

   
  

 
    

  

 
                                  (4.6) 

uygun olarak     operatörünün  (     ) çekirdeği de aĢağıdaki Ģekilde arayalım. 
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                                                      (     )  ∑   ( )

 

   

   
  

 
                                 (4.7) 

bu eĢitlikte   ( ) katsayıları aranan katsayılardır. 

 (     ) fonksiyonunu (4.7) Ģeklinde aradığımızda  (     ) fonksiyonunun (4.2) 

Ģartlarını sağladığı görülür. 

ġimdi (4.7) açılımındaki aranan   ( ) n= ,2,… katsayılarını öyle seçelim ki (4.7) 

eĢitliği ile bulunan  (     ) fonksiyonu (4. ) denkleminide sağlasın.  (     ) 

çekirdeğinin (4. ) denkleminin çözümü olması Ģartından 

∑   ̇

 

   

( )   
  

 
  ∑  ( 

  

 
)   ( )

 

   

   
  

 
  

eĢitliğini buluruz. Burada Fourier serisinin katsayılarının tekliği hakkındaki 

teoremden   ( ) katsayıları için aĢağıdaki diferansiyel denklemi buluruz. 

                                                  ̇( )  . 
  

 
/
 

  ( )                                                 (4.8) 

denkleminin genel çözümü 

                                                             ( )        .
  
 

/
 
                                              (4.9) 

Ģeklinde yazılır. 

   ( ) katsayıları için bulduğumuz (4.9) iadesini (4.7) açılımında yerine 

yazdıgımızda  (     ) çekirdeği için  

                                                (     )  ∑       .
  
 

/
 
    

  

 
 

 

   

                         (4. 0) 

açılımını buluruz. 

 (     ) fonksiyonunu (4.  ) baĢlangıç Ģartını sağlaması için  
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 (     )|    ∑      
  

 
 

 

   

  (   )  ∑
 

 

 

   

   
  

 
    

  

 
  

eĢitliğinin sağlanması gerekir. Bu sonuncu eĢitlikten    katsayıları için aĢağıdaki 

eĢitliği buluruz. 

                                              
 

 
   

  

 
                                                          (4.  ) 

böylece     integral operatörünün  (     ) çekirdeği için aĢağıdaki açılımı buluruz: 

                                              (     )  
 

 
    .

  
 

/
 
    

  

 
    

  

 
                      (4. 2) 

(4. 2) eĢitliği ile bulunan  (     ) fonksiyonu L operatörünün veya (4. ), (4.2), 

(4.3) probleminin Green fonksiyonudur. Böylece (4. ), (4.2), (4.3) probleminin 

çözümü (4.5) Ģeklinde gösterilir ve (4.5) formülündeki  (     ) Green fonksiyonu 

(4. 2) formülü ile tanımlanır. 

4.2. Sonlu Uzunluklu Çubukta Isı ĠletiĢiminin Homojen Olmayan Denklemi     

       Ġçin Sınır Değer BaĢlangıç Değer Probleminin Green Fonksiyonu 

(4. 2) formülü ile bulduğumuz  (     ) fonksiyonunu kullanarak homojen olmayan  

                                                       
  

  
   

   

   
  (   )                                              (4. 3) 

denkleminin 

                                                (   )      (   )                                                       (4. 4) 

sınır Ģartlarını ve 

                                    (   )|      (   )                                                              (4. 5) 

baĢlangıç Ģartlarını sağlayan çözümünü 
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                                    (   )       ∫∫ (       ) (   )    

 

 

 

 

                  (4. 6) 

formülü ile buluruz. 

Bu  (       ) fonksiyonu (4.13),(4.14),(4.15) probleminin Green fonksiyonu olup 

                            (       )  
 

 
∑     .

  
 

/
 
      

  

 
    

  

 
 

 

   

                    (4. 7) 

formülü ile tanımlanır. 

Bunu göstermek için (4. 6) formülünde  

                                       (   )   (   ) (   )                                             (4. 8) 

alırsak ve    -fonksiyonunun özelliği kullanarak 

                                                             (   )   (       )                                     (4. 9) 

eĢitliğini buluruz. 

Böylece, (4. 3), (4. 4), (4. 5) probleminin çözümü (4. 7) formülü ile tanımlanan     

 (       ) Green fonksiyonunun yardımıyla (4. 6) Ģeklinde bulunur. 

4.3. Homojen Olmayan Isı ĠletiĢimi Denklemi Ġçin Homojen Olmayan Sınır  

       Değer BaĢlangıç Değer Probleminin Çözümünün Green Fonksiyonunun 

       Uygulanmasıyla Ġfade Edilmesi 

Burada biz homojen olmayan, 

                                            
  

  
   

   

   
  (   )                                   (4.20) 

denkleminin homojen olmayan 

                    (   )    ( )    (   )    ( )                                (4.2 ) 
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sınır Ģartlarını ve homojen olmayan 

                                      (   )   ( )                                                      (4.22) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması problemini ele alalım. 

Bu (4.20), (4.21), (4.22) problemini çözmek için aranan  (   ) fonksiyonunu  

                                               (   )   (   )   (   )                                              (4.23) 

Ģeklinde arayalım. Burada  (   ) fonksiyonu belli fonksiyon olup seçim yöntemi 

ifadesi aĢağıda gösterilecektir.  (   ) fonksiyonu yeni aranan fonksiyondur. 

(4.23) açılımını (4.20) denklemide ve (4.2 ), (4.22) Ģartlarında  (   ) 

fonksiyonunun yerine yazdığımızda  (   ) aranan fonksiyonu için aĢağıdaki sınır 

değer problemini buluruz. 

                                                                 
  

  
   

   

   
  (̅   )                                  (4.24) 

                                                 (   )    ̅̅ ̅( )    (   )    ̅̅ ̅( )                         (4.25) 

                                                                      (   )   ̅( )                                            (4.26) 

burada  

                                   (̅   )   (   )  (        )               

  ̅̅ ̅( )    ( )   (   )  

  ̅̅ ̅( )    ( )   (   )  

 ̅( )   ( )   (   ) 

Ģimdi buradaki yardımcı  (   ) fonksiyonunu öyle seçelim ki, 

  ̅̅ ̅( )       ̅̅ ̅ ( )    

Ģartları sağlansın. Bunun için  (   ) fonksiyonunu 
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 (   )    ( )  
 

 
(  ( )    ( )) 

Ģeklinde seçmek yeterlidir. 

O zaman  (̅   ) fonksiyonu 

                                          (̅   )   (   )  (  ̇( )  
 

 
(  ̇( )    ̇( )))           (4.28) 

formülü ile, ̅( ) fonksiyonu ise  

                                            ̅( )   ( )  (  ( )  
 

 
(  ( )    ( ))                 (4.29) 

formülü ile bulunur. 

Böylece yeni aranan  (   ) fonksiyonunu bulmak için homojen olmayan ısı 

iletiĢimi  

                                         
  

  
   

   

   
  (̅   )                                     (4.30) 

denkleminin 

                               (   )       (   )                                             (4.3 ) 

homojen sınır Ģartlarını ve homojen olmayan  

                                              (   )   ̅( )                                                      (4.32) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünü bulmamız gerekir. 

(4.30), (4.31), (4.32) sınur değer baĢlangıç değer probleminin çözümü aĢağıdaki 

formülle bulunur. 

                   (   )  ∫ (     ) ̅( )  

 

 

 ∫∫ (       ) (̅ )    

 

 

 

 

           (4.33) 
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(4.33) formülündeki  (     ) ve  (       ) Green fonksiyonları uygun olarak 

(4. 2) ve (4. 7) formülleri ile ifade olunurlar. 

Örnek: ġimdi biz burada uçları sabit sıcaklıkta sağlanan l uzunluklu çubukta ısı 

iletiĢimi problemini ele alalım. Yani burada homojen ısı iletiĢimin  

                                
  

  
   

   

   
                                                                 (4.34) 

denkleminin  

                             (   )        (   )                                             (4.35) 

sınır Ģartlarını ve  

                                                (   )   ( )                                             (4.36) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümü bulunması problemini ele alalım. 

(4.35) Ģartındaki     ve    sabit sayılar olup çubuğun uçlarındaki sıcaklıkları 

gösterir. 

(4.34), (4.35), (4.36) probleminin çözümünü 

                                              (   )   (   )   ( )                                                   (4.37) 

Ģeklinde arayalım. Buradaki  ( ) ve  ( ) fonksiyonlarını aĢağıdaki sınır değer 

problemlerin çözümü olarak buluruz. 

                                                                                                                                      (4.38) 

denkleminin 

                                                                       
 ( )    

 ( )    
}                                                   (4.39) 

sınır Ģartlarını sağlayan 

                                             ( )     
 

 
(     )                                                    (4.40) 
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çözümüdür. 

 (   ) fonksiyonunu bulmak için ise homojen  

                                                                         
  

  
   

   

   
                                           (4.4 ) 

denkleminin homojen 

                                                (   )       (   )                                            (4.42) 

sınır Ģartlarını ve homojen olmayan 

                              (   )   ( )   ( )   ̅( )                                                     (4.43) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünü bulmamız gerekir. 

(4.41), (4.42), (4.43) probleminin çözümü  

                                            (   )  ∫ (     ) ̅( )  

 

 

                                            (4.44) 

formülü ile bulunur. Bu formüldeki 

 (     ) fonksiyonu (4.41), (4.42), (4.43) probleminin Green fonksiyonu olup 

(4.12) formülü ile tanımlanır. 

4.4. Sonsuz Çubukta Isı ĠletiĢimi Denklemi Ġçin BaĢlangıç Değer    

       Probleminin Green Fonksiyonunun ĠnĢası 

Burada biz sonsuz çubukta ısı iletiĢiminin homojen  

                                         
  

  
   

   

   
                                                 (4.45) 

denkleminin homojen olmayan 

                                                        (   )   ( )                                       (4.46) 
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baĢlangıç Ģartını sağlayan baĢlangıç değer probleminin  -fonksiyonun 

kullanılmasıyla Green fonksiyonunu inĢa edelim. 

Böylece (4.45), (4.46) probleminin Green fonksiyonunu inĢa etmek için (4.46)  

Ģartında  

                                                                   ( )   (   )                                             (4.47) 

alalım ve  - fonksiyonunun aĢağıdaki Fourier integrali açılımını kullanalım. 

                                                         (   )  
 

 
∫    

 

 

 (   )                              (4.48) 

Bu yüzdende (4.45), (4.46) probleminin (4.47) eĢitliğinin sağlanmasıyla  (     ) 

Green fonksiyonunu (4.48) açılımına uygun olarak 

                                                   (     )  
 

 
∫   ( )    (   )  

 

 

                      (4.49) 

Ģeklinde arayalım. 

(4.49) fonksiyonu tanıma göre (4.45) denkleminin çözümü olduğundan (4.49) 

ifadesinin (4.45) denkleminde u(x,t) fonksiyonunun yerine yazarsak  

 

 
∫   ̇( )    (   )  

 

 

 
 

 
∫(     )  ( )    (   )  

 

 

 

eĢitliğini buluruz. 

Bu eĢitliğin sağlanması için  

  ̇( )  (  )   ( )    

eĢitliğinin sağlanması gerekir. 

Bu diferansiyel denkleminin genel çözümü  
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  ( )    
( )( )  (  )   

Ģeklinde yazılır. Burada   
( )

 katsayısı t değiĢkenine bağlı olmayan aranan 

katsayıdır. 

  ( ) katsayısı için bulduğumuz bu ifadeyi (4.49) açılımında  yerine yazarak 

aĢağıdaki ifadeyi buluruz. 

 (     )  
 

 
∫   

( )  (  )      (   )  

 

 

 

Bu eĢitlikteki   
( )

 katsayısını öyle seçelim ki 

 (     )|     (   )  
 

 
∫     (   )  

 

 

 

baĢlangıç Ģartında sağlasın yani 

 (     )|    
 

 
∫   

( )    (   )  

 

 

 
 

 
∫     (   )  

 

 

 

eĢitliğinin sağlanması gerekir. Bu sonuncu eĢitliğin sağlanması için  

  
( )    

alınması gerekir. 

Böylece (4.45), (4.46) probleminin Green fonksiyonu için  

                                           (     )  
 

 
∫            (   )  

 

 

                           (4.50) 

ifadesini buluruz. 

(4.50) eĢitliğinin sağ yanındaki integrali hesaplayalım. Bu amaçla  
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                                                                  ( )  ∫      
       

 

 

                                (4.5 ) 

integralini ele alalım. (4.5 ) integralinde a parametresine sabit gibi bakalım. O 

zaman (4.5 ) eĢitliğinin her yanından t değiĢkenine göre türev alırsak 

  ( )

  
  ∫             

 

  
∫           

 

 

 

 

 

 

eĢitliğini buluruz. Bu eĢitliğin sağ yanındaki integrali parça parça integrallersek 

aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

  ( )

  
 

 

  
     

     | 
   

 

  
∫      

 

 

        
 

  
 ( ) 

Böylece  ( ) integralini bulmak için  

  ( )

  
 

 

  
 ( ) 

diferansiyel denklemini buluruz. 

Bu diferansiyel denklemin genel çözümü 

                                                                              ( )     
  

                                          (4.52) 

Ģeklindedir. Burada c, t ye bağlı olmayan keyfi sabittir. 

(4.5 ) eĢitliğinden  

 ( )  
 

 
√

 

 
 

eĢitliğini, ama (4.52) eĢitliğinden 

 ( )    

eĢitliğini buluruz. Böylece, 
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√

 

 
 

olduğunu ve  

 ( )  
 

 
√

 

 
  

  

   

eĢitliğini buluruz. Böylece (4.5 ) integralinin değeri  

 ( )  ∫      

 

 

        
 

 
√

 

 
  

  

   

olur. O zaman 

                (     )    
 

 
∫     (   )

 

 

  (  )     
 

  √  
 

 
(   ) 

                    (4.53) 

Ģeklinde bulunur. 

Green fonksiyonunun (4.53) ifadesini kullanarak (4.45), (4.46) probleminin 

çözümünü  

                                                            (   )  ∫   (     )

 

  

 ( )                            (4.54) 

Ģeklinde buluruz. 

Not 1:  (4.5 ) eĢitliğinde t=0 aldığımızda  

 ( )  
 

 
√

 

 
 

eĢitliğini bulurken  

                                                                      ∫     
  

  

  

 √                                      (4.55) 
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eĢitliğini kullandık. 

Not 2: Tamamen benzer iĢlemleri yaparak tüm üç boyutlu uzayda ısı iletiĢiminin  

                        
  

  
   (

   

   
 

   

   
 

   

   
)                             (4.56) 

                                                   (       )   (   ) (   ) (   )                (4.57) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan Green fonksiyonunun 

                               (             )  
 

(  √  ) 
 

 
(   )  (   )  (   ) 

    
 
            (4.58) 

Ģeklinde olduğunu buluruz. 

(4.56) denkleminin  

                 (       )   (     )                                                      (4.59) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümü 

    (       )  ∫ ∫ ∫  (     ) (             )                                 

 

  

 

  

 

  

(4.60) 

Ģeklinde bulunur. 

4.5. Sonsuz Çubukta Homojen Olmayan Isı ĠletiĢimi Denklemi     

       Ġçin BaĢlangıç Değer Probleminin Green Fonksiyonunun ĠnĢası 

Burada homojen olmayan ısı iletiĢimi  

                                    
  

  
   

   

   
  (   )                                     (4.6 ) 

denkleminin homojen  

                                                        (   )                                                 (4.62) 
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baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonun 

inĢa yöntemini gösterelim. Bu amaçla (4.6 ) denkleminin sağ yanındaki  (   ) 

fonksiyonunu 

                                           (   )   (   ) (   )                                  (4.63) 

Ģeklinde alalım. 

O zaman (4.61) denklemi bu halde 

                                              
  

  
   

   

   
  (   ) (   )                                   (4.64) 

Ģeklinde yazılır. (4.64) denkleminde  (   ) fonksiyonunun  

                                                            (   )  
 

 
∫     (   )  

 

 

                        (4.65) 

açılımını kullanarak (4.64) denkleminin çözümünü uygun olarak 

                                              (   )  
 

 
∫   ( )    (   )  

 

 

                               (4.66)  

açılımı Ģeklinde arayalım.  (   ) fonksiyonunun (4.65) ifadesini ve aranan 

 (   )fonksiyonunun (4.66) ifadesinin (4.64) denkleminde yerine yazdığımızda 

aranan   ( ) katsayısı için aĢağıdaki denklemi buluruz. 

                                                       ( )̇        ( )   (  τ)                                 (4.67) 

(4.62) baĢlangıç Ģartından (4.67) denklemi için homojen  

                                                                      ( )                                                         (4.68) 

baĢlangıç Ģartını buluruz. 

(4.67) denklemini çözmek için bu denklemin her yanını        çarptığımızda  

(  ( ) 
     )         (   ) 
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eĢitliğini buluruz. Bu eĢitliği t değiĢkenine göre 0-dan t-ye kadar integrallediğimizde 

ve (4.68) baĢlangıç Ģartını kullanarak aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

        ( )  ∫ (  )   (   )

 

 

    

bu eĢitliğin her yanını        fonksiyonuna bölerek  

  ( )  ∫      (   ) (   )

 

 

    

eĢitliğini buluruz. 

Bu eĢitliğin sağ yanında  - fonksiyonunun tanımını kullanarak   ( ) fonksiyonu için 

aĢağıdaki ifadeyi buluruz. 

                                                                      ( )        (   )                                      (4.69) 

   ( ) fonksiyonu için bulduğumuz (4.69) ifadesini (4.66) açılımında yerine yazarak  

                                          (   )  
 

 
∫       (   )

 

 

    (   )                          (4.70) 

eĢitliğini buluruz. 

Bu integrali önceki (4.4) kısmında hesaplamıĢtık. Bu (4.70) integralinin değerini 

kullanarak (4.61), (4.62) probleminin  (       ) Green fonksiyonu için  

 (       )  
 

 
∫       (   )

 

 

    (   )   
 

 √   (   )
 

 
(   ) 

   (   )  (4.7 ) 

ifadesini buluruz. 

Böylece 

                                     
  

  
   

   

   
  (   )                                  (4.72) 
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                                                   (   )   ( )                                  (4.73) 

probleminin çözümünü, 

                     (   )  ∫  (     )

 

  

 ( )   ∫ ∫  (       )

 

  

 

 

                 (4.74) 

Ģeklinde buluruz. 

Not 1: Burada biz benzer Ģekilde üç boyutlu uzayda homojen olmayan ısı 

iletiĢiminin  

                                         
  

  
   (

   

   
 

   

   
 

   

   
)   (       )                   (4.75)  

denkleminin homojen olmayan  

                 (       )   (     )                                                      (4.76) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünü  

  (       )  ∫ ∫ ∫  (     ) (             )      

  

  

  

  

  

  

 ∫ ∫ ∫ ∫  (               )        

  

  

  

  

  

  

 

 

                      (4.77) 

Ģeklinde buluruz. 

Buradaki  (             ) fonksiyonu (4.75), (4.76) probleminin Green fonksiyonu 

olup (4.58) formülü ile tanımlanır. 

Not 2: Sınırsız levhada ısı iletiĢiminin homojen olmayan 

                          
  

  
   (

   

   
 

   

   
)   (         )        (4.78) 

denkleminin homojen olmayan 
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                 (     )   (   )                                                            (4.79) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonuda 

üstte gösterdiğimiz yöntemle bulunur ve  

                                      (         )  
 

     
 

 
(   )  (   ) 

                                    (4.80) 

formülü ile gösterilir. 

(4.78), (4.79) probleminin (4.80) Green fonksiyonunun yardımıyla aĢağıdaki Ģekilde 

yazılır. 

 (     )  ∫ ∫  (         )

  

  

 (   )    

  

  

 ∫ ∫ ∫  (           )

  

  

  

  

 

 

 (     )                                (4.8 ) 

4.6.  Yarı Sonsuz Çubukta Isı ĠletiĢimi Denklemi Ġçin Sınır Değer BaĢlangıç  

        Değer Probleminin Green Fonksiyonunun ĠnĢası 

Burada biz yarı sonsuz çubukta ısı iletiĢiminin  

                                    
  

  
   

   

   
                                               (4.82) 

denkleminin  

                                                         (   )                                                    (4.83)  

sınır Ģartını ve  

                                                       (   )   ( )                                 (4.84) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonunu 

inĢa edelim. 

Bu amaçla biz burada sonsuz telde ısı iletiĢiminin 
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                                               (4.85) 

denkleminin  

                                                       (   )   ( )                                 (4.86) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün  

                                          (   )  ∫  ( )

 

  

 

  √  
 

 
(   ) 

                                       (4.87) 

formülünü kullanalım. 

(4.87) formülünün aĢağıdaki Ģekilde yazalım. 

                    (   )  
 

  √  
∫ * ( ) 

 
(   ) 

      (  ) 
 

(   ) 

    +   

 

 

                  (4.88) 

(4.88) formülünde x=0 alalım. O zaman aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

                             (   )  
 

  √  
∫, ( )   (  )- 

 
(   ) 

      

 

 

                           (4.89) 

Bu (4.89) eĢitliğinden kolaylıkla görüyoruz ki  

                                              (   )   (   )                                                             (4.90) 

sınır Ģartının sağlanması için (4.84) baĢlangıç Ģartındaki  ( ) fonksiyonunu 

        aralığından (    ) aralığına kadar fonksiyon olarak devam ettirmek 

yeterlidir. 

Yani  ( ) fonksiyonunun 

                                          (  )    ( )                                                    (4.9 ) 

Ģartını sağlaması gerekir. O zaman (4.82), (4.83), (4.84) probleminin çözümü 
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                                  (   )  ∫
 

  √  
* 

 
(   ) 

      
 

(   ) 

    +  ( )                   

 

 

(4.92) 

Ģeklinde bulunur. 

Böylece; (4.82), (4.83), (4.84) probleminin Green fonksiyonunu 

                                  (     )  
 

  √  
* 

 
(   ) 

      
 

(   ) 

    +                                 (4.93) 

Ģeklinde buluruz. 

Bu yüzden (4.93) eĢitliğini kullanarak (4.92) çözümünü aĢağıdaki Ģekilde yazabiliriz. 

                                                     (   )  ∫  ( )      ))          

 

 

                           (4.94) 

uygun olarak  

                                     
  

  
   

   

   
  (   )                             (4.95) 

                                                              (   )                                                (4.96) 

                                                             (   )   ( )                                    (4.97) 

probleminin çözümünü  

              (   )  ∫  (     ) ( )  

 

 

 ∫∫  (       ) (   )

 

 

 

 

                (4.98)  

Ģeklinde buluruz. 

(4.98)  formülündeki  (     ) fonksiyonu (4.93) formülü ile tanımlanır 
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Not :  

                                      
  

  
   

   

   
                                                    (    )  

denkleminin  

                                                                  
  

  
(   )                                     (4. 00) 

sınır Ģartını ve  

                                                             (   )   ( )                        (4. 0 ) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonunun 

                                   (     )  
 

√     
, 

 
(   ) 

      
 

(   ) 

    -                      (4. 02) 

Ģeklinde olduğu bulunur. 

(4. 02) formülünü bulmak için (4.88) açılımını kullanarak (4. 0 ) de verilen  ( )  

fonksiyonunu (0,   ) aralığından (    ) aralığına çift olarak devam ettirmek 

yeterlidir.  ( )   (  ) gibi Ģartı sağlaması gerekir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

5. DĠKDÖRTGEN      ġEKĠLLĠ     LEVHADA     ISI ĠLETĠġĠMĠ  

    DENKLEMĠ ĠÇĠN BĠRĠNCĠ  SINIR DEĞER PROBLEMĠNĠN 

    GREEN FONKSĠYONU 

Dikdörtgen Ģekilli bir levhanın verildiğini ve bu levhanın                

olmak üzere xoy düzleminde yerleĢtiğini ve ölçülerinin    ve    olduğunu varsayalım. 

Bu levhada ısı iletiĢiminin 

                                       
  

  
   .

   

   
 

   

   
/                                         (5.1) 

denkleminin homojen 

                     
 (     )      (      )              

 (     )     (      )              
}                                  (5.2) 

sınır Ģartlarını ve homojen olmayan  

                (     )   (   )                                            (5.3) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonunu 

inĢa edelim. 

Bu amaçla (5.3) baĢlangıç Ģartındaki  (   ) fonksiyonunu  -fonksiyon olarak 

aĢağıdaki Ģekilde alalım. 

                                                    (   )   (   ) (   )                                        (5.4) 

Burada  (   ) (   ) fonksiyonunun ,    - ,     -  dikdörtgeninde ortonormal 

tam sistem oluĢturan  

                                          ,(
√ 

√  
   

  

  
 )  (

√ 

√  
   

  

  
 )-

   

 

                                   (5.5) 

sistemi üzere Fourier serisine açılımını kullanalım. 
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           (   ) (   )  
 

    
∑    

  

  
    

  

  
    

  

  
    

  

  
  

                      (5.6) 

uygun olarak (5.1) denkleminin (5.2) sınır Ģartını sağlayan 

                                                    (     )   (   ) (   )                                   (5.7) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünü 

                                        (     )  ∑     ( )
 

    

 

     

   
  

  
    

  

  
                  (5.8)  

Ģeklinde arayalım. (5. ) denkleminin çözümünü (5.8) Ģeklinde aldığımızda (5.2) sınır 

Ģartları sağlanır. (5.8) açılımında     ( ) katsayıları aranan katsayılardır.     ( ) 

katsayılarını bulmak için (5.8) çözümünü (5. ) denkleminde yerine yazalım. O 

zaman aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

     ∑ [    ( )̇  [(
   

  
)  (

   

  
) ]     ( )]

 

     

   
  

  
    

  

  
                 (5.9) 

(5.9) eĢitliğinin sağlanması için 

                                      
̇ ( )  *(

   

  
)
 

 (
   

  
)
 

+     ( )                             (5. 0) 

eĢitliğinin sağlanılması gerekir. 

(5. 0) denkleminin genel çözümü 

                                                   ( )       
 [.

   
  

/
 
 .

   
  

/
 
] 
                                 (5.  ) 

Ģeklinde bulunur. Burada      keyfi sabit sayılardır. 

     ( ) katsayıları için bulduğumuz (5.  ) ifadelerinin (5.8) açılımında yerine 

yazarak (5. ) denkleminin (5.2) Ģartını sağlayan çözümünü  

          (     )  ∑      
 [.

   
  

/
 
 .

   
  

/
 
]  

    
   

  

  
    

  

  
 

 

     

         (5. 2) 
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Ģeklinde buluruz. (5. 2) çözümündeki keyfi      sabitlerinin öyle seçelim ki (5. 2) 

çözümüm (5.7) baĢlangıç Ģartınıda sağlasın. Bu      katsayılarını bulmak için (5. 2) 

de t=0 alalım ve  (   ) (   )  fonksiyonunun (5.6) Fourier açılımına 

eĢitleyelim o zaman buluruz 

           (     )  ∑     

 

     

 

    
   

  

  
    

  

  
            

 ∑ (   
  

  
    

  

  
 

 

     

)
 

    
   

  

  
    

  

  
                           (5. 3) 

Bu eĢitlikten Fourier serisinin katsayılarının tekliği hakkındaki teoreme dayanarak 

buluruz: 

                                           
  

  
    

  

  
                                                 (5. 4) 

      katsayıları için bulduğumuz bu ifadeleri (5. 2) çözümünde yerlerine yazarak 

(5.1), (5.2), (5.3) probleminin Green fonksiyonunu aĢağıdaki Ģekilde buluruz. 

 (         )      

 
 

    
∑  

 [.
   
  

/
 
 .

   
  

/
 
] 
   

  

  
    

  

  
    

  

  
    

  

  
  

 

     

                      (5. 5)  

(5.1), (5.2), (5.3) probleminin çözümünü (5. 5) Green fonksiyonunu kullanarak  

                                        (     )  ∫ ∫  (         )

  

 

  

 

 (   )                        (5. 6) 

Ģeklinde yazabiliriz. 

Not: Burada bulduğumuz (5. 5) formülü ile gösterilen  (         )  Green 

fonksiyonunun yardımıyla homojen olmayan 

                
  

  
   (

   

   
 

   

   
)   (   )                         (5. 7) 
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denkleminin homojen 

                       
 (     )      (      )              

 (     )     (      )              
}                              (5. 8) 

sınır Ģartlarını ve homojen olmayan  

                               (     )   (   )                                            (5. 9)  

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümün 

           (     )  ∫ ∫  (         )

  

 

  

 

 (   )    

 ∫∫ ∫  (           ) (     )       

  

 

  

 

 

 

                              (5.20) 

formülü ile buluruz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

6. SONSUZ     TELĠN     TĠTREġĠMLERĠ     DENKLEMĠ     ĠÇĠN  

    BAġLANGIÇ         DEĞER            PROBLEMĠNĠN           GREEN 

    FONKSĠYONUNUN  ĠNġASI 

Sonsuz telin serbest titreĢimlerinin  

                                       
   

   
   

   

   
                                                     (6. ) 

denkleminin homojen olmayan 

                                                      (   )   ( )                                    (6.2) 

                                                           (   )   ( )                                       (6.3) 

baĢlangıç Ģartını sağlayan çözümünün bulunması probleminin  (   ) Green 

fonksiyonu aĢağıdaki problemin çözümü gibi tanımlanabilir. 

                                      
   

   
   

   

   
                                                    (6.4) 

                                                 (   )                                                 (6.5) 

                                                     (   )   ( )                                   (6.6)  

(6.4), (6.5), (6.6) probleminin çözümü  

                                             (   )  
 

  
, (    )   (    )-                             (6.7) 

Ģeklinde bulunur. Burada (6.7) formülündeki  ( ) fonksiyonu birim fonksiyon olup 

aĢağıdaki formülle tanımlanan fonksiyondur. 

                                                                     ( )  {
     
     

                                       (6.8) 

Önce burada (6.7) formülü ile tanımladığımız  (   ) fonksiyonunun (6.4), (6.5) 

,(6.6) probleminin çözümü olduğunu gösterelim. Bunun için  (   ) fonksiyonunun 

(6.4) denklemindeki türevlerini bulalım: 
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  (   )  
 

  
, (    )   (    )- 

(burada biz birim fonksiyonun türevinin  - fonksiyon olduğunu kullandık) 

   (   )  
 

  
,  (    )    (    )- 

  (   )  
 

  
, (    )   (    )- 

böylece  

   (   )  
 

 
,  (    )    (    )- 

   (   ) ve    (   ) için bulduğumuz ifadeleri (6.4) denkleminde uygun olarak 

   (   ) ve    (   ) türevlerinin yerlerine yazdığımızda  

   (   )       (   ) 

eĢitliğinin sağlandığını görürüyoruz (6.5)  baĢlangıç Ģartını sağladığıda 

 (   )  
 

  
, ( )   ( )-    

eĢitliğinden görülür 

(6.6) eĢitliğinin sağlandığı (baĢlangıç Ģartının sağlandığı) 

  (   )  
 

 
, ( )   ( )-   ( ) 

eĢitliğinden görülür. 

Yani (6.7) eĢitliği ile tanımladığımız  (   ) fonksiyonu (6.4), (6.5), (6.6) 

probleminin çözümüdür. 

ġimdi 



44 

 

                                                                           
   

   
   

   

   
                                          (6.9) 

denkleminin homojen olmayan 

                                                                      (   )                                                       (6. 0) 

                                                                          (   )   ( )                                        (    ) 

baĢlangıç değer probleminin çözümünün  (   ) fonksiyonun yardımıyla  

                                   (   )  ∫  (     ) ( )    (   )   ( )

 

  

               (6. 2) 

formülü ile bulunduğunu gösterelim. 

Burada 

                       

olduğundan  

            

 (   )   (   )   ( )     ( )    

  (   )    (   )   ( )   ( )   ( )   ( ) 

olur yani (6. 2) formülü ile tanımlanan v(x,t) fonksiyonu(6.9), (6.10), (6.11) 

probleminin çözümüdür. 

(6. 2) formülü ile tanımlanan v(x,t) fonksiyonunu aĢağıdaki Ģekilde yazalım. 

 (   )  ∫  (     ) ( )   ∫  (   ) (   )   

 

  

 

  

 

  
∫  ( )  

    

    

 

Böylece (6.9), (6.10), (6.  ) probleminin çözümü 
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                                                    (   )  
 

  
∫  ( )  

    

    

                                       (6. 3) 

Ģeklinde bulundu. Bu formülle  ( ) fonksiyonunun integrallenen olduğunu 

varsayarız. 

ġimdi  (   ) fonksiyonunun 

          

 (   )    

  (   )   ( ) 

probleminin çözümü olduğunda 

 (   )  
 

  
 (   ) 

fonksiyonunun  

                                                                                                                                (6. 4) 

                                                                   (   )   ( )                                                (6. 5) 

                                                                          (   )                                                  (6. 6) 

probleminin çözümü olduğunu gösterelim. 

Bunu göstermek için 

          

eĢitliğinin her yanının t değiĢkenine göre türevimi alalım. O zaman buluruz. 

(  )     (  )   

yani  
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için 

          

denklemini sağlar. Diğer yandan  

 (   )    (   )   ( ) 

  (   )     (   )     (   )   ( )    

 ( ) fonksiyonu sürekli fonksiyon olduğunda 

 (   )    (   )  
 

  
{

 

  
∫  ( )  

    

    

}  
 (    )   (    )

 
 

olur. Yani 

                                          (   )  
 (    )   (    )

 
                                      (6. 4) 

fonksiyonu (6.14), (6.15), (6. 6) probleminin çözümü olur. 

Böylece (6. ), (6.2), (6.3)  baĢlangıç değer probleminin çözümünü  ( ) fonksiyonu 

sürekli fonksion  ( ) fonksiyonu integrallenen fonksiyon olduğunda aĢağıdaki 

formülle 

              (   )    (   )  ( )   (   )   ( )

 ∫   (     ) ( )   ∫  (     ) ( )  

 

  

 

  

                     (6. 5) 

formülü ile veya 

                             (   )  
 (    )   (    )

 
 

 

  
∫  ( )  

    

    

                (6. 6) 

formülü ile buluruz. 
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(    ) formülünden (6.7) formülü ile tanımladığımız  (   ) fonksiyonunun (6.1), 

(6.2), (6.3)  probleminin Green fonksiyonu olduğu görülür. 

(6.1), (6.2), (6.3)   probleminin (6. 6) formülü ile bulunan çözümüne D’alambert 

çözümü (6. 6) formülüne de D’alambert formülü denir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

7. SONLU   TELĠN  TĠTREġĠMLERĠ   DENKLEMĠ   ĠÇĠN   SINIR  

   DEĞER    BAġLANGIÇ   DEĞER    PROBLEMĠNĠN    GREEN 

   FONKSĠYONUNUN ĠNġASI 

Biz burada sonlu l uzunluklu telin mecburi titreĢimlerinin 

                             (   )     
 

 
                                       (7. ) 

denkleminin   

                                                                
 (   )   
 (   )   

}                                                   (7.2) 

sınır Ģartlarını ve homojen olmayan 

                                                          
 (   )   ( )

  (   )   ( )
}                                          (   ) 

baĢlangıç Ģartlarını sağlayan çözümünün bulunması probleminin Green fonksiyonuna 

inĢa edelim 

Bu amaçla aĢağıdaki 

                                                                (   ) (   )                               (7.4) 

denkleminin  

                                             (   )       (   )                                   (7.5) 

sınır Ģartlarını ve  

                                                                 
 (   )   
  (   )   

}                                          (7.6) 

baĢlangıç Ģartlarını sağlayan çözümünü bulmamız gerekir. 

(7.4), (7.5), (7.6) problemini çözmek için  (   ) fonksiyonunun 
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                                                (   )  ∑
 

 
   

  

 
    

  

 

 

   

                                   (7.7) 

açılımını kullanalım. 

(7.4) denkleminin çözümünde uygun olarak aĢağıdaki Fourier serisi Ģeklinde 

arayalım. 

                                           (   )  ∑   ( )

 

   

   
  

 
                                                (7.8) 

Ģeklinde arayalım (7.8) Ģeklindeki çözüm (7.5) sınır Ģartlarını sağlar. 

(7.8) çözümündeki aranan   ( ) katsayılarını bulmak için (7.8) çözümünü (7.4) 

denkleminde (7.7) açılımını dikkate alırsak yerine yazalım. 

O zaman aĢağıdaki eĢitliği buluruz. 

∑   ( )

 

   

   
  

 
 {   .

  

 
/
 

  ( )    ̈( )  
 

 
   

  

 
  (   )} 

bu eĢitliğin sağlanması için  

                                            ̈( )  .
  

 
/
 

    ( )  
 

 
   

  

 
  (   )                   (7.9) 

eĢitliğinin sağlanması gerekir. (7.9) denklemi için (7.6) baĢlangıç Ģartlarından (7.9) 

denklemi için 

                                                     ( )        ̇( )                                           (7. 0) 

baĢlangıç Ģartlarını buluruz. 

(7.9) denkleminin (7. 0) baĢlangıç Ģartlarındaki çözümünü aĢağıdaki Ģekilde bulunur. 

                            ( )  
 

 
   

  

 
 ∫

 

   

 

 
   

   

 
(   ) (   )

 

 

                (7.  ) 
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(7.  )  eĢitliğinin sağ yanındaki integralde  - fonksiyonunun tanımını kullanarak 

   ( ) çözümünü aĢağıdaki Ģekilde buluruz. 

                                        ( )  
 

 
   

  

 
 

 

   
   

   

 
(   )                               (7. 2) 

   ( ) katsayıları için bulduğumuz (7. 2) ifadesinin (7.8) açılımında yerine yazarak 

(7.1), (7.2), (7.3) probleminin Green fonksiyonunun aĢağıdaki Ģekilde buluruz. 

                         (       )  
 

  
∑

 

 

 

   

   
  

 
(   )   

  

 
    

  

 
               (7. 3) 

(7.13)  Green fonksiyonunu kullanarak 

(7.1), (7.2), (7.3) probleminin çözümünü aĢağıdaki Ģekilde buluruz. 

 (   )  ∫  (  

 

 

   ) ( )   ∫ (  

 

 

   ) ( )   

                                           ∫∫ (  

 

 

 

 

     ) (   )                                             (7. 4) 

burada gösterdiğimiz yöntemle sonlu boyutlu (ölçülü) zarın, küpün, prizmanın vs 

cisimleri için sınır değer baĢlangıç değer problemleri ile bağlı titreĢim 

denklemlerinin Green fonksiyonlarını inĢa edebiliriz. 
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SONUÇ 

Bu çalıĢmada  -fonksiyonunun tanımı verildi.  -fonksiyonun Fourier serisine açılımı 

ve Fourier dönüĢümü gösterildi.  -fonksiyonun Fourier serisine açılımı ve Fourier 

dönüĢümü ve diğer özelliklerininin kullanımı ile lineer diferansiyel operatörlerin 

Green fonksiyonunun inĢa yöntemi gösterildi. Isı iletiĢimi ve dalga denklemleri için 

baĢlangıç değer, sınır değer –baĢlangıç değer problemlerinin Green fonksiyonları 

inĢa edildi ve uygun problemlerin çözümleri Green fonksiyonunun yardımıyla 

yazıldı. 
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