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OZET
Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimlerde calismayla ilgili literatiir ve
temel bilgiler verildi. Ugiincii bolimde ¢, ve @, yakin-halka kavramlarinin birbirleriyle ve

regiiler yakin-halkalarla iligkileri incelendi. Dérdiincii boliimde yakin-halkalarda bi-ideallik,

bi-regiilerlik kavramlarinin bir¢ok farkli yakin-halka gesitleriyle iligkileri irdelendi. Orijinal

bir ¢alismadan olusan besinci boliimde, ¢, yakin-halkalarin regiiler yakin-halkalarla ¢esitli
iligkileri elde edildi. Ayrica, bir yakin-halkanin ¢, alt yakin-halkasi tanimlanmus ve ¢esitli

ozellikleri ispatlanmistir. ¢, ve ¢, alt yakin-halkalarin yakin-halka homomorfizmi altinda

ozellikleri arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Yakin-Halka, ¢, Yakin-Halka, «, Yakin-Halka, Regiiler Yakin-

Halka.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. The literature and basic informations about the study

have been given in the first and second chapters. In the third chapter, the relations of ¢, and

o, near-ring concepts with each other and regular near-rings have been examined. In the

fourth chapter, the relations of the concepts of bi-idealness, bi-regularness in near-rings with

a lot of different near-ring kinds have been investigated.In the fifth chapter, which consists

of an original study, various relations of ¢; near-rings with regular near-rings have been
obtained. Furthermore, ¢, subnear-ring of a near-ring has been defined and its various

propertics have been proved. The features of ¢, and «, subnear-rings have been researched

under near-ring homomorphism.

Keywords: Near-Ring, «; Near-Ring, ¢, Near-Ring, Regular Near-Ring.



TESEKKUR

oy, a, yakin-halkalarin regiilerligi tizerine adh tez ¢alismamda degerli hocam Yrd.

Dog. Dr. Akin Osman ATAGUN'e bilgileriyle ve destegiyle beni aydinlattig1 igin ve

bu tezin olusmasinda gegen siirecte bana pozitif bakis acistyla rehber oldugu igin

tesekkiir ederim.

Yasamimin her aninda 6zveriyle beni destekleyen aileme, bu c¢alismalar esnasinda

maddi manevi destegini esirgemeyen esim Mehmet KARATAS'a tesekkiir ederim.



KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

Yakin-halka

N yakin-halkasinin sifir-simetrik kismi

N yakin-halkasinin sabit kismi

N -grup

I' ’dan I"’ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

I" ’da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

I ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkasi

N ’den M ’ye tiim yakin-halka homomorfizmlerinin ciimlesi
a elemani tarafindan tretilen bi-ideal

a elemani tarafindan tiretilen invaryant N -alt grup

a elemani tarafindan tiretilen sag N -alt grup

a elemani tarafindan tiretilen sol N -alt grup

N yakin-halkasinin merkezi

Boliim yakin-halkasi

Vi



1. GIRIS

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson [3]
tarafindan atilmigtir. O, tek yonlii dagilma oOzelligine sahip cisimlerin varligini

ispatlamistir, bugiin bu cisimler yakin-cisim olarak isimlendirilmektedir.

a, Ve a, yakin-halkalar regiiler yakin-halkalara alternatif olarak alinabilecek farkli

yapilardir. Bu kavramlar ilk olarak Uma ve arkadaslar1 [12] tarafindan tanimlanmis

ve cesitli Ozellikleri ispatlanmistir. Her regiiler yakin-halka bir ¢, yakin-halka
olmasina ragmen, ¢, yakin-halka olmasi i¢in sag degismeli olma sart1 vardir. Ayni
zamanda, her ¢, yakin-halkanin homomorfik goriintiisii yine ¢, yakin-halkadir fakat

o, yakin-halka i¢in bu genelde dogru degildir.

Halkalar i¢in bi-ideallik kavrami, birbirlerinden bagimsiz olarak Lajos-Szasz [4] , Le
Rouxs [5] ve Szasz [8] tarafindan daha sonra yakin-halkalar i¢in bu kavram Tamizh
Chelvam ve Ganesan [9,10] tarafindan ortaya atilmis ve lizerinde ¢esitli ¢calismalar

yapilmaya baglanmigtir. N bir yakin-halka ve A,B < N olsun. Bu durumda,
AB={ab|ac AbeB}
A*B={a,(a,*b)-aa, |a,a, €A beB}
ile tamimlanmustir. Eger, N ’nin bir B alt grubu i¢in,
BNBN(BN)*B< B

saglaniyorsa B’ye N ’nin bir bi-ideali denir. Fakat bu tanim N ’nin sifir-simetrik

olmasi durumunda, BNB < B olarak alinmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde, ilk olarak yakin-halkalarin ¢, alt yakin-halkalar:
tanimlanmis ve ¢esitli Ozellikleri ispatlanmistir. «, ve «, alt yakin-halkalarin
homomorfizm altinda 6zellikleri arastirilmistir. Daha sonra ¢, yakin-halkalarin diger

tanimlanmis olan yakin-halkalarla iliskileri incelenmistir.



2. TEMEL BiLGILER

Bu béliimde, temel bilgi niteliginde olan ve diger boliimlerde ortak olarak kullanilan
yapilar verilecektir. Yakin-halka teorisi lizerine c¢alisan hemen hemen tiim
matematikgiler i¢in temel kaynak kabul edilen, ilk baskis1 1977 ve yenilenmis baskisi
1983 yillarinda yapilan Giinter Pilz’e ait “Near-rings” [7] kitab1, bu boliim i¢in temel
kaynak olarak alinmistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Yakin-halkalar, genellestirilmis halkalardir. Halkalardan farkli olarak, bir yakin-
halkada ilk islem degismeli olmak zorunda degildir ve ikinci islemin birinci islem
tizerine tek yonlii dagilma 6zelligi olmasi yeterlidir. Bu tanim acik olarak asagidaki
gibi verilebilir.
Tamim 2.1.1. [7] Bir N ciimlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N,+,.) tgliisiine bir yakin-halka denir.

a) (N,+) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (N,.) bir yar1 grup,

C) VX, ¥,z € N igin (X+VY).z=Xz+Y.Z
Burada c) sikkinda sagdan dagilma Ozelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan
(N,+,.) tgcliistine bir sag yakin-halka denir. Eger c) sikki yerine,

VX, Y,Z € N igin X.(Yy+2)=XYy+XzZ

alinirsa, bu sartlar1 saglayan (N,+,.) tugliisiine bir sol yakin-halka denir. Yani,

dagilma o6zelliginin yOnii, yakin-halkanin sag veya sol olmasini belirler. Bu
calismada, kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkay: ifade edecektir.

Bazi1 yakin-halka 6rnekleri agagidadir.
Ornek 2.1.2. (I',+) herhangi bir grup olsun.
M) ={f:T>T | f bir fonksiyon}

ile tamimlanan bu ciimle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir

yakin-halkadir.

Ornek 2.1.3. (N,+) bir grup ve vx,y € N igin ¢arpma islemi;



{x y#0
-0 ,y=0

ile tamimlanirsa, bu islemler altinda N bir yakin-halkadir. Bu yakin-halka
literatlirde, bazen, asikar yakin-halka adiyla karsimiza ¢ikmaktadir.
Ornek 2.1.4. Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. Gergekten, eger (N,+)
grubu iizerinde ikinci islem, VX, y € N i¢in,

xy=0
ile tanimlanirsa, (N,+,-) bir yakin-halkadir.

Ornekler 2.1.5. (I',+) herhangi bir grup ve “Op” ile bu grubun etkisiz elemani

gosterilsin. Bu durumda, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda

asagidakiler birer yakin-halkadir.

a) Mo(D) ={f :T —>T | f(0r)=0r}

b) Mc(D)={ f:T > T | f sabit}

) MO ={f, :T>T|yelve fy(a):{oF 0=0
y ,0#0

Ozellikler 2.1.6. [7] N bir yakin-halka ise asagidaki 6zellikler vardur.
a) Vx € N i¢in, Ox =0 dur.
b) ¥x,y € N igin, (—x)y =—xy dir.
Ispat: a) Vx € N igin, sagdan dagilma 6zelliginden,
0x = (0+0)x = 0x+0x

ve dolayistyla 0x =0 bulunur.

b) ¥x,y € N igin, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilarak,
()y=0-x)y=0y—xy=0-xy =—xy
elde edilir.
Not: Bir N yakin-halkasinda, her zaman, VX,y € N ig¢in X0=0 ve  Xx(-y) =—Xxy
saglanmayabilir. Mesela, Ornek 2.1.2. ’de tanimlanan M () yakin-halkasinda,
f,g e M(I') ig¢in,
fo0=0



olmasi f ’nin orjinden gegmesiyle ve

fo(-g)=—(f og)

olmasi ise f ’nin bir tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.

Tamm 2.1.7. [7] N bir yakin-halka olsun.

a) Ng ={n e N | n0 =0} ciimlesine N yakin-halkasmin sifir-simetrik kismu,

b) Ne={neN |[n0=n}={neN | vn'e Nigin nn'=n} ciamlesine N  yakin-

halkasinin sabit kismi denir.

Ng ve N ’de birer yakin-halkadir.

Ornek 2.1.8. [7] (M(I))g = Mq(T) ve (M()). = M () dir. Gergekten,
M@T),={f eM (F)| f 00=0}

={f eM(F)| f (0) =0}

=Mp ()
ve
(M@)). ={f € M(F)| fo0=f}
={f e M(F)| f sabit}
= Mc(r)
dir.

N =Ng ise N yakin-halkasma sifir-simetrik ve N = N ise N yakin-halkasina
sabit yakin-halka denir. Ornek 2.1.8. *den goriilecegi gibi, M (') bir sifir-simetrik
ve M (') bir sabit yakin-halkadir.
Teorem 2.1.9. [2] Bir N yakin-halkasi igin N = Ng + N, dir.
Ispat: ne N igin,

[n—(n0)]0O=[n+((—n)0)]J0=nO+ ((—n)0)0 =n0+ (—n)0=0
Dolayisiyla,

n—(n0) € Ng

dir. Ayn1 zamanda,

n0 e N
4



oldugu goriilebilir. O halde,

n=[n—-(n0)]+ (n0)
oldugundan ispat tamamdir.
Tamim 2.1.10. [7] (N,+,.) bir yakin-halka olsun.
a) Eger (N,+) degismeli ise N ’ye bir abelyen yakin-halka, (N,.) degismeli ise,
N ’ye bir komutatif yakin-halka, (N,.) birimli ise N ’ye birimli bir yakin-halka
denir.

b) Eger (N —{0},.) bir grup ise, N ’ye bir yakin-cisim denir.

Tamm 2.1.11. [6] N bir yakin-halka olsun. vae N ig¢in,
aN = Na (2.1.)
oluyorsa N ’ye bir alt degismeli yakin-halka denir.

C(N)={neN |nx =Xn,VXxe N} cimlesi N yakin-halkasinin merkezi olarak

adlandirilir.

Lemma 2.1.12. [12] N bir alt degismeli yakin-halka ve E={n e N| n idempotent}

olmak iizere E #{0} olsun. Bu taktirde; E = C(N) dir.

Ispat: N bir alt degismeli yakin-halka ve E # {0} olsun. Ve E i¢in N alt

degismeli oldugundan,

eN = Ne
dir. Dolayisiyla, Vne N igin,

en = xe
ve

ne=em

olacak sekilde x,me N vardir. Buradan,
ene =e(ne) =e(em) =e’m=em=ne
ene=(en)e = (xe)e=xe’ =xe=en
olup,
en=ne

elde edilir.



Tamim 2.1.13. [12] N bir yakin-halka olsun. Eger Vae N igin,
a=aba (2.2)

olacak sekilde be N varsa N ’ye bir regiiler yakin-halka denir.
Tamim 2.1.14. N bir yakin-halka olsun. Eger Vx,y,z e N ig¢in,

XyzZ = Xzy (2.3)
saglaniyorsa N ’ye bir sag degismeli yakin-halka denir.
Tamim 2.1.15. N bir yakin-halka olsun. Eger Vx,y,z e N i¢in,

XyZ = yXz (2.4)
saglaniyorsa N ’ye bir sol degismeli yakin-halka denir.

Tammm 2.1.16. Bir N yakin-halkasi hem sol degismeli yakin-halka hem de sag
degismeli yakin-halka ise N ’ye bir degismeli yakin-halka denir.

2.2. N-Gruplar

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara taginmasiyla elde edilmis olan N -

grup, yani N iizerinde yakin-modiil kavrami asagidaki sekilde tanimlanir:

Tamm 2.2.1. [7] (T',+) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.

u:NxI' - T
(ny) — ny
alalim. Eger VX,y € N ve Vy €T icin,
(X+Y)y =xy+yr (25.)
ve

)y =x(yy) (26.)
sartlar1 saglanmyorsa, (I, ) ikilisine bir N -grup, yani N iizerinde yakin-modiil

denir. Kisaca, NT ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise,
Vy el igin,
ly =y (2.7.)

sartin1 saglayan I N -grubuna, bir tiniter N -grup denir.

Ornekler 2.2.2. a) N bir yakin-halka olsun.



H:NxN — N
xy) - xy

altinda (N,+) bir N -gruptur. Bu N -grup, kisaca N N ile gosterilir.
b) T bir grup olsun. Bu durumda,
4M@*T — T
(f.r) - ()
altinda, " bir M (I") -gruptur. Gergekten, Vf,g € M(I') ve Vy €T igin,

(fF+yr=0(F+9)=1()+a9()=fr+gy
ve
(fg)y =(fg)(») = F(9(»)) = f(9y)

saglanir.
N -grup kavramuiyla ilgili baz1 temel 6zellikler asagidadir.

Ozellikler 2.2.3. N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Bu durumda,
a) Vy eI i¢in, Oy =0r,
b) Vy eI ve ¥xe N igin, (—X)y =—xy,
€) Vx € Ng i¢in, XOp =0r,
d) Vy €I" ve ¥n e N; igin, ny =n0p dur.
Ispata) Vy T igin,
0y =(0+0)y =0y +0y

ve dolayisiyla Oy =Op dur.

b) Vy eI ve ¥xe N igin,

(=X)y =(0-X)y =0y —xy =0p — Xy =—Xy
dir.

c) Vx e Ny igin,
XOr = X(OO]") = (XO)Or = 001" = 01"
dir.

d) Vy eI ve Vn e N; igin,



ny =(n0)y =n(00r) = nOr

elde edilir.

2.3. Alt Yapilar

Tamm 2.3.1. N bir yakin-halka ve (M,+), (N,+) 'nin bir alt grubu olsun. Eger,
vm,m, e M i¢gin mim, € M saglaniyorsa, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkasi
denir.
Ornek 2.3.2. Ng ve N., N yakin-halkasimn alt yakin-halkalaridir. Gergekten,
X,y € Ny icin,
(x—y)0=x0-y0=0-0=0
yani, (Ng,+) (N,+) 'nin bir alt grubudur. VX,y € Ng igin,
(xy)0=x(y0)=x0=0

dir. O halde NgNg < Ng olur. Simdi, VX,y € N igin,

(Xx—y)0=x0-y0=x-y
yani, x—Yy € N olur. Buise, (N;,+) grubunun (N,+) 'nin bir alt grubu oldugunu
gosterir. VX, Yy € N i¢in,

(xy)0 = x(y0) = xy

dir. O halde NN = N elde edilir.

Tamim 2.3.3. N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. T" ’nin
NAcC A (2.8.)
sartin1 saglayan, bir A alt grubuna, T ’nin bir N -alt grubu denir ve A<y I ile

gosterilir.

2.4. Homomorfizm ve idealler
Tanmm 2.4.1. N ve M iki yakin-halka ve h:N — M bir doniisiim olsun. Eger
vX,y € N igin,

h(x+y) = h(x) +h(y) (2.9)

ve
h(xy) = h(>x)h(y) (2.10.)



sartlar1 saglaniyorsa, h doniisiimiine bir yakin-halka homomorfizmi denir.

Onerme 2.4.2. [2] N ve M iki yakin-halka ve h:N — M yakin-halka
homomorfizmi olsun. Bu durumda,

a) h(N) goriintiisii, M ’nin bir alt yakin-halkasidir.
b) Eger T, M ’nin bir alt yakin-halkas: ise, bu taktirde h™(T)’de N ’nin bir alt
yakin-halkasidir.
¢) h(No) = Mg dir.
d) h(N¢) =M dir.
e) Eger h bir izomorfizm ise, h™ de bir izomorfizmdir.
Ispat a) h(N)’nin M ’nin bir alt grubu oldugu aciktir. Simdi,
a=h(x),b="h(y) € h(N) alalim. O halde,

ab = h(x)h(y) = h(xy) € h(N)
olur. Buise, h(N)’nin, M ’nin bir alt yakin-halkas1 oldugunu gosterir.
b) T M ’nin bir alt yakin-halkast olsun. h™(T)’nin N "nin bir alt grubu oldugu
aciktir. Eger, h(x),h(y) e T ise,

h(xy) =h(x)h(y) e T

yani,
xy eh™(T)

olur. Dolayistyla h™(T) N ’nin bir alt yakin-halkasidir.
c) Vng € Ny igin,
h(no)Om =h(ng)h(On) =h(neOn) =h(On) =0pm
olur. Buise, h(Ng)< Mg oldugu anlamina gelir.
d) Vn; € N; igin,

h(nc)Om =h(nc)h(On) = h(ncOy) = h(n)
elde edilir. Buradan, Vn. € N. i¢in, h(n.) € M, yani h(N.)< M, sonucuna

ulasilir.



e) h:N —>M bir izomorfizm olsun. Bu durumda, h™:M — N bir grup

izomorfizmidir. Simdi, u,v € M alalim. Bu durumda, h(x) =u ve h(y)=v olacak
sekilde tek x,y € N elemanlar1 vardir. O halde,
h™(uv) =h(h(x)h(y))
=h(h(xy))
=Xy
=h~(h(x)h™ (h(y))
=h™(u)h™(v)
Olur. Bu ise, ispat1 tamamlar.
Tamim 2.4.3. [7] N bir yakin-halka ve | N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu
durumda, eger,
a) INcl
b) vx,y e N ve Viel igin, x(y+i)—xy e |

sartlar1 saglaniyorsa, |’ya N yakin-halkasmin bir ideali denir ve | <N ile
gosterilir. Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa | N ’nin bir sag ideali, sadece b) sarti
saglantyorsa | N ’nin bir sol ideali adini alir ve sirasiyla 1 <, N ve I <| N ile
gosterilir.

Not: @) N bir yakin-halka ve | < N ise, '\% boliim yakin-halkasi, bolim
halkasinda oldugu gibi,

'\% ={n+1|neN}
seklinde tanimlanir.

b) {0} ve N, N yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.

Benzer sekilde, {Or} ve I', N yakin-halkasinin I' N -grubunun asikar idealleridir.

c) N ve M iki yakin-halka ve h € Hom(N, M) ise,
gekh={n e N | h(n) =0y}

ciimlesine h homomorfizminin ¢ekirdegi denir.
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Tamim 2.4.4. [7] Eger N yakin-halkasinin, bir M alt yakin-halkasi i¢in, MN < M
ve NM M sartlan saglaniyorsa, M ’ye N yakin-halkasinin bir invaryant alt
yakin-halkasidir denir. Burada N ’nin yoniine gére M sag ya da sol invaryant alt

yakin-halka adin1 alir.
Ornek 2.4.5.[7] N bir yakin-halka olsun. Bu durumda,
a) Ng < N dir, fakat Ng < N olmak zorunda degildir.
b) N. N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir, fakat ne sag ne de sol ideali olmak
zorunda degildir.
Bunlarin dogrulugu asagidaki gibi gosterilebilir:
a) Vx,y € N ve n e Ng i¢in,
(X+n—x)0=x0+n0-x0=x0-x0=0
yani, Ng N ’nin bir normal alt grubudur. Simdi, Vx,y € N ve n € Ny i¢in,
[X(y+n)—xy]0= x(y0+n0)—xy0=xy0O—xy0=0
olur. Bunun anlam1 ¥x,y € N ve n € Ny igin,
X(y+n)—xy € Ng
olmasidir. Bu ise Ng <; N oldugunu gosterir. Simdi, Ng < N olmak zorunda
olmadigin1 géstermek i¢in, bir 6rnek yeterlidir. R reel sayilar cimlesi ve N = M (R)
olsun. 1€ M(R) ile birim doniisim gosterilirse, 1€ Ng = Mg(R) dir. ¢ € M(R)
doniistimii,

4R - R
X—)lR

ile tanimlansin. Bu durumda,
(104)(0) =1(1r) =1
yani,
log ¢ Mg(R)=Nj
olur. Buise, My(R) ’nin M (R) 'nin bir ideali olmadigini gosterir.
b) ¥x e N ve Vn e N igin,
(xn)0 = x(n0) = xn
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yani, NN. = N dir. Yine, ¥x e N ve Vn e N; igin,
(nx)0=n0=n=nx

oldugundan, NN < N olur. O halde N; N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidur.
N N ’nin genelde ne sag ne de sol idealidir, ¢iinkii (N¢,+) (N,+) ‘nin genelde bir
normal alt grubu degildir. Ornegin, (I',+) abelyen olmayan bir grup ve y,6 e T
elemanlar1 ¥ +0 # 6 + y olacak sekilde segilsin. Simdi, bir f y donlistimii

f,:I' > T

X — 7

ile tanimlansin. Bu durumda, f, € M¢(I) *dir. 1€ M(I') birim doniisiim ise, bu

durumda,
@+ f, -DOr)=0r+»-0r=»
olur, fakat
A+f, -D()=0+r-o=y
dir. Bu ise,

1+f, —1¢ Mc(I)
oldugunu gosterir. Buradan, M (I'), M(I') ’nin bir normal alt grubu degildir. O
halde, M (') ’nin M (I') *da normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart T *nin bir abel

grubu olmasidir.

Lemma 2.4.6. [12] N bir sifir-simetrik yakin-halka olsun. Bu taktirde N ’nin her |
idealii¢in, NI < | dir. Dolayisiyla NI N < | dir.

ispat: | N ’nin bir ideali olsun. Dolayisiyla Vie |l ve ¥n,n e N igin,
n(n +i)—nn 1l
dir. Burada n =0 almirsa ve N ’nin sifir-simetrik oldugu kullanilirsa ni el olur. O

halde, N1 <1l ve I N c | dir. Buradan,
NINcINclI

elde edilir.
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3. a3, 0 YAKIN-HALKALAR

Yakin-halkalarda regiilerlik kavramu ile ilgili olarak bir¢ok ¢alisma yapilmis ve halen

bu calismalara yenileri eklenmektedir. o, ve o, yakin-halkalar regiiler yakin-
halkalara alternatif olarak alinabilecek farkli yapilardir. Bu boliimde o, ve a,

yakin-halka kavramlari tamitilmis olup, birbirleriyle ve regiiler yakin-halkalarla
iliskileri incelenmistir. Bu kavramlar ilk olarak Uma ve arkadaslar1 [12] tarafindan

tanimlanmis ve gesitli 6zellikleri ispatlanmistir.
Tamm 3.1. [12] N bir yakin-halka olsun. Eger Yae N ig¢in,
a = Xxax (3.1.)
olacak sekilde Ix € N varsa N ’ye bir «; yakin-halka denir.
Tamm 3.2. [12] N bir yakin-halka olsun. Eger Vae N —{0} ig¢in,

X = Xax (3.2.)
olacak sekilde 3x € N —{0} varsa N ’ye bir @, yakin-halka denir.

Ornek 3.3. [12] a) N ={0,a,b,c} ciimlesi iizerinde asagidaki tablolar ile verilen

islemlere gore (N,+,.) bir yakin-halkadir.

+10 a b c 0 a b c
0|0 a b ¢ 0/0 0 0 O
ala 0 c b ala a a a
b|b c¢c 0 a b0 O b b
clc b a O cla a c ¢

Burada,
0b0=0, aba=a, bch=b, cbhc=c

olup N bir regiiler yakin-halkadir.
bOb =0, cac=a, bbb=b, ccc=c

oldugundan N bir a, yakin-halkadir. Ayni zamanda,

aaa=a, chc=c, aca=a



oldugundan N bir ¢, yakin-halkadir.

b) N={0,a,b,c} cimlesi iizerinde asagidaki tablolar ile verilen islemlere gore

(N,+,.) bir yakin-halkadir.

+10 a b c 0 a b c
0|0 a b c 0/0 0 0 O
ala 0 c b al0 0 a a
b|b c¢c 0 a b|0 a b b
clc b a O c|0 a c ¢

Burada,
bab=a, bbb=h, ccc=c, ala=0

olup N bir ¢, yakin-halkadir. ae N igin,
ala=a, aaa=a, aba=a, aca=a
oldugundan N regiiler yakin-halka degildir. Aym zamanda a e N —{0} igin,
aaa=a, bab=Db, cac=c

oldugundan N ¢, yakin-halka degildir.

c) Her (N,+,.) yakin cisminde;

vneN i¢cin Inl=n, 1e N
ve
vneN-{0} i¢in n'nn* =n"!, n™ e N {0}

olup yakin cisimler a; ve «a, yakin-halkalardir.

d) N :{0, a,b,c} climlesi iizerinde agsagidaki tablolar ile verilen islemlere gore

(N,+,.) bir yakin-halkadir.
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+10 a b c 0 a b c
0|0 a b c 0/0 0 0 O
ala 0 c b ala a a a
b|b ¢ 0 a b0 0 b O
clc b a O cla a c a

Burada,

aaa=a, aba=a, aca=a
olup N bir &, yakin-halkadir. Buna ragmen ce N igin,
cOc#c, cac#c, chc#c, ccc=c

oldugundan N regiiler yakin-halka degildir. Ayn1 zamanda ¢ € N igin,

OcO=c, aca=c, bcb=c, ccc=c

oldugundan N ¢, yakin-halka degildir.

e) Bir N Boolean yakin-halkasinda Va e N i¢in aa=a oldugundan,
aaa=aa=a

olup her Boolean yakin-halkas: ¢, ve o, yakin-halkadir.

f) (Zs.,+) grubu asagida verilen tablodaki isleme gore (Zg,+,.) bir yakin-halkadir.

g B~ W N - O

o O O O o o o
P N W s~ 01 O
g B W N P ODN
OO O O O O O Ww
P N W s~ 01 O b
g B~ W N P O O

Burada 3 € Z; i¢in,

030#3,131#3, 232#3, 333-3,434 =3, 535#3

15



oldugundan Z, ¢, yakin-halka degildir.
3eZ,—{0} igin,
131#1, 232 #2,333%3,434#4,535+#5

oldugundan Z, «, yakin-halka degildir.

Not: Ornek 3.3. ’iin b) sikkindan goriildiigii lizere @, Ve «, yakin-halka kavramlar

birbirlerinden farklidirlar. Ayrica Ornek 3.3. *iin b) ve d) siklarindan yakin-halkanin

a, Ve a, olmasi da regiilerligi gerektirmez.

3.1. a1 Yakin-Halkalar

Onerme 3.1.1. [12] N bir ¢, yakin-halka olmak iizere Vae N igin,
a) a’x=xa’
b) a=x"ax", vn>1
olacak sekilde x e N vardir.
Ispat: N bir o, yakin-halkave a< N olsun. Bu taktirde,
a = XaX
olacak sekilde x € N vardir.
a) xa’ = (xa)a = xa(xax) = (xax)ax = a(ax) =a’x olup xa’ =a’x elde edilir.

b) ¥n>1 igin, xax = x(xax)x = x’ax® = x*(xax)x* = x’ax® =...= x"ax" olur.

Onerme 3.1.2. [12] N bir regiiler yakin-halka olsun. Eger, N sag degismeli ise N
bir o, yakin-halkadir.

Ispat: N regiiler oldugundan Vae N igin a=aba olacak sekilde be N vardr.
x=ab
olsun. N sag degismeli oldugundan,
xax = (ab)a(ab) = (aba)ab =a(ab) =aba=a
olup Yae N igin,
XaxX=a

olacak sekilde x e N elde edilmis olur. Dolayistyla N bir ¢, yakin-halkadir.

16



Onerme 3.1.3. [12] N bir sifir-simetrik sag degismeli ¢, yakim-halka olsun. Bu

taktirde ab =0 sartin1 saglayan a,be N i¢in ba=0 olur.

Ispat: a,beN igin ab=0 olsun. N bir ¢, yakin-halka oldugundan,
Xax=a
ve
yby =D
olacak sekilde x,y € N vardir. N sifir-simetrik ve sag degismeli oldugundan,
ba = (yby)(xax) = yb(yxa)x = yb(yax)x
= y(bya)x* = y(bay)x = (yba) yx*
= (yab)yx* = (y0) yx* = yOyx* =0

olarak bulunur.

Onerme 3.1.4. [12] Bir N ¢, yakin-halkasinin homomorfizma altindaki gdriintiisii

yine bir ¢, yakin-halkadir.

Ispat: N ve M yakin-halkalari ve h:N —M yakin-halka homomorfizmasi
verilmis olsun. Yu,v e h(N) i¢in
u=h(a),v=h(b)
olacak sekilde a,be N vardir. N bir ¢, yakin-halka oldugundan
a = xax,b = yby
olacak sekilde X,y e N vardir.
u = h(a) = h(xax) = h(x)h(a)h(x) = h(x)uh(x)
ve
v =h(b) = h(yby) = h(y)h(b)h(y) = h(y)vh(y)
olacak sekilde h(x),h(y) € h(N) vardir. Dolayisiyla h(N) bir «, yakin-halkadir.

Onerme 3.1.5. [12] N bir ¢, yakin-halkave | N yakin-halkasinin bir ideali olsun.

Bu taktirde l\% boliim yakin-halkasida bir ¢, yakin-halkadir.
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ispat:

h:N—)'\%

X — X+l
ile tamiml1 h fonksiyonu verilsin. Vx,y e N igin,
h(x+y)=x+y+I=(X+1)+(y+1)=h(x)+h(y)
h(xy) =xy+1 =(x+1)(y+1)=h(x)h(y)
oldugundan h bir homomorfizmadir. Ayn1 zamanda V(X+1),(y+1) ’\% icin,
h(x)=x+1,h(y)=y+1

olacak sekilde x,yeN vardir. Buradan h bir epimorfizmadir. N bir ¢, yakin-

halka ve h(N) = |\% oldugundan Onerme 3.1.4. den |\% bir @, yakin-halkadir.

3.2. a, Yakin-Halkalar

Onerme 3.2.1. [12] Bir «, yakin-halkasinda E={n e N| n idempotent} = {0} dir.

Ispat: N bir o,yakin-halka olsun. Bu taktirde Vae N —{0} i¢in xax=x olacak
sekilde x e N —{0} vardir. Burada,

(ax)* =ax(ax) = a(xax) =ax

(xa)® = xa(xa)=(xax)a=xa
olup xa ve ax idempotent elemanlardir. Dolayisiyla ax,xa e E olur. Burada x =0

oldugundan,
xa=0
dir. Aksi halde; xa =0 olsa idi,
X=Xxax=0x=0

celiskisi ortaya ¢ikard.

Onerme 3.2.2. [12] Her regiiler yakin-halka bir «, yakin-halkadir.

Ispat: N bir regiiler yakin-halka olsun. Buradan Vae N —{0} i¢in aba=a olacak

sekilde b e N vardir. X =bab olsun.

xax = (bab)a(bab)=b(aba)bab = b(a)bab = b(aba)b = bab = x
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olur ki bu N ’nin bir «, yakin-halka oldugunu ispatlar.

Uyarn: Bir ¢, yakin-halkanin homomorfik goriintiisii yine bir ¢, yakin-halkadir.
Eger N «, yakin-halka ve f:N — M ’de bir yakin-halka homomorfizmi ise M
a, yakin-halka olmak zorunda degildir. Gergekten; N Klein-4 grup iizerinde

asagidaki islemlerle verilen (N,+,.) ve (N,+,*) yakin-halkalar: igin,

*10 a b c 0 a b c
0(0 0 0 O 0|0 0 0 O
ala a a ala a a a
b|b b b b b|0 0 0 O
cl|c c c ¢ cla a a a

f(0)=0, f(a)=a, f(b)=0, f(c)=a
olarak tanimli

f:N—>N
doniisiimii bir homomorfizmadir.

Burada (N,+,*) bir o, yakin-halkadir fakat (N,+,.) bir «, yakin-halka degildir.

Onerme 3.2.3. Bir N «, yakin-halkasinin monomorfizma altindaki gériintiisii yine
bir «, yakin-halkadir.

Ispat: N ve M yakin-halkalar;, h:N — M yakin-halka monomorfizmasi verilmis
olsun. h bir yakin-halka monomorfizmasi oldugundan VYye h(N)—{O} igin,

y =h(x) olacak sekilde x € N —{0} vardir. N bir &, yakin-halka oldugundan,
b =bxb
olacak sekilde be N —{0} vardir.

h(b) = h(bxb) = h(b)h(x)h(b) , h(b)  h(N)— {0}

olup h(N) bir a, yakin-halkadir.
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4. YAKIN-HALKALARDA BIi-iDEALLIK VE BI-REGULERLIK

Halkalar i¢in bi-ideallik kavram, birbirlerinden bagimsiz olarak Lajos-Szasz [4] , Le
Rouxs [5] ve Szasz [8] tarafindan daha sonra yakin-halkalar i¢in bu kavram Tamizh
Chelvam ve Ganesan [9,10] tarafindan ortaya atilmis ve iizerinde ¢esitli ¢alismalar

yapilmaya baslanmistir. N bir yakin-halka ve A,B < N olsun. Bu durumda,
AB={ab|acAbeB}
A*B={a,(a,*h)-aa, |a,a,cA beB}

ile tanimlanmigtir. Eger, N ’nin bir B alt grubu i¢in,

BNBN(BN)*Bc< B
saglaniyorsa B ’ye N ’nin bir bi-ideali denir. N = N, oldugunda Vxb € BNB igin,

xb=x(0+b)—x0e(BN)*B
oldugundan,
BNB < (BN)*B

dir. Dolayisiyla N ’nin sifir-simetrik yakin-halka olmasi durumunda bi-ideal kavrami

asagidaki sekilde tanimlanabilir.
Bu boliimde tiim yakin-halkalar sifir-simetrik yakin-halka olarak alinacaktir.

Tanim 4.1. [11] N bir yakin-halka olsun. N ’nin bir B alt grubu i¢in,
BNBC B (4.1)

oluyorsa B ’ye N ’nin bir bi-idealidir denir. Eger m,n € Z"* olmak iizere,

B"NB" c B (4.2)
oluyorsa B’ye genellestirilmis (m,n) bi-ideal denir.
Tamim 4.2. [11] N bir yakin-halka, A N ’nin bir alt grubu olsun.

NAc A(AN c A) (4.3)

oluyorsa A’ya N ’nin bir sol (sag) N -alt grubu denir.

Tamim 4.3. [6] N bir yakin-halka olmak iizere a € N tarafindan iiretilen N ’nin bi-

ideali (invaryant N -alt grubu)) (a), ((a) ) seklinde gosterilir.



Tamim 4.4. [6] N bir yakin-halka olmak iizere a € N tarafindan iiretilen sag (sol)

N -alt grubu (a)r ((a)l) seklinde gosterilir.

Tamim 4.5. [6] N bir yakin-halka olsun. Vae N igin,

ae(a) N(a) (4.4)

b b

oluyorsa N ’ye bir bi-regiiler yakin-halka denir.

Onerme 4.6. [6] Her regiiler yakin-halka bi-regiilerdir. Fakat tersi genelde dogru

olmak zorunda degildir.

Ispat: N bir regiiler yakin-halka olsun. Dolayisiyla Vae N igin,
a=axa
olacak sekilde x € N vardir. Buradan,
a=axac(a) N(a),
oldugundan N bi-regiilerdir. Tersinin dogru olmadig1 asagidaki drnekte
gosterilmistir.
Ornek 4.7. (Z,,+) grubu asagida verilen tablodaki isleme gore (Z,,+,.) bir bi-

regiiler yakin-halkadir.

0 1 2 3
0/0 0 0 O
110 1 1 0
210 2 2 0
3|10 3 3 0
Burada,
3¢3N3={0}

oldugundan N yakin-halkasi regiiler yakin-halka degildir.

Onerme 4.8. [6] N bir yakin-halka olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

a) N bi-regiilerdir.

b) A, N ’nin bir bi-ideali ve B bir invaryant N -alt grup olmak iizere,
ABA=ANB

dir.
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c) Va,be N i¢in,

dir.
d) VaeN igin,
(a)b m(a)n - (a)b (a)n (a)b

dir.

Ispat a) =b) : N bi-regiiler yakin-halka olsun. Ayni zamanda, A N ’nin bir bi-
ideali ve B invaryant N -alt grup olsun. A bir bi-ideal oldugundan,

ANAC A
dir. Buradan,

ABAC A
olur. Ayni zamanda B bir invaryant N -alt grup oldugundan,

ABACB
olup,

ABAcC ANnB

dir. xe AnB olsun. N bi-regiiler yakin-halka oldugundan,
xe(x),N(x),

dir. Buradan x =ynz olacak sekilde y,ze(x), , neN vardir. y,ze(x), < ANB

b k)

oldugu agiktir. Yine N bi-regiiler yakin-halka oldugundan,
ye(y),N(y), = ANB

dir.
Bu taktirde,
x € A(NBN)z = ABA
olup,
ANnBc ABA

dir. Dolayisiyla AnB = ABA dir.

b)=c) : A, N ’nin bir bi-ideali ve B bir invaryant N -alt grup olmak iizere,
ABA=ANB

olsun. Burada, A= (a)b ve B= (b)n olarak alinirsa ispat elde edilir.
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¢)=d): Va,beN ig¢in,

(a)b m(b)n = (a)b (b)n (a)b
olsun. Burada, a=b olarak alinirsa ispat elde edilir.
d)=a): VaeN ig¢in,

(a),n(a), =(),(2),(2),
olsun.

ae(a),N(a),
oldugundan,

ae(a),(a),(a),=(a),N(a),

olup N bir bi-regiiler yakin-halkadir.
Tamim 4.9. [11] N bir yakin-halka olsun. Vx e N igin,

XN <N (4.5.)
oluyorsa N ’ye (a) ozelligine sahiptir denir.
Tamim 4.10. [11] N bir yakin-halka olsun. ¥x e N ig¢in,

X € NX (4.6.)
oluyorsa N ’ye bir S -yakin-halka denir.

Tamim 4.11. [11] N bir S -yakin-halka olsun. ¥x e N igin,
xe xN 4.7)

oluyorsa N ’ye bir S -yakin-halka denir.

Onerme 4.12. [6] N (a) ozelligi ile bir §-yak1n-ha|ka olsun. Bu taktirde
asagidakiler denktir.

a) N bi-regiilerdir.

b) N regiilerdir.

¢) N ’nin her B bi-ideali icin BNB =B dir.

Ispat a)=Db) : N bi-regiiler yakin-halka ve x € N olsun. Her sag ve sol N alt-grup

bir bi-ideal oldugundan,

x&(x), N (x), =(x), N(x)

dir. A, X’iigeren herhangi bir sag N -alt grup olsun. Dolayisiyla,
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XxeAve ANc A
olup,
XNc ANc A

dir. Buradan, N (a) dzelligi ile bir S yakin-halka oldugundan XN, x ’i ieren en

kiigiik sag N -alt gruptur. Buradan, xN =(x)_dir. Benzer sekilde, Nx =(x), dir.
xe(x), N(x), =(x), N (x)I =(XN)N (Nx) = xNx

olup N regiilerdir.

b)=c) : N regiiler yakin-halka ve B, N ’nin bi-ideali olsun. N regiiler
oldugundan,

B < BNB
dir. Ayn1 zamanda B bi-ideal oldugundan,

BNBc< B
dir. Dolayisiyla,

BNB =B
dir.
c)=a) : N ’nin her B bi-ideali igin BNB =B olsun. ¥xe N igin (x),_bi-ideal
oldugundan,

xe(x), =(x), N(x),

dir. Dolayisiyla, N bir bi-regiiler yakin-halkadir.
Tamim 4.13. [11] N bir yakin-halka olsun. Yae N igin,

a=ba’ (4.8.)
olacak sekilde 3be N varsa N ’ye bir kuvvetli regiiler yakin-halka denir.

Not: Her kuvvetli regiiler yakin-halka regiiler yakin-halkadir [11].

Tamim 4.14. [11] N bir yakin-halka olsun. ¥x e N ig¢in,
ab=0 iken axb=0
oluyorsa N yakin-halkasina bir IFP yakin-halka denir.
Tamim 4.15. [11] N bir yakin-halka olsun. Vae N ig¢in,
Na = Na’ (4.9.)
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oluyorsa N ’ye bir sol bi-potent yakin-halka denir.

Tamim 4.16. [11] N bir yakin-halka olsun. ¥x e N ig¢in,
X e Nx*(xex*N) (4.10.)
oluyorsa N ’ye bir S, (S ) yakin-halka denir.

Not: N bir S, yakin-halka ise Vj <k igin N bir S; yakin-halkadir [11].

Tamim 4.17. [11] N bir yakin-halka olsun. r,me Z" olmak tizere Yae N i¢in,
a'N =Na" (4.11)
oluyorsa N ’ye bir P(r,m) yakin-halka denir.

Tamim 4.18. [11] N bir yakin-halka olsun. ¥x e N ig¢in,
XN = xNx ( Nx* = xNx ) (4.12)

oluyorsa N *ye bir P, (P, ) yakin-halka denir.

Tamim 4.19. [11] N bir yakin-halka olsun. ¥x e N ig¢in,
XN = x"Nx™ (Nx* = x"Nx™ ) (4.13))

oluyorsa N ’ye bir B (r,m) (P (r,m) ) yakin-halka denir.

Lemma 4.20. [11] N bir yakin-halka ve E idempotentlerin kiimesi olsun. Eger

Ve e E i¢in,

eN =eNe = Ne
ise EcC(N) dir.
Ispat: Ve e E icin,

eN =eNe = Ne

olsun. Dolayisiyla Vne N igin,
ne =eue ve en=eve
olacak sekilde u,ve N vardir. Buradan,
ene =e(ne) = e(eue) =eue =ne
ene =(en)e=(eve)e=eve=en
olup,
en=ne

elde edilir. Dolayisiyla E  C(N) dir.
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Onerme 4.21. [11] N bir S yakin-halka olsun. Bu taktirde, N ’nin P(1,2) yakin-

halka olmasi igin gerek ve yeter sart N ’nin alt degismeli ve N ’nin her B bi-ideali

icin B=BNB olmasidir.

Ispat: N bir P(1,2) yakin-halka olsun. Ve € E igin,
eN = Ne’ = Ne
dir. Buradan,
eNe=e(Ne) =e(eN) =eN
Dolayistyla Lemma 4.20. *den,
E < C(N)
dir. N bir S yakin-halka oldugundan Yae N ig¢in,
acaN = Na®
olup, N kuvvetli regiiler, dolayisiyla regiiler yakin-halkadir. Dolayisiyla, a=aba
olacak sekilde b € N vardir. Burada ab ve ba idempotent elemanlar oldugundan,
aN =(aba)N =aN(ba) — Na
ve
Na = N(aba) = (ab)Na c aN
olup,
aN = Na
dir. Yani, N alt degismelidir. N ’nin her B bi-ideali i¢in,
BNB < B
dir. N kuvvetli regiiler oldugundan Vb € B i¢in,
b e Nb? = Nbb =bNb = BNB

olup,

B < BNB
dir. Buradan,

B =BNB
elde edilir.

Tersine N alt degismeli ve N ’'nin her B bi-ideali icin B = BNB olsun. Nx ve XN

bi-ideal oldugundan,
Nx = (NX)N (Nx)
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olup,
Nx> = (Nx)x = (NX)N (Nx)x = Nx
Nx = N(XN)Nx = N (Nx)Nx = NN (xN)x = NN (Nx)x = Nx*
oldugundan,
Nx = Nx* = xN
elde edilir. Dolayisiyla N bir P(1,2) yakin-halkadir.

Onerme 4.22. [11] N, («) 6zelligi ile bir S yakin-halka olsun. Eger, N degismeli
yakin-halka ve N ’nin her B bi-ideali icin B=BNB ise, N bir P(L,2) yakin-
halkadir.

Ispat: N degismeli yakin-halka ve N ’nin her B bi-ideali icin B = BNB olsun.
Vae N ic¢in aN, N ’nin bir bi-ideali oldugundan,
aN =aNNaN < aNaN =aNNa
dir. Yani,
acaNNacaNa
dir. Dolayisiyla,
a=aba
olacak sekilde b € N vardir. Buradan, N regiilerdir. N degismeli oldugundan
vneN igin,
an = (aba)n = (baa)n =ba’n =bna* € Na’
olup,
aN < Na
dir. Bunun yaninda,
na? =n(aba)a = (nab)a® = (anb)a’ e aN
olup,
Na? c aN
dir. Dolayisiyla,
Na’ =aN
dir. Buradan, N bir P(1,2) yakin-halkadir.
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Teorem 4.23. [11] N bir alt degismeli S yakin-halka olsun. Bu taktirde asagidaki
ifadeler denktir;

a) N ’nin genellestirilmis (m,n) bi-ideali B i¢in, B=B™NB" dir.

b) N, regiiler yakin-halkadir.

c) N, kuvvetli regiiler yakin-halkadir.

d) N, sol bi-potent yakin-halkadir.

e) Vae N i¢in, aNa = Na= Na*dir.

f) N ’nin her B bi-ideali i¢in, B=BNB dir.

Ispat a)=Db) : N *nin genellestirilmis (m,n) bi-ideali B icin, B=B"NB" olsun.
Buradan,

B=B"NB" < BNB
dir. Dolayisiyla, N "nin her B bi-ideali igin B=BNB olur. Yae N i¢in aN ,
N ’nin bir bi-ideali ve N alt degismeli oldugundan,

aN =aNNaN < aNaN =aNNa
dir. Yani,
acaNNac aNa

dir. Dolayisiyla N regiilerdir.

b)=c) : N regiiler olsun. Dolayisiyla Yae N ig¢in,
a=aba
olacak sekilde be N vardir. N alt degismeli oldugundan,
a =aba =caa=ca’

olacak sekilde c e N vardir. Buise N ’nin kuvvetli regiiler oldugunu gosterir.

c)=d) : N kuvvetli regiiler olsun. Dolayisiyla Va,ne N igin,

na =nba? e Na*

olacak sekilde b € N vardir. Buradan,

Na c Na?
elde edilir. Ayn1 zamanda,

Na? — Na
oldugundan,

Na’ = Na
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elde edilir.

d)=e) : N sol bi-potent olsun. N alt degismeli ve S yakin-halka oldugundan
VaeN igin,
Na = Na® = (Na)a=aNa
dir. Dolayisiyla,
aNa = Na = Na’
dir.
e)=f): VaeN igin,
aNa = Na = Na’
olsun. N bir S yakin-halka oldugundan,
aeNa=aNa
olup N regiilerdir. Dolayisiyla, N ’nin her B bi-ideali igin,
B=BNB
dir.
f)=a) : N ’nin her B bi-ideali i¢in,
B =BNB
olsun. Yae N igin aN, N ’nin bir bi-ideali ve N alt degismeli oldugundan,
aN =aNNaN < aNaN =aNNa
dir. Yani,
acaNNa
dir. Dolayisiyla N regiilerdir. B, N ’nin genellestirilmis bir (m,n) bi-ideali olsun.
N regiiler oldugundan, VX € B i¢in,
X = xyx = (xyx) y(xyx) = xy(xyx) yx = ... = (xy)" (xyx)(yx)"
olacak sekilde y € N vardir. Ayni zamanda, N alt degismeli, Xy, yx idempotentler
oldugundan Lemma 2.1.12. *den idempotentler merkezil olup,
(xy)™ =x"y"
ve
(xy)" =x"y"

dir. Dolayisiyla m,ne Z" igin,
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x=X"y"(xyx)y"x" e x"Nx" < B"NB"

odugundan,

B < B"NB"
dir. Buradan,

B=B"NB"
elde edilir.
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5. 04, 0 ALT YAKIN-HALKALAR VE REGULERLIK

Tanimm 5.1. N bir yakin-halka ve S, N ’nin alt yakin-halkas1 olsun. Eger S bir ¢,

yakin-halka ise S ’ye N ’ nin bir ¢; alt yakin-halkasi denir.

Tamim 5.2. [12] N bir yakin-halka ve S, N ’nin alt yakin-halkas1 olsun. Eger S bir

a, yakin-halka ise S ’ye N ’nin bir «, alt yakin-halkasi denir.

Onerme 5.3. N bir yakin-halka ve S N ’nin ¢, alt yakin-halkasi olsun. Eger N
sol degismeli ve NS=N ise N bir ¢, yakin-halkadir.
Ispat: N alt degismeli ve NS =N olsun. Vne N igin,

n=ma
olacak sekilde me N,aeS vardir. S bir «, alt yakin-halka oldugundan,

a = XaX
olacak sekilde xe S vardir. N sol degismeli oldugundan,

N =Mma = MmxXaX = XmaX = XNx

dir. Dolayisiyla, N bir ¢, yakin-halkadir.

Onerme 5.4. [12] Bir «, yakin-halkanin tiim invaryant alt yakin-halkalar1 bir «, alt
yakin-halkadir.
Ispat: N bir «, yakin-halka, S N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasi olsun.
vaeS$S —{0} icin N bir a, yakin-halka oldugundan

X = Xax
olacak sekilde xe N —{O} vardir. S invaryant alt yakin-halka oldugundan,

Xx=Xaxe NSN SN S

olup xe S elde edilir. Dolayisiyla S bir ¢, yakin-halkadir.

Onerme 5.5. N bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim ¢, alt yaki-halkalarinin

kesisimi yine bir ¢, alt yakin-halkadir.

Ispat: N bir yakin-halka, {Si}iel N’ nin ¢, alt yakin-halkalarinin bir ailesi olsun.



Her alt yakin-halkanmn kesisimi yine bir alt yakin-halka oldugundan | S, bir alt

iel

yakin-halkadir. VYae| S, ve Viel igin S’ler «, alt yakin-halka oldugundan

iel
a=Xxax olacak sekilde x €S, vardir. Dolayisiyla,

xe| S

iel
olup | S, bir , alt yakin-halkadir.

iel

Onerme 5.6. N bir yakin-halka olsun. {S,}.

iel

N nin | S;#{0} olacak sekildeki

iel

@, alt yakin-halkalarinin bir ailesi ise, | S, ’de N "nin bir ¢, alt yakin-halkasidr.

iel

Ispat: N bir yakin-halka, {S;}.

iel

N "nin | S; #{0} olacak sekildeki e, alt yakin-

iel
halkalarinin bir ailesi olsun. Her alt yakin-halkanin kesisimi yine bir alt yakin-halka

oldugundan | S; bir alt yakin-halkadir. Vae| S,—{0} olsun. Viel igin S ler

iel iel
a, alt yakin-halka oldugundan Xx=xax olacak sekilde xeS,—{0} vardur.
Dolayisiyla,
xe| S —{0}

iel

olup | S, bir a, alt yakin-halkadur.

iel

Onerme 5.7. N,M iki yakin-halka, S N ’nin bir ¢, alt yakin-halkasi ve
f:N —> M yakin-halka homomorfizmasi olsun. Bu taktirde f(S), M ’nin bir ¢,
alt yakin-halkasidir.

Ispat: f bir yakin-halka homomorfizmas: oldugundan Onerme 2.4.2.°den f(S),
M ’nin bir alt yakin-halkasidir. Ayn1 zamanda, Vye f(S) i¢in y= f(x) olacak
sekilde xe S vardir. S bir ¢, alt yakin-halka oldugundan,

X = bxb

olacak sekilde b € S vardir. Buradan,

y=f(x)=f(bxb)=f(b)f(x)f(b), f(b)e f(S)
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olup, f(S) M ’nin bir ¢, alt yakin-halkasidir.

Onerme 5.8. N,M iki yakin-halka, S N ’nin bir «, alt yakin-halkasi ve
f:N —> M yakin-halka monomorfizmasi olsun. Bu taktirde f(S), M ’nin bir ¢,
alt yakin-halkasidir.
Ispat: f bir yakin-halka monomorfizmasi oldugundan Onerme 2.4.2.’den f(S),
M ’nin bir alt yakin-halkasidir. Ayni zamanda f monomorfizma oldugundan,
vy e f(S)—{0} i¢in, y="f(x) olacak sekilde xeS—{0} vardir. S bir «, alt
yakin-halka oldugundan,
b =hxb

olacak sekilde b e S —{0} vardir.

f(b) = f (bxb) = f (b) f (x) f (b), f(b)e f(S)—{0}

olup f(S), M ’nin bir ¢, alt yakin-halkasidur.

Onerme 5.9. N,M iki yakin-halka, f:N — M bir yakin-halka izomorfizmas1 ve
K, M ’nin bir ¢, alt yakin-halkas1 olsun. Bu taktirde f*(K), N’ nin bir ¢, alt

yakin-halkasidir.

Ispat: f bir yakin-halka izomorfizmasi oldugundan Onerme 2.4.2.’den f *(K)
N ’*nin bir alt yakin-halkasidir. Ayn1 zamanda, Vy e f *(K) icin f(y)eK dir. K
bir a, alt yakin-halka oldugundan,
f(y) =bf(y)b
olacak sekilde be K vardir. Ayn1 zamanda f Orten oldugundan f(a)=Db olacak
sekilde a e f *(K) vardir. Buradan,
f(y)=1f@f(y)f(a)=f(aya)
olup f bire-bir oldugundan,
y=aya
olacak sekilde ae f*(K) vardir. Dolayisiyla f*(K), N ’nin bir ¢, alt yakin-
halkasidir.

Onerme 5.10. N,M iki yakin-halka, f:N — M bir yakin-halka izomorfizmas1 ve
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K, M ’nin bir ¢, alt yakin-halkasi olsun. Bu taktirde f*(K), N ’nin bir a, alt

yakin-halkasidir.

Ispat: f bir yakin-halka izomorfizmasi oldugundan Onerme 2.4.2.°den f *(K)

N ’nin bir alt yakin-halkasidir. Aynm1 zamanda f izomorfizma oldugundan,
vy e f1(K) —{O} icin f(y)eK —{0} dir. K bir ¢, alt yakin-halka oldugundan,

b =bf (y)b
olacak sekilde be K —{O} vardir. Ayn1 zamanda f bire-bir ve orten oldugundan

f(a) =b olacak sekilde a e f (K)—{0} vardir. Buradan,
f(@)=f(a)f(y)f(a)="f(aya)

olup f bire-bir oldugundan,

a=aya
olacak sekilde a e f*(K)—{0} vardir. Dolayisiyla f(K), N ’nin bir , alt yakin-

halkasidir.

Onerme 5.11. Bir sag degismeli o, yakin-halkanin sifir-simetrik kismi, bir o, alt

yakin-halkadir.

Ispat: N bir sag degismeli @, yakin-halka olsun. Ornek 2.3.2. ’den N,, N ’nin bir
alt yakin-halkasidir. N bir ¢, yakin-halka oldugundan Va e N, igin,
a = Xax
olacak sekilde xe N vardir. N sag degismeli oldugundan,
a0 = (xax)0 = x(ax0) = x(a0x) =x0x=x0=0

olup x € N, bulunur. Dolayistyla N, N ’nin bir ¢, alt yakin-halkasidur.

Onerme 5.12. Sabit kismi sifirdan farkli olan bir sag degismeli «, yakin-halkanin

sabit kismu, bir o, alt yakin-halkadir.

Ispat: N sabit kismi sifirdan farkli olan bir sag degismeli «, yakin-halka olsun.
Ornek 2.3.2. ’den N_, N ’nin alt yakin-halkasidir. N bir @, yakin-halka

oldugundan Vae N, —{0} igin,



olacak sekilde x e N —{0} vardir. N sag degismeli oldugundan,
X0 = (xax)0 = x(ax0) = x(a0x) = xax = X

olup x e N, bulunur. Dolayistyla N_, N ’nin bir e, alt yakin-halkasidur.

Teorem 5.13. N bir sol (sag) degismeli ¢, yakin-halka olsun. Bu taktirde;
a) Eger N P, (P,) yakin-halka ise N regiilerdir.

b) Eger N P(1,2) (P(2,1)) yakin-halka ise N regiilerdir.

c) Eger N P(,m),m>2 (P(r,1),r >2) yakin-halka ise N regiilerdir.

Ispat: N bir o, yakin-halka oldugundan Vae N igin,
a = XaX

olacak sekilde x e N vardir.
a) N bir sol (sag) degismeli P, (P,) yakin-halka oldugundan,
a=xax=ax’ eaN =aNa (a=xax=x’acNa=aNa)
olup,
a=ax’=aya (a=x’a=aya)

olacak sekilde y € N vardir. Dolayisiyla N regiilerdir.

b) N bir sol (sag) degismeli P(1,2) (P(2,1)) yakin-halka oldugundan,
a=xax=ax’ eaN =Na’ (a=xax=x’acNa=a’N)
olup,
a=ax’=ya’ =yaa=aya (a=x’a=a’y =aay=aya)

olacak sekilde y € N vardir. Dolayisiyla N regiilerdir.

¢) N bir sol (sag) degismeli P(1,m),m>2 (P(r,1),r >2) yakin-halka oldugundan,
a=xax=ax’caN =Na" = Na’ (a=xax=x’acNa=a"N ca’N)
olup,
aeNa® (aca’N)
dir. Buradan,
a=na’=naa=ana (a=a’n=aan=ana)

olacak sekilde ne N vardir. Dolayisiyla N regiilerdir.
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Teorem 5.14. N bir regiiler yakin-halka olsun. Eger N degismeli ise bir P(r,m),
(r,meZ") yakin-halkadir.

Ispat: N bir regiiler ve degismeli yakin-halka olsun. Oncelikle r =m durumu kabul
edildiginde Yae N i¢in Na"=a'N esitligi i¢in tiimevarim yontemi kullanilirsa,
r=1 olsun. N regiiler oldugundan a=aba olacak sekilde be N vardir. Buradan,
vneN igin,
an = (aba)n = a(ban) = abna € Na
olup,
aN < Na
dir. Ayn1 zamanda,
na =n(aba) = (nab)a = anba € aN
olup,
Na caN
dir. Dolayisiyla,
Na=aN
elde edilir. r=k icin Na“=a“N esitligi saglansin. Vxea“'N igin, x=a""n,
olacak sekilde n e N vardir. N degismeli oldugundan,
x=a""n =a“an, =a‘na=n,a“a=n,a"* e Na""
olup,
a“'N < Na**
dir. Ayn1 zamanda, VxeNa“?! i¢in, x=na“" olacak sekilde n €N vardur.
Buradan,
x=na"'=na‘a=a‘na=a‘an =a“'n, ea*"'N
olup,
Na** c a“*'N
dir. Dolayisiyla,
Na“* =a“'N
elde edilir. Sonug olarak,

Na"=a"N
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olur ki r=m i¢in N bir P(r,m) yakin-halkadir. Simdi m>r olarak alinsin.

Buradan m—-r=k, keZ" vardir. ¥xea'N olsun. Bu taktirde x=a'n olacak

sekilde ne N vardir.

r+l

x=a'n=a""an=a"'na=na"'a=na""(ana)=na"'naa=nna

r+2

=nna’a=nnaa" =nn(ana)a’ =nn(naa)a’ =nn’a
Bu sekilde devam edilirse,
x=nnfa™ =na" e Na"
olup,
a'N < Na"
elde edilir. Aym1 zamanda, Vxe< Na™ olsun. Bu taktirde x=na" olacak sekilde

ne N vardir.

m r+k

x=na" =na"™* =na'a“ =na‘a" =na" eNa’
olup,
Na" <a™N
elde edilir. Dolayisiyla,
Na"=a"N

olur ki m>r i¢in N bir P(r,m) yakin-halkadir. Simdi r>m olarak alinsin.

Buradan r—-m=k, keZ" vardir. ¥Xxe Na" olsun. Bu taktirde x=na™ olacak

sekilde ne N vardir.
x=na"=na"'a=na""a=a""'na=a""n(ana) =a""'n(naa)

=a""(nna’) =a"'na’n, =a™*a’nn, =a"ann, =a" (an,a)nn,

— amaznlr,ln1 — a.m+2nn1nl — am-¢—2m,]ln1 — am+2nn12

Bu sekilde devam edilirse,

x=a"*nn*=a"nn*ea'N
olup,
Na" ca'N
elde edilir. Diger yandan Vxea'N igin x=a'n olacak sekilde ne N vardir.

x=a'n=a“"n=a“a™n=a“na™ e Na"

olup,

37



a'N < Na
elde edilir. Dolayisiyla,
a"N =Na"

olurki r>m igin N bir P(r,m) yakin-halkadir.

Sonug 5.15. N bir sol (sag) degismeli ¢, yakin-halka olsun. Bu taktirde;

a) Eger N sag (sol) degismeli P, (P,) yakin-halka ise N bir P(r,m) yakin-

halkadir.

b) Eger N sag (sol) degismeli P(L,2) (P(2,1)) yakin-halka ise N bir P(r,m)

yakin-halkadir.

c) Eger N sag (sol) degismeli P(L,m),m>2 (P(r,1),r>2) yakin-halka ise N

P(r,m) yakin-halkadur.

Onerme 5.16. N degismeli bir yakin-halka olsun. Bu taktirde N bir P(r,r), (r >1)

yakin-halkadir.

Ispat: Vae N elemani alinsm. Vxea'N, (r >1) icin,
x=a'n
olacak sekilde ne N vardir. N degismeli oldugundan,
x=a'n=a""an=a"'na=na""a=na" eNa’
olup,
a'N c Na'
dir. Vxe Na", (r >1) olsun. Bu taktirde,
X =na
olacak sekilde ne N vardir. N degismeli oldugundan,
x=na"=na"'a=a"'na=a"'an=a'nea'N
olup,

Na"' <ca'N

dir. Buradan, a'N =Na" elde edilir. Dolayisiyla, N bir P(r,r), (r>1)

halkadir.

yakin-

Onerme 5.17. N sag degismeli bir o, yakin-halka olsun. Bu taktirde N bir S
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yakin-halkadir.

Ispat: N bir o, yakin-halka oldugundan Vae N igin,
a = XaX
olacak sekilde x e N vardir. N sag degismeli oldugundan,
a=xax=x"aeNa

dir. Buradan, a< Na olup N bir S yakin-halkadir.
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SONUC

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalarda regiilerlik kavramina alternatif

olarak verilen ¢, ve «, yakin-halka kavramlar1 ¢alisilmistir. N bir regiiler yakin-
halka olsun. Bu durumda N bir «, yakin-halkadir fakat ¢, yakin-halka olmast igin

sag degismeli olma sart1 vardir.

Orijinal olan besinci boliimde ilk olarak ¢, alt yakin-halka kavrami tamitildi. Ayrica
a, Ve a, alt yakin-halkalarin homomorfizm altinda gesitli 6zellikleri elde edildi.
Ayni zamanda bir ¢, yakin-halkanin sifir-simetrik kismimnin bir ¢, alt yakin-halka,
sabit kismu sifirdan farkli bir «, yakin-halkanin sabit kisminin bir «, alt yakin-halka
oldugu gosterildi. Ayrica bir ¢, yakin-halkanin diger yakin-halka cesitleri ile

iliskileri hakkinda ¢esitli sonuclar elde edildi.
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