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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci boliimlerde ¢alismayla ilgili literatiir ve
temel bilgiler verildi. Ugiincii boliimde e-asal yakin-halkalarin, diger yakin halka tiirleriyle
iligkisine bakildi.

Dordiincii boliimde, yakin-halkalarin kuvvetli asal idealleri iizerinde duruldu. Burada
kuvvetli asal yakin halka, kuvvetli asal ideal, kuvvetli e-asal yakin halka, kuvvetli e-asal
ideal, uniformly kuvvetli asal ideal tanimlar1 verildi. Kuvvetli asal yakin halka ve kuvvetli
asal ideallerin; 3-asal yakin halka, tam asal yakin halka, e-asal yakin halka, uniformly asal

yakin halka ve idealleri arasindaki iligkiler incelendi.

Anahtar Kelimeler: Yakin-halka, asal ideal, 3-asal, Tam asal, e-asal, Kuvvetli asal,

Kuwvvetli e-asal.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The literature and basic informations about the study
have been given in the first and second chapters. In the third chapter, the relations between

the equiprime near-rings and other kinds of near-rings have been investegated.

In the fourth chapter, strongly prime ideals of near-rings have been considered. In this
section, the definitions of strongly prime near-ring, strongly prime ideal, strongly equiprime
near-ring, strongly equiprime ideal, uniformly strongly prime near-ring, uniformly strongly
prime ideal have been given. The relations between the strongly prime near-ring and strongly
prime ideal; 3-prime near-ring, c-prime near-ring, e-prime near-ring, uniformly prime near-

ring and their ideals have been examined.

Keywords: Near-ring, Prime ideal, 3-prime, c-prime, equiprime, Strongly prime, Strongly

equiprime.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LiSTESI

Yakim-halka

N yakin-halkasinin 0-simetrik kismi1

N yakin-halkasinin sabit kismi

N -grup

I' ’dan T ’ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkas1

I" ’da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi
I ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkasi
N yakin-halkasinin dagilmali kismi

Halka

N ’den M ’ye tiim yakin-halka homomorfizmlerinin ctimlesi
I" ’nin sifir elemani

I' *nin sifirlayani

X ciimlesi tarafindan tiretilen ideal

X cimlesi tarafindan tiretilen sol ideal

X ciimlesi tarafindan tiretilen N -alt grup

Boliim yakin-halkasi

Dagitici climle



1. GIRIS

Halkalarin bir genellemesi olan yakin halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson [8]
tarafindan atilmigtir. O, tek yonlii dagilma oOzelligine sahip cisimlerin varligini

ispatlamistir, bugiin bu cisimler yakin-cisim olarak isimlendirilmektedir.

Yakin halkalarin asal idealleri iizerine ilk ¢aligsmalar, Van der Walt [21], Laxton [16],
Ramakotaiah [18], Beidleman [1] ve Ramakotaiah ve Rao [19] tarafindan

yapilmustir.

N bir yakin halka ve I, N’ nin bir ideali olsun.
(@) Eger A ve B N’ nin ABc | olacak sekildeki idealleri ise, Ac | veya
Bcldir.

(b) Eger X,y € N igin XNy c | ise, x e | veya y € | olur.

Halkalar veya yar1 gruplarin asal idealleri lizerine yapilan calismalarda, (a) ve (b)
kosullarinin denk olmasi, kolaylastirici bir rol oynamaktadir. Ancak bu kosullar,
yakin halkalar lizerinde denk degillerdir. Ramakotaiah ve Rao [19], (a) kosulunu
saglayan | idealine N yakin-halkasinin O-tipinde asal ideali, (b) kosulunu saglayan
ideale ise 1-tipinde asal ideal adini vermislerdir. Giiniimiizde bunlar, sirasiyla 0-asal
ve 3-asal ideal olarak literatiirde gegmektedir. Holcombe [15], 1-asal ve 2-asal ideal
tanimlarin1 vermistir. Booth, Groenewald ve Veldsman [3], halkalardaki asalligin
yeni bir genellestirmesi olan e-asal (equiprime) ideal kavramini tanimlamistir. Reddy

ve Murty [20], yakin halkalarin tam asal ideallerini ¢alismislardir.

Bu cesitli asal ideal tanimlar arasindaki iliskiler, bircok matematik¢i tarafindan
calisilmis ve halen bu arastirmalar siiregelmektedir. N bir yakin halka ve I, N’ nin bir
ideali olsun. Bu durumda I, e-asal ise 3-asal, 3-asal ise 2-asal ve 1-asal ise O-asaldur.
N sifir-simetrik iken, 2-asal ise 1-asaldir. Ayrica | tam asal ise 3-asaldir. Bunlarin
tersleri, N yakin-halkasmin sifir-simetrik olmasi durumunda dahi dogru degildir [2].
Bu yiiksek lisans tezinde, ilk olarak 0-asal, 1-asal, 2-asal, 3-asal, e-asal ve tam-asal

yakin halkalar ve idealleri iizerinde durulmustur. Son bdliimde kuvvetli asal yakin



halka ve kuvvetli asal ideal tanimlanarak bunlarin diger idealliklerle iliskisi

incelenmis ve elde edilen sonuclar 6rneklerle desteklenmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu béliimde, temel bilgi niteliginde olan ve diger boliimlerde ortak olarak kullanilan
yapilar  verilecektir. Yakin-halka teorisi iizerine c¢alisan neredeyse tiim
matematikgiler i¢in temel kaynak kabul edilen, ilk baskis1 1977 ve yenilenmis baskisi
1983 yillarinda yapilan Giinter Pilz’e ait “Near-rings” [17] kitabi, bu boliim i¢in

temel kaynak olarak alinmuistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler
Yakin-halkalar, genellestirilmis halkalardir. Halkalardan farkli olarak, bir yakin-
halkada ilk islem degismeli olmak zorunda degildir ve ikinci islemin birinci islem
tizerine tek yonlii dagilma 6zelligi olmasi yeterlidir. Bu tanim agik olarak asagidaki
gibi verilebilir.
Tamm 2.1.1. [17] Bir N ciimlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N,+,.) {gliisiine bir yakin-halka denir.

a) (N,+) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (N,.) bir yar1 grup,

C) VX, Y,Z € N igin (X+Y).Zz=XzZ+Y.Z
Burada c) sikkinda sagdan dagilma Ozelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan
(N,+,.) tgcliisiine bir sag yakin-halka denir. Eger c) sikki yerine,

VX, ¥,Z € N igin X.(Y+2)=XYy+ Xz

alinirsa, bu sartlari saglayan (N,+,.) ti¢liisiine bir sol yakin-halka denir.
Yani, dagilma 6zelliginin yonii, yakin-halkanin sag veya sol olmasini belirler. Bu
caligmada, kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkay:1 ifade edecektir.

Baz1 yakin-halka 6rnekleri agagidadir.

Ornek 2.1.2. (I',+) herhangi bir grup olsun.
M(@)={ f:T —T | f bir fonksiyon}

ile tanimlanan bu climle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir

yakin-halkadir.



Ornek 2.1.3. (N ,+) bir grup ve vx,y € N igin ¢arpma islemi;

{x y#0
Y=o y=o0

ile tanimlanirsa, bu islemler altinda N bir yakin-halkadir. Bu yakin-halka literatiirde,

bazen, asikar yakin-halka adiyla karsimiza ¢ikmaktadir.
Ornek 2.1.4. Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. Gergekten, eger (N,+)
grubu iizerinde ikinci islem, VX,y € N ig¢in,
xy =0
ile tanimlanirsa, (N,+,") bir yakin-halkadir.

Ornekler 2.1.5. (I';+) herhangi bir grup ve “Op” ile bu grubun etkisiz elemani

gosterilsin. Bu durumda, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda

asagidakiler birer yakin-halkadir.
) Mo(D) ={f :T —>T | f(0r)=0r}
b) Mc(D) ={f:I >T | f sabit}

,0=0

,0#0 ¥

0 O
) Mg ={f, :T>T|yelvef, (5= )

Ozellikler 2.1.6. [17] N bir yakin-halka ise asagidaki 6zellikler vardir.
a) vx € N i¢in, Ox =0 dir.
b) ¥x,y € N igin, (—x)y =—xy dir.
Ispat : a) Wx e N icin, sagdan dagilma 6zelliginden,
0x=(0+0)x =0x+0x
ve dolayisiyla Ox =0 bulunur.
b) VX,y € N i¢in, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilarak,
(=x)y=(0-x)y=0y—xy=0-xy =—xy

elde edilir.



Not : Bir N yakin-halkasinda, her zaman, VX,y € N i¢in X0=0 ve x(-y)=—xy
saglanmayabilir. Mesela, Ornek 2.1.2°de tanimlanan M (') yakin-halkasinda,
f,g e M(I') igin,

fo0=0
olmasi f ’nin orjinden gegmesiyle ve
f o(-g) =—(f 0g)
olmasi ise f ’nin bir tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.
Tamm 2.1.7. [17] N bir yakin-halka olsun.
a) Ng ={n € N | n0 =0} ciimlesine N yakin-halkasmin 0-simetrik kismi,

b)N;={ne N [n0=n}={ne N | vn'e Nicinnn'=n} ciimlesine N  yakin-

halkasinin sabit kismi1 denir.

Ng ve N ’de birer yakin-halkadir.

Ornek 2.1.8. [17] (M(IN)g = Mg(I") ve (M(I)); = M (I") dir. Gergekten,

(M([))g ={f e M(D)|f 00=0}

={f e M(I)|f (0) =0}

=My (I)
ve
(M(D)¢ ={f e M(D)|f 00= f}
={f e M(D)|f sabit}
= Mc(r)
dir.

N = Ng ise N yakin-halkasina 0-simetrik ve N = N ise N yakin-halkasina sabit
yakin-halka denir. Ornek 2.1.8’den goriilecegi gibi, Mg (T") bir 0-simetrik ve M (')
bir sabit yakin-halkadir.



Teorem 2.1.9. [7] Bir N yakin-halkas1 icin N = Ng + N dir.
Ispat: n e N icin,
[n—(n0)]0=[n+((—n)0)]0 = N0+ ((—n)0)0=n0+(—n)0=0
Dolayisiyla,
n—(n0) € Ng
dir. Ayn1 zamanda,

n0 e N¢

oldugu goriilebilir. O halde,
n=[n—(n0)]+ (n0O)
oldugundan ispat tamamdir.
(G,+) bir grup, (N+) ve (K,+)’da iki alt grubu olsun. Eger, NNK ={0},

N+K=G ve (N,+) alt grubu (G,+)’da normal ise, (G,+) grubuna (N,+) alt
grubunun (K,+) alt grubuyla bir yari-direkt ¢arpimi ad1 verilir.
Sonug 2.1.10. [7] Bir (N,+,.) yakin-halkasi i¢in, (N,+) grubu, (Ng,+) 'nin (N¢,+)
ile bir yari-direkt ¢arpimidir.
Ispat: x € Ng m N, olsun. Bu durumda,

X=n0
olacak sekilde n € N vardir ve

x0=0
dir. O halde,

0=x0=(n0)0=n(00)=n0= x
yani, NgNNq;={0} dir. Teorem 2.1.9°”dan N = Ng+ N, dir. Son olarak,

(Ng,+) 'nin (N,+) ’da normal oldugunu gésterelim. Eger me Ng ve y € N ise, bu

durumda,

(y+m-y)0=(y0)+(m0)+(-y)0 (2.1)



burada,
mO0=0

oldugundan, (1) ifadesi,
=(y0)+(-y)0=0
halini alir. Buise, (Ng,+) ’nin (N,+) ’da normal oldugunu gosterir.
Tamm 2.1.11 [17] d € N ve VX,y € N igin, (N,+,.) bir yakin-halka olsun.

a) Eger,
d(x+y)=dx+dy (2.2)

oluyorsa, d € N ’ye bir dagilmali eleman denir. N yakin-halkasinin tim dagilmali

elemanlariin ciimlesi Ny ile gosterilir.

b) Eger (N,+) degismeli ise N ’ye bir abelyen yakin-halka, (N,.) degismeli ise,
N ’ye bir komutatif yakin-halka, (N,.) birimli ise N ’ye birimli bir yakin-halka

denir. Eger N = Ng ise, N ’ye bir dagilmali yakin-halka adi verilir.

c) Eger (N —{0},.) bir grup ise, N ’ye bir yakin-cisim denir.

2.2. N-Gruplar

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara taginmasiyla elde edilmis olan N -

grup, yani N iizerinde yakin-modiil kavrami asagidaki sekilde tanimlanir:

Tamm 2.2.1. [17] (T',+) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.

u:NxI' - T
(ny) — ny

alalim. Eger VX,y € N ve Vy €T i¢in,
(X+Y)y =xy+yr
ve

Oy)y = x(yy)



sartlar1 saglaniyorsa, (I", z£) ikilisine bir N -grup, yani N iizerinde yakin-modiil
denir. Kisaca, NT ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise,

Vy €T i¢in,

Iy=vy
sartin1 saglayan I' N -grubuna, bir tiniter N -grup denir.

Ornekler 2.2.2. a) N bir yakin-halka olsun.

u:NxN — N
(xy) - x
altinda (N,+) bir N -gruptur. Bu N -grup, kisaca N N ile gosterilir.
b) T bir grup olsun. Bu durumda,
4M@xT - T
(f.r) - ()
altinda, T" bir M (I") -gruptur. Gergekten, Vf,g € M(I') ve Vy T igin,

(fF+9)y=>(Ff+a)»)=1t()+a9(»)=fr+ay
ve
(fa)y = (f9)(») = f(a(»)) = f(9y)

saglanir.
N -grup kavramiyla ilgili baz1 temel 6zellikler asagidadir.
Ozellikler 2.2.3. N bir yakin-halka ve T' bir N -grup olsun. Bu durumda,
a) Vy eI ig¢in, Oy =0r,
b) Vy eI' ve ¥x € N igin, (—X)y =—Xxy,
c) Vx e Ng i¢in, XOp =0r,
d) Vy eI ve Vn e N i¢in, ny =n0r dir.
Ispat: a) Vy e T icin,
0y =(0+0)y =0y +0y
ve dolayisiyla Oy = Oy dir.

b) Vy eI" ve VX e N igin,



(X)y =(0=x)y =0y —xy =0p =Xy = —Xy
dir.
) Vx € Ng i¢in,
X0 = x(001) = (x0)0p =00 =0r
dir.
d) Vy eI ve Vn e N, i¢in,
ny =(n0)y =n(00r) = nOr

elde edilir.

2.3. Alt Yapilar

Tammm 2.3.1. N bir yakin-halka ve (M,+) (N,+)’nin bir alt grubu olsun. Eger,
vm;,m, € M igin mym, € M saglaniyorsa, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkasi

denir.

Ornek 2.3.2. Ny ve N, N yakin-halkasinin alt yakin-halkalaridir. Gergekten,

X,y € Ng igin,
(x—y)0=x0-y0=0-0=0
yani, (Ng,+) (N,+) 'nin bir alt grubudur. VX,y € Ng i¢in,
(xy)0=x(y0)=x0=0

dir. O halde NgNg = Ng olur. Simdi, VX,y € N i¢in,

(x=y)0=x0-y0=x-y
yani, x—Yy € N olur. Buise, (N¢,+) grubunun (N,+) 'nin bir alt grubu oldugunu
gosterir. VX, Yy € N i¢in,

()0 = x(y0) = xy

dir. O halde NN = N elde edilir.



Tamim 2.3.3. N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. I" "nin
NAcC A

sartint saglayan, bir A alt grubuna, T ’nin bir N -alt grubu denirve A <y T ile

gosterilir.

2.4. Homomorfizm ve idealler

Tanmm 2.4.1. N ve M iki yakin-halka ve h:N — M bir doniisiim olsun. Eger
VX, ¥ € N igin,

h(x+y) =h(x) +h(y) (2.3)
ve
h(xy) = h(x)h(y) (2.4)
sartlar1 saglaniyorsa, h doniisiimiine bir yakin-halka homomorfizmi denir.

Tammm 2.4.2. N bir yakin-halka, T'" ve ¥ iki N -grup olsun. Bu durumda, eger
h:T' > WY doniisimii, Vy,0 €T i¢in,

h(y +6) =h(y)+h(S)
ve
h(ny) = nh(y)
sartlarini sagliyorsa, h doniisiimiine bir N -homomorfizm denir.

Bu tanimlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm
kavramlar1 i¢in, yakin-halka teorisinde farkli bir tanim yoktur. Eger N yakin-
halkasindan M yakin-halkasina bir monomorfizm, yani birebir homomorfizm, varsa
N yakin-halkast M ’ye gomiilebilirdir denir. Ayni tanimlar, N -gruplar icin de
gecerlidir.

Onerme 24.3. [7] N ve M iki yakin-halka ve h:N — M yakin-halka

homomorfizmi olsun. Bu durumda,

a) h(N) goriintiisii, M ’nin bir alt yakin-halkasidir.

10



b) Eger T, M ’nin bir alt yakin-halkasi ise, bu taktirde h_l(l' )’de N ’nin bir alt

yakin-halkasidir.

¢) h(Ng) = Mg dir.

d) h(N.) =M, dir.

e) Eger h bir izomorfizm ise, h~1>de bir izomorfizmdir.

Ispat: a) h(N)’nin M’ nin bir alt grubu oldugu agiktir. Simdi,
a=h(x),b=h(y) e h(N) alalim. O halde,
ab = h(x)h(y) = h(xy) € h(N)

olur. Buise, h(N) ’nin, M ’nin bir alt yakin-halkas1 oldugunu gosterir.

b) T M ’nin bir alt yakin-halkas1 olsun. h_l(l' ) 'nin N ’nin bir alt grubu oldugu
aciktir. Eger, h(x),h(y) € T ise,

h(xy) =h(x)h(y) e T
yani,

xy € h™H(T)
olur. Dolayistyla h_l(l' ) N ’nin bir alt yakin-halkasidir.
€) Vng € Ny i¢in,
h(ng)Om = h(ng)h(On) =h(ngON) =N(On) =0pm
olur. Buise, h(Np) = Mg oldugu anlamina gelir.
d) Vn. € N; i¢in,
h(nc)Om =h(nc)h(On) =h(ncOn) = h(nc)

elde edilir. Buradan, Vn. € N; i¢in, h(n;) € M, yani h(N.) =M. sonucuna

ulagilir.

11



e) h:N —>M bir izomorfizm olsun. Bu durumda, h™t:M —> N bir grup

izomorfizmidir. Simdi, u,v € M alalim. Bu durumda, h(x)=u ve h(y)=v olacak

sekilde tek X,y € N elemanlar1 vardir. O halde,
h~t(uv) = ™ (h(x)h(y))

=h~(h(xy))
=Xy
=h~H(h(x)Dh~H(h(y))
=htuh™(v)
olur. Bu ise, ispat1 tamamlar.

Ornek 2.4.4. N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Bu durumda, Vy €I igin,

hy:N - T
n — ny

dontsimii, bir N -homomorfizmdir.

Tamim 2.4.5. [17] N bir yakin-halka ve 1 N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu
durumda, eger,

a) INcl

b) vx,ye N ve Viel igin, x(y+i)—xy € |
sartlar1 saglaniyorsa, |’ya N yakin-halkasiin bir ideali denir ve | <N ile
gosterilir. Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa | N ’nin bir sag ideali, sadece b) sarti
saglaniyorsa | N ’nin bir sol ideali adini alir ve sirasiyla 1 <, N ve | < N ile
gosterilir.
Tamim 2.4.6. [17] N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. Eger T" ’nin bir A
normal alt grubu, Vy € I', V& € A ve Vn e N igin,

n(y+o)—-ny eA

sartint sagliyorsa, A’ya I ’nin bir ideali denir ve A <y I' ile gosterilir,
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Not: a) Bir N yakin-halkasinin sol idealleri ile N N nin idealleri cakisiktir.

b) N bir yakin-halka ve 1 < N ise, ’\% bolim yakin-halkasi, boliim halkasinda
oldugu gibi,
’\% ={n+1 |neN}

seklinde tanimlanir. Benzer olarak, T" bir N -grup ve A<y T igin, % bolim N -
grubu tanimi verilebilir.

c) {0} ve N, N yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.

Benzer sekilde, {Or} ve I', N yakin-halkasinin I' N -grubunun asikar idealleridir.

d) N ve M iki yakin-halka ve h € Hom(N, M) ise,
gekh={n e N | h(n) =0y}

ciimlesine h homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.4.7. [17] Eger N yakin-halkasinin, bir M alt yakin-halkas1 icin, MN < M
ve NM M sartlant saglaniyorsa, M N yakin-halkasinin bir invaryant alt yakin-
halkasidir denir. Burada N ’nin yoniine gére M sag ya da sol invaryant alt yakin-

halka adin1 alir.
Ornek 2.4.8. [17] N bir yakin-halka olsun. Bu durumda,

a) Ng < N dir, fakat Ng < N olmak zorunda degildir.

b) N. N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir, fakat ne sag ne de sol ideali olmak

zorunda degildir.
Bunlarin dogrulugu asagidaki gibi gosterilebilir:
a) Vx,y € N ve n e Ny i¢in,
(X+n=x)0=x0+n0—x0=x0-x0=0
yani, Ng N ’nin bir normal alt grubudur. Simdi, ¥X,y € N ve n € Ng i¢in,

[X(y+n)—xy]0=x(y0+n0)—xy0=xy0—xy0=0
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olur. Bunun anlam1 VX,y € N ve n € N igin,

X(y+n)—xy € Ng

olmasidir. Bu ise Ng <; N oldugunu gosterir. $imdi, Ng < N olmak zorunda
olmadigin1 géstermek igin, bir 6rnek yeterlidir. R reel sayilar ciimlesi ve N = M (R)
olsun. 1€ M(R) ile birim doéniisiim gosterilirse, 1€ Ng = My(R) dir. ¢ € M(R)
dontisiimii,
'R —> R
X — 1R

ile tanimlansin. Bu durumda,

(10¢)(0)=10gr) =1r
yani,
log ¢ My(R)=Ng

olur. Buise, My(R) 'nin M (R) 'nin bir ideali olmadigin1 gosterir.
b) Vx e N ve Vn e N, igin,
(xn)0 = x(n0) = xn
yani, NN, < N, dir. Yine, ¥Xx € N ve ¥n e N igin,
(nx)0=n0=n=nx

oldugundan, NN < N olur. O halde N; N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir.
N N ’nin genelde ne sag ne de sol idealidir, ¢linkii (N,+) (N,+) 'nin genelde bir
normal alt grubu degildir. Ornegin, (I',+) abelyen olmayan bir grup ve y,8 €T
elemanlar1 y + 06 # 0 + ¥ olacak sekilde segilsin. Simdi, bir f7, dontistimii
f,:I' > T
X — vy
ile tamimlansin. Bu durumda, f, € M¢ () dir. 1€ M(I") birim doniisiim ise, bu

durumda,
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@+f, -DOr)=0r+»-0r=»
olur, fakat

A+ f, -D@)=0+y-0=#y

dir. Bu ise,
1+f, —1e Mc(I)
oldugunu gosterir. Buradan, M (I'), M(T') 'nin bir normal alt grubu degildir. O

halde, M. (') 'nin M (T") ’da normal olmasi igin gerek ve yeter sart ' 'nin bir abel

grubu olmasidir.

Ozellikler 2.4.9. [17] N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Bu durumda;

a) L<| N ise NgLc L dir.

b) N = Ng olmasi igin gerek ve yeter sart N yakin-halkasinin her bir sol idealinin

NN nin bir N -alt grubu olmasidir.

c) N =Ng ise, I' N -grubunun her A ideali, I 'nin bir N -alt grubudur.

d) Vy el i¢in, Ny <y I dir. Yani, Vy €T i¢in, Ny T" N -grubunun bir N -alt
grubudur.

e) VA<y T i¢in, NOp =N.Or <A dir. Dolayisiyla, NOpr=N.Op T' N-
grubunun tiim N -alt gruplari icerisinde en kii¢lik olanidir.

Tamim 2.4.10. [17] N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. N ’nin (I ’nin)
asikar olmayan ideali yoksa, N ’ye (I ’ya) basittir denir. Eger I''nin NO. ve I
disinda N -alt grubu yoksa, T"’ya N -basittir denir.

{0} ideali, bir N yakin-halkasmin tiim ideallerinin ciimlesinde daima minimal

oldugundan, asagidaki tanimlar halka teorisinde oldugu gibidir.

Tamim 2.4.11. [17] N bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sifirdan farkli ideallerinin

cimlesinde minimal olan ideale N ’nin minimal ideali denir.

Benzer olarak, minimal sag ve sol ideal tanimlar1 verilebilir. Bu tanimlarin dualleri

maksimal ideal tanimlaridir.
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Tamm 2.4.12. [17] N bir yakin-halka, T" bir N -grup, A; ve A, T ’nin herhangi

iki alt ciimlesi olsun. Bu durumda,

(Ar:Ay)y={neN ‘ NA, c A}
ile verilir. y €T igin, kisalik agisindan, ({y}: A) =(y : A) alinacaktir.

Or:A)y ={ne N [nA H0r}}

climlesine A cI'’nin sifirlayan1 denir. Herhangi bir kanisiklik igermeyen

durumlarda, bu ciimle (0: A) ile gosterilecektir.
Ozellikler 2.4.13. [17] N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. Bu durumda;
a) Eger Ay I' ’nin herhangi bir alt grubu (normal alt grubu, N -alt grubu, ideali) ise,

(A1:A5) ciimlesi de, N N hin bir alt grubu (normal alt grubu, N -alt grubu, ideali)

olur. Burada A, I ’nin herhangi bir alt climlesidir.

b) Vy €T igin,
(0:7)<I N
dir.
c) VA <N T igin,
(0:A)< N
dir.
d) A,A;j (i € 1) I'’nin alt ciimleleri olsunlar. Bu durumda,

I (4 :A)=(] AitA)

iel iel

ve
Y(@i:A)c(YAj:A)
iel iel

dir.

e) AcT ise,

(0:A)= ] (0:6)dur.
JeA
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f) N yakin-halkasinin, herhangi iki I' ve I" N -gruplart N -izomorfik ise, bu
durumda,

Op:I)=0r:I')
dir.
Tamim 2.4.14. [17] N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. Bu durumda, eger
(O :T") =0 ise, T ’ya bir faithful N -grup denir.

Ozellikler 2.4.15. [17] N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Eger, T N ’nin
bir faithful N -grubu ise, bu durumda;

a) Eger T abelyen bir grup ise, N yakin-halkas1 da abelyendir.
b) Eger Vne N ve Vy,6 €T igin,

n(y +9)=ny +noé (2.5)
oluyorsa, bu taktirde N = Ny dir.

Teorem 2.4.16. [14] Her N yakin-halkasi i¢in, N yakin-halkast M(I") yakin-

halkasina gomiilebilir olacak sekilde en az bir I' grubu vardir.

Ispat: T, (N,+) grubunu ihtiva eden bir grup olsun. x € N igin,

fy:I' > r
{X}/ v €N
ro- X ,yeN

ile tamimlayalim. Bu durumda, ¥x,y € N i¢in,
fx+fy=Tfypy
ve
fyofy =fy
oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde,

h:N — M()
x — fy

doniistimii bir yakin-halka homomorfizmidir. Eger
h(x) = h(y)
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ise,
fy = fy
dir. Ozel olarak, Vy € I'—= N igin,
x="f()=1fy(¥)=y
elde edilir. Buradan, h doniisiimii bir yakin-halka monomorfizmi, yani N yakin-

halkas1 M (I") yakin-halkasina gomiilebilirdir.

Bu teoremin bir ¢ok kullanish sonucu vardir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.
Sonug¢ 2.4.17. [17] N bir yakin-halka olsun.

a) Eger N abelyen ise, N yakin-halkast M (I") yakin-halkasina gomiilebilir olacak
sekilde bir " abel grubu vardir.

b) Eger N sonlu ise, N yakin-halkast M (I") yakin-halkasina gomiilebilir olacak

sekilde bir I sonlu grubu vardir.

c) Eger N sifir-simetrik ise, N yakin-halkast Mq(T") yakin-halkasina gémiilebilir

olacak sekilde bir I grubu vardir.

d) Eger N sabit bir yakin-halka ise, N yakin-halkast M.(I') yakin-halkasina

gomiilebilir olacak sekilde bir I grubu vardir.

Tamim 2.4.18. [17] (A,<) kismi sirali bir ciimle olsun. Eger A ciimlesinin bostan
farkli her alt ciimlesi en az bir minimal elemana sahip ise, A climlesi minimum
sartin1 saglar denir. Eger A cilimlesinin elemanlarinin her a; > ay, >... zinciri sonlu
adimdan sonra sonlaniyorsa, yani her bir 8y > a, >... zinciri i¢in, @y =ap;1 = ...
olacak sekilde en az bir n dogal sayisi varsa, A climlesine azalan zincir sartini
(D.C.C) saglar denir. Bu tanimda “<” yerine “>" alinirsa, minimum sart1 yerine

maksimum sart1 ve azalan zincir sart1 yerine artan zincir sart1 (A.C.C) tanim1 verilmis

olur.
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3. YAKIN-HALKALARIN ASAL IDEALLERI

N bir yakin-halka ve A,B < N olsun. Bu durumda,

AB={ab|ac AbeB} (3.1)

ile tanimlanmustir. Buradan bir n dogal sayist igin, A" tanimi agiktir. N bir yakin-

halka ve  A,B< N olsun. Bu taktirde, AB ¢arpimi bir ideal olmayabilir. Hatta bu

carpim, (N,+) grubunun bir alt yar1 grubu dahi olmak zorunda degildir.

3.1. 0-Asal idealler

Tamim 3.1.1. [21] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger VI,J < N igin, IJ <P

olmasi, | c P veya J P olmasin1 gerektiriyorsa, bu durumda P’ye N yakin-
halkasinin bir 0-asal ideali denir.
N bir yakin-halka ve Ac N olsun. (A) ile N ’nin A climlesi tarafindan iretilen
ideali gosterilmistir. Kisalik agisindan, bir n € N igin, ({n}) yerine (n) gosterimi
kullanilmastir.
Asagidaki 6nerme 0-asal ideal kavraminin baz1 denkliklerini vermektedir.
Onerme 3.1.2. [21] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

a) P bir asal idealdir.

b) VI,J < N igin, (IJ) < P olmasi, | — P veya J < P olmasini gerektirir.

c) Vi,jeNigin, ig P ve jgP ise, (i)(j)zP dir.

d VI, J<Ni¢in, | oP ve JoP ise, IJ P dir.

e) VI,J<Ni¢in, | P ve JzP ise, IJgP dir

Ispata)=Db): P< N asal ve VI,J < N igin, (1J) =P olsun.
Jc(J)cP
ve P asal oldugundan, Tanim 3.1.1’den | P veya J < P dir. Dolayisiyla b) = a)

durumu da elde edilmis olur. a) <> e)’nin ispat1 da yine Tanim 3.1.1°den agiktir.

a)=c): P< N asal ve (i)(j) < P olsun. Bu durumda, P asal oldugundan (i) < P

veya () < P dir. Dolayisiyla i € P veya j € P elde edilir.



¢) =d) : Kabul edelim ki ¢) saglansin ve | o P ve J o P olacak sekilde 1,J < N
bulunsun. i e I =P ve j € J—P alalim. Bu durumda,
O zP
ve dolayistyla
JzP
elde edilir.

d) =e) : Kabul edelim ki (d) saglansin ve VI,J <N igin, | P ve J & P olsun.

iel—-Pve jeJ-P alalim. Bu durumda,

)+PoP
ve
(D+PoP
dir. O halde (d)’den,
(O+P)(D+P)xzP

dir. Dolayisiyla,
(+p)(i+p) & P

olacak sekilde 3i'e (i),3j' e (j) ve I p, p'e P vardir. Buradan,

"(j+p) -1+ j+p(j+p) ¢ P
olur. Fakat P < N oldugundan,

iI'(j4+p)-i'j'eP
ve
p(j+p’) eP
dir. Bu durumda,
i'j'e P
olmalidir. Bu ise,
JzP

oldugunu gosterir.

Tamim 3.1.3. [12] N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali asal ise N ’ye

bir asal yakin-halka denir.
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Ornek 3.1.4. [17] Eger N bir sabit yakin-halka (N = N ) ise, bu taktirde (N,+) *nin
her normal alt grubu bir asal idealdir. O halde her bir sabit yakin-halka, bir asal
yakin-halkadir.
Onerme 3.1.5. [17] N bir yakin-halka olsun. Eger N bir basit yakin-halka ise, bu
durumda N ya bir asal yakin-halka ya da bir sifir-yakin-halkadir.
Ispat: Eger N bir basit yakin-halka ise, sifir ve kendisinden baska ideali yoktur. O
halde, asal ideallik tanimindan,

{03N ={0}, {03{0} = {0}, N{0}={C} 3.2
veya

NN = {0} (3.3)

durumlart olabilir. Buradan ya {0} bir asal ideal yada N ={0} oldugu goriiliir.

3.1.1. Yari-asal idealler

Tamm 3.1.1.1. [16] N bir yakin-halka ve 1 < N olsun. Eger VJ < N igin, J 2 cl
olmast J < | olmasimi gerektiriyorsa, | ’ya N yakin-halkasinin bir yari-asal ideali
denir.

Asal ideal ve yari-asal ideal tanimlarindan da goriilecegi gibi, her asal ideal ayni
zamanda yari-asaldir. Asagidaki Onerme ile yari-asal tanimina denk kavramlar
Onerme 3.1.2’ye benzer sekilde verilmistir.

Onerme 3.1.1.2. [16] N bir yakin-halka ve | < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

a) | bir yari-asal idealdir.

b) VJ <N icin, (J2%) | ise J | dir.
c) vne N igin, (n)2 clisenel dim.
d) vJ < N icin, Jo 1 ise J2 | dur.

e) VJ <N icin, J 1 ise J2 | dur.
Bu &nermenin ispat1, Onerme 3.1.2’nin ispatiyla benzer oldugundan ihmal edilmistir
Tamm 3.1.1.3. [16] N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali yari-asal ise

N ’ye bir yari-asal yakin-halka denir.

3.2. 1-Asal idealler
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Tamim 3.2.1. [15] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N yakin-halkasinin A
ve B sol idealleri i¢in, AB < P olmast Ac P veya B — P olmasii gerektiriyorsa,
P ’ye N ’nin bir 1-asal ideali denir.
Lemma 3.2.2. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P 1-asal ise, O-
asaldir.
ispat: P<N 1l-asal ve A,B< N i¢in, ABc P olsun. A ve B ayni zamanda N
yakin-halkasinin sol idealleri ve P 1-asal oldugundan, Tanim 3.2.1’den Ac P veya
Bc P, yani P 0-asaldir.
Tamim 3.2.3. [12] N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir-ideali 1-asal ise N ’ye
1-asal yakin-halka denir.
Lemma 3.2.2 ile 1-asalligin 0-asalligi gerektirdigi verilmisti. Simdi, bunun tersinin
dogru olmadigi, yani O0-asalligin 1-asalligi gerektirmedigi asagidaki Ornekle
gosterilebilir.
Ornek 3.2.4. [5] (I',+) bir sonlu grup ve 0# A T ’nin asikar olmayan bir alt grubu
olsun.

Mo(T)={f :T > T| f(0)=0}
yakin-halkasi diistinelim.

K={f e Mo(I) | f(A)c A}
alinirsa, K Mg (I") 'nin bir alt yakin-halkasidir. K ’nin kendisinden ve sifirdan farkli
tek ideali,

A=(0:A)k ={k € K | kA =0}

dir. A2 %0 oldugundan, K 0-asal yakin-halkadir. K 'nin kendisinden farkl: tek 1-
asal ideali A’dir. Dolayisiyla, K ’nin sifir-ideali 1-asal degil, yani K 1-asal bir
yakin-halka degildir.

Asagida, 1-asal yakin-halkalar i¢in bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.2.5. [5] N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, ¥,y € N icin, ikinci islemi
{x y=3
Y=o , y#3
ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sol idealleri, {0} ve N ’dir.

N? 0 oldugundan, {0} N ’nin 1-asal ideali, yani N 1-asal bir yakin-halkadir.
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3.3. 2-Asal idealler

Tamim 3.3.1. [13] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N 'nin AB < P olacak
sekilde ki her A ve B N -alt gruplart igin, Ac P veya Bc P oluyorsa, P ’ye
N ’nin bir 2-asal ideali denir. Eger N ’nin sifir-ideali 2-asal ise, N ’ye bir 2-asal
yakin-halka ad1 verilir.
Asagidaki lemma, O-simetrik bir yakin-halkanin 2-asal ideallerinin ayn1 zamanda 1-
asal oldugunu verir.
Lemma 3.3.2. [5] N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P 2-asal bir
ideal ise, bu durumda P 1-asaldir.
Ispat: N O-simetrik, P< N 2-asal ve A B<| N icin ABcP olsun. N yakin-
halkas1 0-simetrik oldugunda, N ’nin her sol idealinin, ayn1 zamanda N ’nin bir N -
alt grubu oldugunu gosterelim. A<|; N igin, sol ideallik tanimindan, (A+)
(N,+)’nin bir alt grubudur. Simdi, NAc A oldugunu gostermeliyiz. A< N
oldugundan, Vn € N ve Va € A icin,

na=n(@a+0)—-n0e A
dir. Dolayisiyla A<y N dir. O halde, ABcP ve AB<y N dir. P 2-asal
oldugundan, Ac P veya B — P elde edilir. O halde, P 1-asaldir.
Lemma 3.3.2’de N yakin-halkasinin 0-simetrik olma sarti kaldirilamaz. Yani,

P < N O0-simetrik olmayan bir N yakin-halkasinin, 2-asal bir ideali ise, P 1-asal

olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu kanitlar.

Ornek 3.3.3. [5] N Klein-4-grup iizerinde, carpma islemi asagidaki tablo ile verilen

bir yakin-halka olsun.

w N kO
= e =] =)
R, O Kk O k-
= =1 N
w N P O w
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Bu durumda N ’nin tim N -alt gruplann N ve | ={0,1} dir. 12 #{0} oldugundan,

N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat, J ={0,2}<| N ve J2 ={0}, dolayisiyla N 1-
asal bir yakin-halka degildir.
Bu durumun tersi genelde dogru degildir. Yani, 0-simetriklik durumu olsa dahi, bir

yakin-halkada 1-asallik 2-asallig1 gerektirmez.
Ornek 3.3.4. [5] N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, ¥x,y € N icin, ikinci islemi
X ,y=3
= {o Y3
ile tamimlanan bir yakin-halka olsun. Ornek 3.2.5°den N yakin-halkas1 1-asaldur.
| ={0,3 N ’nin | 2 ={0} olan bir N -alt grubudur. Dolayisiyla, N 2-asal bir yakin-
halka degildir.
Teorem 3.3.5. [12] N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda, P

nin 2-asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(b) < P olacak sekilde a,b € N igin,

a e P veya b € P olmasidir.

3.4. 3-Asal idealler

Tanmm 3.4.1. [12] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger, aNb c P olacak
sekilde ki Va,b € N i¢in, a € P veya b € P oluyorsa, P ye N nin bir 3-asal ideali

denir. Eger N nin sifir-ideali 3-asal ise, N ye bir 3-asal yakin-halka denir.
Onerme 3.4.2. [5] N bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda P 2-
asaldir.

Ispat: P< N 3-asal ve a,b € N igin aNb < Polsun. b € N i¢in Nb <\ N dir. O
halde,

(b)ny = Nb
dir. Buradan,

a(b), caNbcP

olur. P 3-asal oldugundan,

acPveyabeP

elde edilir. Bu durumda Teorem 3.3.5 geregince P 2-asaldir.
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Sonu¢ 3.4.3. N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda P
1-asal ve dolayistyla 0-asaldir.
Ispat: Sirasiyla Onerme 3.4.2, Lemma 3.3.2 ve Lemma 3.2.2 kullanilarak ispat
goruliir.
Bir N yakin-halkasinin bir 2-asal ideali, ayn1 zamanda 3-asal olmak zorunda
degildir. Asagidaki 6rnek bunu kanitlar.
Ornek 3.4.4. [5] N Z3 ={01,2} grubu iizerinde carpma islemi VX, Yy € Z3 igin,
{x ,y=2
V= 0 ,y=2

ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Bu durumda N nin tiim N -alt gruplari sadece

{0} ve N dir. N 2 # {0} oldugundan, N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat,
1N1={0}
dolayisiyla N Dbir 3-asal yakin-halka degildir.

3.5. Tam-Asal idealler

Tamm 3.5.1. [2] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger ab € P olacak sekildeki

Va,b e N igin, a € P veya b € P oluyorsa, P ye N nin bir tam asal ideali denir.

Eger N yakin-halkasinin sifir-ideali tam asal ise, N ye bir tam asal yakin-halka
denir.

Yakin-halkalarin tam asal idealleri iizerine yapilan ¢alismalar, 1979 yilina kadar
uzanir. 11k olarak bu kavram “2-tipinde asal ideal” adiyla tanimlanmistir [19].

Ornek 3.5.2. [5] (N,+) mertebesi >3 olan bir grup olsun ve N iizerinde ¢arpma
islemi, VX,y € N i¢in,
x ,y=0
= {0 y=0
ile tanimlansin. Bu durumda, N yakin-halkasinin sifir-ideali diigiiniiliir ve ¢arpma
isleminin tanimi1 g6z Oniine alinirsa, Xy =0 olacak sekilde VX,y € N i¢in, Xx=0
veya Yy =0 oldugu goriliir. O halde N bir tam asal yakin-halkadir.

Onerme 3.5.3. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P tam asal ise 3-asaldur.

Ispat: a,b € N i¢in aNb < P olsun. O halde

aab e P
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dir. Burada P tam asal oldugundan a € P veya b € P elde edilir. Dolayisiyla P 3-

asaldir.

3.6. E-Asal idealler

E-asal idealler ilk olarak 1990 yilinda tanimlanmis olup bir halka iizerinde e-asallik
ile asallik kavrami birbirine denktir [3].

Tamim 3.6.1. [3] N bir yakin-halka olsun. Asagidaki kosullar altinda N ye bir e-
asal yakin-halka adi verilir.

a) Sifirdan farkli Vx,y € N igin, XNy = 0 ve
b) Eger x,y e N ve 0= A N nin bir invaryant alt grubu ise, Va € A igin

ax=ay iken x=y.
Eger P< N ve % bir e-asal yakin-halka ise, P ye N nin bir e-asal ideali denir.

Asagidaki lemma ile, e-asallik i¢in alternatif bir tanim verilmistir.

Lemma 3.6.2. [3] N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.

b) (i) Sifirdan farkli Vx,y € N igin, XNy = 0

(i) Eger x,ye N, 0ae N ve Vne N i¢in, anx=any ise x=y dir.
c) Eger x,ye N, 0-xae N ve Vne N i¢in, anx=any ise x=y dir.
Ispat a)=>Db): N bir e-asal yakin-halka ise, Tanim 3.6.1’den, x,y € N, 0za e N
ve Vne N igin, anx=any ise x=y oldugunu gostermek yeterlidir. a=0 ve N
e-asal oldugundan aNa =0, dolayisiyla aN #0 dir. Simdi, tiimevarim ydntemi

kullanilarak, Ay su sekilde tanimlansin: Ay =aN ve eger Ay _q tanimliysa,

Ay :{Zéiui ‘5i =+l u; Ak_l}Y{nu ‘n e N,ue Ak—l}

olsun. A=YAk , N nin bir invaryant alt grubudur ve 0zaN c A dir. Yue A

icin, ux =uy dir. N bir e-asal yakin-halka oldugundan Tanim 3.6.1°den x =y dir.

b)=a): 0= A N yakin-halkasinin bir invaryant alt grubu ve kabul edelim ki
X,y € N ve Vae A i¢in ax=ay olsun. a=0 segelim. A invaryant oldugundan,

vn e N igin an € A ve dolayistyla anx =any dir. O halde x =y elde edilir.
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¢) =b): Oncelikle belirtelim ki c) sart: O-simetrikligi gerektirir. Gergekten, eger
ae N ve a0=0 ise, bu durumda,
(a0)n(a0) = (a0)no
olmasi ¢) den a0 =0 celiskisini getirir. O halde N O-simetriktir. Simdi kabul edelim
Ki x =0 i¢in XNy =0 olsun. Bu durumda ¥n € N igin,
xny = 0= xn0

ve buradan y =0 elde edilir.

Tanim 3.6.1 ve Lemma 3.6.2°’den N yakin-halkasinin e-asal idealleri i¢in asagidaki

karakterizasyon elde edilir.

Sonu¢ 3.6.3. [3] N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:
a) P N nin bir e-asal idealidir.
b) Egerae N—P, x,y e N ve Vne N igin anx—any € P ise x—y € P dir.
Lemma 3.6.4. [3] N bir e-asal yakin-halka ise, 0-asaldur.
Ispat: N bir e-asal yakin-halka ve 0= A,B< N olsun. Bu durumda, 0= a e A ve
0#b e B igin anb =0 olacak sekilde en az bir n € N vardir. anb € AB oldugu
aciktir. Dolayistyla AB # 0 dir. O halde Onerme 3.1.2 d) den N bir 0-asal yakin-
halkadir.
Lemma 3.6.2 ¢) = b) ispatindan, herhangi bir e-asal yakin-halkanin ayni zamanda
0-simetrik oldugu goriildii. Asagidaki teorem e-asal yakin-halkalarin diger bir
karakterizasyonunu vermektedir.
Teorem 3.6.5. [13] N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.
b) N nin her 0= A sag invaryant (AN c A) alt grubu igin, eger X,y € N ve
Va € A icin, ax =ay oluyorsa, x =y dir.
c¢) N nin her A invaryant alt grubu i¢in, eger X,y € N ve Vae A i¢in,
ax=ay oluyorsa, x =y dir.
Ispat a)=Db) : N bir e-asal yakin-halka ve 0= A N nin bir sag invaryant alt grubu

olsun. Kabul edelim ki, x,y € N ve Va € A i¢in ax=ay olsun. 0=b € A alalim.
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bN < A oldugundan ¥n e N igin bnx=bny dir. O halde N e-asal oldugundan
x =y elde edilir.
b) = c) : invaryantlik, sag invaryantlig1 gerektirdiginden ispatin bu yénii agiktir.
c)=>a): 0zaeN, x,ye N ve Vne N igin anx=any olsun. Oncelikle N, =0
yani N nin O-simetrik oldugunu gosterelim. Eger N, #0 ise, N. N nin bir
invaryant alt grubudur ve Vr,s € N, Vc € N i¢in,

Cr=Cc=¢Cs
dir. Fakat c) den, bu durum r=s olmasin1 gerektirir ki, bu elbette bir geliskidir.
Dolayisiyla N. =0 yani N O-simetriktir. Simdi aN # 0 oldugunu gosterelim. Eger
aN =0 ise, ()N =0 dir. N O-simetrik oldugundan, (a) N nin bir invaryant alt
grubudur. Ustelik Vb € (a) ve Vk,| € Nigin,

bk =0=hl
dir. O halde ¢) den k=1 olmalidir ki, bu bir geligkidir. Dolayisiyla aN =0 dur.

Simdi Lemma 3.6.2 a) = b) nin ispatindaki gibi, Aj =aN ve eger A, _1 tanimliysa,

Ay ={Z§iui ‘5i =+l u; € Ak_l}Y{nu ‘n eN,ue Ak_l}

olsun. A=Y A, N nin bir invaryant alt grubudur ve 0= aN < A dir. Yu € A igin,
ux =uy dir. O halde c) den x =y elde edilir.

Lemma 3.6.2°den biliyoruz ki, eger N bir e-asal yakin-halka ise, 0= X,y € N i¢in
XNy # 0, dolayisiyla N 3-asaldir.

Bir e-asal yakin-halkanin ayni zamanda 0O-simetrik ve 3-asal oldugu belirtilmisti.

Simdi bunun aksinin dogru olmadig1 asagidaki 6rnekle verilebilir.

Ornek 3.6.6. [5] (N,+) mertebesi >3 olan bir grup olsun ve N iizerinde ¢arpma
islemi, VX,y € N i¢in,

{x ,y=0
0 ,y=0

ile tanimlansin. VX € N i¢in X0=0 oldugundan, N O-simetrik bir yakin-halkadir.
Eger x,y =0 ise,
XNy ={0, x}
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olur. Buradan xNy =0 iken x=0 veya y =0 elde edilir. O halde N bir 3-asal
yakin-halkadir. Simdi 0= X,y € N ve x# y alalim. Bu durumda eger n = 0 ise,
XNX = XNy = X
ve eger n=0 ise,
Xnx = xny =0

0 halde ¥n e N ig¢in,
XNX = Xny

dir. Fakat x # y oldugundan, N bir e-asal yakin-halka degildir.

Ozetle, yakin-halkalar {izerinde e-asallik 3-asalligi, 3-asallik 2-asalli1, 1-asallik O-
asallig1 ve yakin-halka O-simetrik ise 2-asallik 1-asallig1 gerektirir. Bunlarin tersleri,
yakin-halka O-simetrik olsa dahi genelde dogru degildir.

Herhangi bir N yakin halkasiin sabit kismi N.,N nin e-asal | idealini
igerir.Ozellikle eger N e-asal yakin halka ise N, = {0 } yani N sifir simetriktir.
Onerme 3.6.7. [22] Keyfi bir N yakin halkasmin her e-asal | ideali 3-asaldur.

ispat: a,b e N icin aNb c | olsun. a e | ise agiktir.a ¢ | alalim.

N, < | dir. Ciinkii | > N oldugundan IN | ve.N_ < N dur.

N. < | oldugundan anb—an0 € | dir. Boylece b—0e |l yani be | .

Onerme 3.6.8. [22] Keyfi bir N yakin halkasmin e-asal | ideali 1-asaldir.
Ispat: A ve B N yakin halkasinin AB c | olacak sekildeki sol idealleri olsun.

Azl ve aeAllalalim.ne Nalalim ve n=n_+n, n nin sabit kismi ve sifir
simetrik kisminin bir ayrigimi olsun.

Vb e Bigin anb—an0 =a(n, +n,b) —an,b+anb—an0el dur.

Cinkii A. <N, cI>N ve AN, Bc ABc | dr.

Boylece bel ve B | dir.

Onerme 3.6.9. [22] N bir yakin halka, | < N e-asal ideal ve A, N nin invaryant alt
grubu olsun. Bu durumda AN 1, A yakin-halkasinin e-asal idealidir.

Ispat: N bir yakin halka, 1 < N e-asal ideal ve A, N nin invaryant alt grubu olsun.

ue A\(An1l) ve Vae A i¢in uax—uay € ANl olacak sekilde X,y e A alalim.
Farz edelim ki, x—y & An | olsun. X,y € A oldugundan x—y ¢l dir. I , N nine-

asal ideali oldugundan, unx—uny ¢ | olacak sekilde bir ne N vardir. Aym
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yontemle um(unx) —um(uny) ¢ | olacak sekilde bir me N bulabiliriz. Fakat AN
nin invaryant alt grubudur ve ue A dir. Boylece u(mun)x—u(mun)y e ANl
istenen celigkiyi verir.

0-simetrik yakin-halkalardaki idealler invaryant oldugundan asagidaki sonucu aliriz:
Sonu¢ 3.6.10. [22] E-asal N yakin-halkasinin invaryant alt grubu A olsun. Bu
durumda A e-asal yakin-halkadir. Ozellikle A < N ise bu saglanir.
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4. KUVVETLI ASAL YAKIN-HALKALAR

Tanmm 4.1. [10] N bir yakin-halka, 5 = N olmak {lizere, 5 nin sifirlayan1 r(5)

seklinde gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir.
r(S)={n EN|Sn=0}

Onerme 4.2. [6] N bir yakin-halka, X N 'nin sol invaryant alt ciimlesi olsun. @ € N
icin aX = 0 ise {a)X = 0 dur.

spat: aX = 0 ise @ € (0: X) dur.
(0:X) = {n € N|nX = 0} N 'nin bir idealidir. Gergekten;
i. W¥mng,n, € (0:X)icgin
(ny —mn, ) ¥ =nX —n,X=0
olur. Buradan (ny —m,) € (0:X) dir.
ii. ¥neNue (0:X)icin,
(n+u—n)X=nX+uX-—-nX=nX4+0-nX=0
olur. Buradan (n+u—mn) € (0:X) dir.
iii.  Sag ideallik sartin1 gosterelim. Kabulden X sol invaryant oldugundan
Vu€E(0:X),vneE N icin
(un)X =u(nX) SuX =0
= (un)X =0
= un € (0: X)
= (0: X)N € (0:X) olur.
iv.  Sol ideallik sartin1 gosterelim.
¥ n,,n, €N, ¥ u € (0:X) icin,
[ny(n, + u) —nymy]X = ny(n X +uX) — (nyn,)X

=ny(n,X) — (nyn;)X =0



dir. Buradan (0:X) 2N olur. Buradan da {(a})c (0:X) ve dolaysiyla
{a)X = 0 elde edilir.

Sonu¢4.3.[9]0*aENveaN=0ise<a =N = 0drr.
Sonu¢ 4.4. [10] N bir yakin-halka olsun. Eger N'nin her ideali r(F) = 0 olacak

sekilde bir F alt ciimlesi igeriyorsa, bu durumda her bir 0 # a € N i¢in ay # 0

olacak sekilde en az bir ¥ € N vardir.

Ispat: 0 # a € N i¢in ve F, r(F) = 0 olacak sekilde < @ = nm bir alt ciimlesi olsun.
Buradan ¥ 0=+a €N i¢in Fn=0 dir. Dolayisiyla F S<a > oldugundan
<a>N #0 dir. Onerme 4.2.°den aN = 0 yani ay # 0 olacak sekilde en az bir

v € N vardir.
Teorem 4.5. [10] N = N, bir yakin-halka olsun. Asagidakiler denktir.

i. a€&N,a= 0ise N ninsonlubir F alt ciimlesi vardir 3 #(aF) =0
ii. N nin sifirdan farkli her ideali sonlu bir F alt ciimlesi igerir 3 r(F) = 0
iii. N kuvvetli asal yakin-halkadir.
Ispat: i.=ii. 0 # I @ N ve 0 # a € I olsun. N kuvvetli asal oldugundan aFx = 0 ise

x = 0 olacak sekilde sonlu bir F = N vardir. F; = aF olsun. Bu durumda F; S I ve

F; sonludur. Ustelik,
r(F)=meN|Fn=0}={n€NlaFn=0}=0 dr.
ii.=iii. Kabulden, N # 0 bir ideal oldugundan *(F) =10 olacak sekilde sonlu bir

F S N vardir. Dolayisiyla Fx=10 ise Y0*+a €N ic¢cin N =N; oldugundan

aFx = 0 oldugundan x = 0 dir. Bu durumda N kuvvetli asal yakin-halkadir.

iii.=i. Kabulden, her bir 0 # a € N, ¥ 0 = x € N i¢in aFx = 0 olacak sekilde sonlu

bir F = N vardir. Buradan
r(aF)={xEN|aFx=0}=0
oldugu goriiliir.

Tamim 4.6. [6] N bir yakin-halka olmak {izere; her bir 0 # a E NveV 0+ xEN
i¢in aFx # 0 olacak sekilde N 'nin bir F sonlu alt ciimlesi varsa, N’ ye kuvvetli asal

yakin-halka denir.
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Bir yakin-halkanin kuvvetli asal ideali agagidaki sekilde tanimlanir.
Tamm 4.7. [6] P < N ve N fp kuvvetli asal yakin-halka ise N ’nin P ideali kuvvetli
asal ideal olarak adlandirilir. Yani;

Her bir @ € N — P i¢in dyle bir x € N — P var ve N nin her sonlu F alt ciimlesi igin

aFx & P ise P’ ye N 'nin kuvvetli asal ideali denir.

Ornek 4.8. (Z..,+) grubu iizerinde ikinci islem asagidaki tablo ile verilen

N = (E; ,+,") yakin-halkasini alalim.

0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 3 1 5 3 1 5
2 0 2 4 0 2 4
3 3 3 3 3 3 3
4 0 4 2 0 4 2
5 3 5 1 3 5 1

Z. 'min P ={0,3} ideali i¢in bolim yakin-halkas1 Z,/P = {P,1+P,2+P } icin

ikinci igleme gore islem tablosu asagida gosterilmistir.

P 1+P 2+P
P P P P
1+P P 1+P 2+P
2+P P 2+P 1+P

Buna gore, 7(F) = {n € N/P|F.n = P} =P bulunur. Buradan {0,3} ideali

kuvvetli asaldir.
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Ucgiincii boliimde tanimi verilen 3-asal yakin-halka ile kuvvetli asal yakin-halka

arasinda asagidaki iliski s6z konusudur.

Onerme 4.9. N bir yakin-halka olsun. N kuvvetli asal ise N 3- asaldur.

Ispat: N kuvvetli asal-yakin-halka olsun. Bu durumda;

Her bir 0 #a e N,.VO #x €N i¢in aFx# 0 olur. aFx+ 0 =aNx#0
oldugundan N 3-asaldir.

Oyleyse, tek yonlii olan bu gerektirme igin, 3-asal olmayan bir yakin-halka kuvvetli

asal degildir diyebiliriz.

Ornek 4.10. N = (Z, ,+) grubu iizerinde ¢arpma islemi asagidaki tablo ile verilen

yakin-halka olsun.

0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 3 1 5 3 1 5
2 0 2 4 0 2 4
3 3 3 3 3 3 3
4 0 4 2 0 4 2
5 3 5 1 3 5 1

Burada {0, 2, 4} 3-asal ideal ve ayn1 zamanda kuvvetli asal idealdir. N’nin kendisi 3-
asal ideal degildir. Cunkd, 2N3 = {0} olmasina ragmen
2¢ {0},3 € {0} oldugundan {0} ideali 3-asal ideal degildir. Dolayisiyla kuvvetli
asal ideal degildir. N'nin sifir ideali kuvvetli asal olmadigindan N kuvvetli asal

yakin-halka degildir.

Ucgiincii boliimde e-asalligin 3-asalligi gerektirdigini belirtmistik. Buna dayanarak

yukaridaki 6rnekte N e-asal yakin-halka degildir.
Onerme 4.11. [6] N = N, bir yakin-halka olmak iizere asagidakiler denktir.
i. N kuvvetli asal yakin-halkadir.
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ii. N’nin sifirdan farkli her sag invaryant alt grubu »(F)= 0 olacak sekilde

sonlu bir F alt ciimlesi igerir.

iii. N 'nin sifirdan farkli her sag ideali r(F) = 0 olacak sekilde sonlu bir F alt

climlesi igerir.

iv.  N'nin sifirdan farkli her ideali r(F)= 0 olacak sekilde sonlu bir F alt
ciimlesi igerir dyle ki #(F) = 0.
Ispat: Her sag ideal ayn1 zamanda sag invaryant alt grup, her ideal ayn1 zamanda sag

ideal oldugundan i.= ii.= iii.= iv. oldugu asikardir. iv.= i. Onerme 4.5.'te

verilmistir.

Dolayistyla, N = N olmak iizere; N kuvvetli asal yakin-halkadir = N ’nin sifirdan

farkli her invaryant alt grubu 7 (F) = 0 olacak sekilde sonlu bir F alt ciimlesi igerir.
Asagidaki 6rnek bunu destekler.

Ornek 4.12. (Z,,+) grubu iizerinde ¢arpma islemi

_ _{x ., y=0
Y7o, y=0

)

halkadir. “*” igleminin iglem tablosu verilmistir.

seklinde tanimlansin. Bu durumda (Z£4,+,*) bir sag yakin-

* 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 1 1
2 0 2 2 2
3 0 3 3 3

Yukaridaki tabloya gore Z,yakin-halkasmnin kuvvetli asal olup olmadigini
inceleyelim. (Z4.+.*) yakin-halkasiin tiim invaryant alt gruplarn {0} ve N dir.
Sonugtan (F) =0 olacak sekilde 3 F olup olmadigina bakmak yeterli olacaktir.
F = {1} alinirsa

r(F)=fn eN| Frn=01}=0
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elde edilir. Bu durumda Z, kuvvetli asaldir deriz.
Asagidaki 6rnek Onerme 4.11.i destekler.

Ornek 4.13. [6] S; = {0,1,2,3,4,5} ciimlesi asagidaki tablolarla verilen “+’ ve “’

islemleri altinda bir sag yakin-halkadir.

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 0 5 4 3 2
2 2 4 0 5 1 3
3 3 5 4 0 2 1
4 4 2 3 1 5 0
5 5 3 1 2 0 4

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 2 1

3 1 1 3 3 3 1

4 0 0 4 4 4 0

5 0 0 5 5 5 0

N = (S;,+,) yakin-halkasinda 5 € N i¢in 5N5 = {0} oldugundan N 3-asal degil

dolayisiyla kuvvetli asal yakin-halka degildir.
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Bu yakin-halkanin kuvvetli asal olmadigi, Onerme 4.11. kullanilarak asagidaki

sekilde gosterilebilir.

N yakin-halkasimin invaryant alt gruplart I ={0,1} we Ndir. Bu invaryant alt

gruplar i¢in;
r(I)={neN|In=0}= n eN|{0in=0}=0
r(N)={n EN|Nn=0} ={n eN|{0,12345mn=0}=0

olur. Fakat N nin invaryant alt gruplarinin tiim sonlu alt ciimleleri i¢in #(F) =0

olmaliydi. Buradan yine N 'nin kuvvetli asal yakin-halka olmadig1 elde edilir.

Teorem 4.14. [9] N = N, olmak iizere, N kuvvetli asal yakin-halka ise, N asal yakin-
halkadir.

Ispat: N kuvvetli asal yakin-halka ve 0 # 4, B <2 N alalim.

A # 0 oldugundan Onerme 4.5.’ten 4 nin r(F)= 0 olacak sekilde sonlu bir F
ciimlesi vardir. Buradan her bir 0 # b € B i¢in F.b # 0 dir. Dolayisiyla AB # 0

elde edilir. Bu ise N nin asal yakin-halka oldugunu ispatlar.
Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Asagidaki 6rnek bunu destekler.

Ornek 4.15. [9] Asagida tablosu verilen +’ve “’islemlerine gore N = (D4, +.) bir
sag yakin-halkadir.

+ 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7
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Burada N asal yakin-halkadir. I = {0,1,2,3} =@ N ve {0,2} = I dir. Ustelik {0,2} 2 N
dir. Iidealini géz 6niine alalim. I # 0 oldugundan tablodan I nin her sonlu F alt
ciimlesi i¢in F.4 =0 dir. Dolayisiyla r(F) # 0 yani N kuvvetli asal yakin-halka
degildir.

Asagidaki teorem, N ’'nin herhangi bir ideali ile kuvvetli asal idealinin arakesitinin,

kuvvetli asal ideal oldugunu kanitlar.

Teorem 4.16. [9] N = Ny, A =2 N ve P, N 'nin kuvvetli asal ideali ise PN A, A’nin

kuvvetli asal idealidir.
Ispat: A = N ve P < N oldugundan P N 4 < A oldugu asikardir.

a,b € A\P ve r € A\P olsun. P, N'nin kuvvetli asal ideali oldugundan, r(F) =0
olacak sekilde bir F cimlesi ve f; EF vardr 3 afir €4\ (PnA4) olur.
be A\ (PnA) oldugundan, af,rfib € A\ (P NA) olacak sekilde bir f; EF

vardir.

F, = {frf|f.f;, €F}
seklinde tanimlansin.

Bu durumda
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F, S AveaF,r CA\(PNA)
olur. Tanim 4.1.2 den ispat tamamlanur.
Sonuc 4.17. [10] N bir yakin-halka, 0 # X S N icin XN = 0 ise (X}N = 0 dur.

Ispat: XN =0 ise X c N dir. (0:N)={n eNInN =0} Nnin bir idealidir.

Gergekten,;
i. ¥mng,n, € (0:N)igin
(ny —n, )IN=n,N— n,N=10

olur. Buradan
(ny —n,) € (0:N)

elde edilir.
ii. ¥neNme/(0:N)igin
(n+m—n)N=nN+mN—nN=nN+0—nN=0

olur. Buradan
(n+m—mn) € (0:N)

elde edilir.
iii.  Sag ideallik sartin1 gosterelim. Kabulden X sol invaryant oldugundan
vm € (0:N),vnEN igin
(mn)N =m(nN) SmN =0
= (mn)N =0
= (mn) € (0: N)

Buradan da
[I:I:N:]N = [:I:I:N] olur.

iv.  Sol ideallik sartin1 gosterelim.
¥y, M, €N, ¥ meE (0: N)icin,
[ni(n, + M) —nymy IN = ny(n,N + mN) — (nyny)N
=1y (n,N) — (nyn,)N
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=0
Buradan (0: N) =2 N dir. (X} < (0:N) ve dolayisiyla (X}N = 0 elde edilir.

Not: N =Ny ve I =2 N ise NI =1 olur. Yani N = N, ise N'nin her ideali invaryant

alt grubudur.

Onerme 4.18. N = N, , N 3 asal ve sag degismeli ise N kuvvetli asaldr.

Ispat: A, N nin sifirdan farkli alt grubuve 4 £ 0,0 = b € 4, F = {b} olsun.
r(F)={nE€N|F.n=0}%0

oldugunu kabul edelim. 3-asal ve sag degismeli yakin-halka tam asal oldugundan N

tam asaldir.

n# 0 igin bn =0, oldugunda b=0 g¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla n =10 ve
dolayisiyla r(F) = 0 olur.

Sonuc 4.19. Sifir simetrik ve tam asal bir yakin-halka, kuvvetli asaldir.

Onerme 4.20. N = N, sonlu 3-asal bir yakin-halka olsun. Bu durumda N kuvvetli

asaldir.

Ispat: 0 = N = Ny sonlu ve 3-asal bir yakin-halka ve 0 # n € N icin Nn = 0 olsun.

Bu durumda 0 # a € N i¢in aNn = 0 olur.

N 3-asal oldugundan a =0 Vn =0 elde edilir. Bu ise celiskidir Dolayisiyla

r(N) = 0 olur. Buradan, N kuvvetli asaldir.
Sonug¢ 4.21. N = N; ve N nin sifirdan farkli her invaryant alt grubunun

inE N|F.n € P}= {P} olacak sekilde sonlu bir F alt ciimlesi vardir & P N nin

kuvvetli asal idealidir.

Ispat: P N'’nin kuvvetli asal idealidir < N/P kuvvetli asal yaki-halkadir.
Dolayistyla ispat, Onerme 4.11. den elde edilir.

Onerme 4.22. N = N,, P <1 N 3-asal ve N sag degismeli ise P kuvvetli asaldir.
Ispat: N = Ny, N/P nin P den farkh bir invaryant alt grubu, b € A — P
P+b+PEN/P F={b+P}

olmak tizere F ciimlesini igerir.
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r(F)={n+PEN/P|F(n+ P) = P}
Burada, (F) # P ise n € N \ P i¢in bn € P olur. Tam asalliktan
b € PV n € P geliskisi elde edilir. Dolayisiyla ¥(F) = P dir.
Onerme 4.23. N = N, sonlu oldugunda, P =2 N 3-asal iken P kuvvetli asaldir.

Ispat: N =N, sonlu ve P <a N 3-asal ise N/P 3-asal yakin-halkadir. Dolayisiyla
Onerme 4.20.’den N/ P kuvvetli asal ve buradan P kuvvetli asal idealdir.
4.1. Kuvvetli E-Asal Yakin-halka

Tanmm 4.1.1. [4] Her bir 0 = a€ N, Vx,vy€ N icin afx= afy, ¥f €F iken
x =¥ olacak sekilde N yakin-halkasinin bir sonlu F alt climlesi varsa N'ye bir

kuvvetli e-asal yakin-halka denir.
Onerme 4.1.2. [6] N = N, olmak iizere, asagidakiler denktir.

i. N Kkuvvetli e-asal yakin-halkadir.
ii. N nin her sag invaryant alt grubu sonlu bir F alt ciimlesi igerir 3 x,¥ €N,
Wf € Ficin fx = fyise x = ydir.
iii. N nin her invaryant alt grubu sonlu bir F alt cimlesi igerir 3 x, v € N,
Yf € Ficin fx= fvisex = vdir.
Ispat: i.=ii. N nin, kuvvetli e-asal yakin-halka oldugunu kabul edelim. I, N nin
sifirdan farkli sag invaryant alt grubu ve 0 # a € I i¢in F, N'nin sonlu alt climlesi

olmak tlizere G = aF, |'nmin sonlu alt ctimlesi olur ve gx = gy dir. Buradan

afx = afy ve kabulden x = y elde edilir.

ii.=1ii. N nin her invaryant alt grubunun sag invaryant oldugu acgiktir. Buradan
Wf € F i¢in fx = fy olacak sekilde N 'nin sonlu bir F alt ctimlesi vardir, fx = fy =
x = yolur.

iii.=i. N.#{0} oldugunda, Ya € N_ icin ax =ay=a oldugu gosterilebilir.
Dolayisiyla N, # {0} ise N'nin hipotezi saglayan sonlu bir alt ciimlesi yoktur.
Burada N. = {0} yani N = N, olur.

aN = 0 oldugunu kabul edelim. Sonu¢ 4.3ten <<a>N=0 olur. N =N,

oldugundan < a >, N’nin sifirdan farkli invaryant alt grubudur. Ayrica,

41



Yhe<a>ve¥xye€N igin bx = by =0 dir. Buradan, x, ¥ € N ve ¥f € F igin,
fx=fy iken x =y olacak sekilde << a =’nin sonlu bir F alt ciimlesi yoktur.
Buradan aN = 0 dir.
an # 0 olacak sekilde n € N olsun. I =< a >, N’nin invaryant alt grubudur.
Herhangi bir x € I i¢in, 1 =i = n olmak iizere x,, = x olacak sekilde asagidaki
sartlardan birisini saglayan x4, %5, ..., x,, € I vardir.
. x=ma,IimeZ
. x,=x;£x,3Lk<i
i, x;=rx;, IrEN,j<i

iv. x;=xm7,ITEN I

Xy,%q,, ..., %, dizisine X i¢in bir {lirete¢ dizisi denir.
1=i=n, fix=fy ise x =y olacak sekilde f....f, €I , ¥ x,¥ € Nolsun.
1 =i =mnigin fiy, . finesy [ icin bir tireteg dizisi olsun. 3 7 € N igin, f;; elemanlari
ya an ya da anr formunda ¢arpan igerir.

G=1{n}u {n‘r|cm:r" bazi f;; de vrxﬂiw}

cumlesini alalim.

Yg €G icin agx = agy, x,¥ EN olsun. Yukarida tanimlanan diziye gore,
V¥ 1=i=nigin f;;x = f;;» ve 6zel olarak 1 = i == i¢in f;x = f;¥ olur. Burada G

sonlu oldugundan x = y olur. Dolayisiyla N kuvvetli e-asaldir.
Onerme 4.1.3. N = N olmak iizere, N kuvvetli e-asal ise N kuvvetli asaldr.

Ispat: N kuvvetli asal yakin-halka oldugundan her bir 0 # a € N, ¥x,¥ € N icin,

afx = afy, ¥V f € Fise x = y olacak sekilde sonlu bir F & N vardur.

x#0 ise afx #af0=0 dir. Vf €F icinafx# 0 oldugundan aFx = 0 olur.
Dolayistyla N kuvvetli asaldir.

Asagida 6rnek Onerme 4.1.3 i destekler.

Ornek 4.1.4. Ornek 4.8.’de verilen N yakin-halkasin1 alalm. Bu yakin-halkanin
kuvvetli asal olmadigi aym Ornekte gosterildi. Onerme 4.1.3’ten bu yakin-halka

kuvvetli e-asal degildir. Gergekten;
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N =(Z;,+,.); N =N, oldugundan N ’den alinan her ideal ayn1 zamanda N ’nin
invaryant alt grubudur. {0,2,4} <@ N alahm. F ={0,2,4} i¢in 2.2 = 2.5 olmasina
ragmen, 2 # 5 oldugundan 3 f = 2 i¢in N kuvvetli e-asal degildir.

Onerme 4.1.3.%lin tersi genelde dogru degildir. Yani, kuvvetli asal yakin-halka

kuvvetli e-asal olmak zorunda degildir. Gergekten;

Ornek 4.1.5. Orek 4.12.’de verilen N = (Z,,+.") yakin-halkas1 kuvvetli asaldur.
{0} ve N yakin-halkasinin invaryant alt gruplaridir. F = N alalm. f = 3 € F igin;

3.1 =3.2 olmasina ragmen 1= 2 oldugundan N Kkuvvetli e-asal yakin-halka
degildir.

4.2. Uniformly Kuvvetli Asal Yakin-halka

Tamm 4.2.1. [11] N bir yakin-halka olsun. 0 # x,¥ € N i¢in sonlu bir F & N ve her
bir x,y ikilisi igin xfy # 0 olacak sekilde f € F mevcutsa N ye uniformly kuvvetli

asal yakin-halka denir.

Ornek 4.2.2. [11] N ={0,a,b,c,x, v}, asagidaki tablolar ile verilen ‘+’ ve *’
islemleri altinda birimli, basit yakin-halkadir fakat uniformly kuvvetli asal yakin-

halka degildir.

+ 0 a b c X y
0 0 a b c X y
a a 0 X y c b
b b X 0 y a c
c c y X 0 b a
X X b c a y 0
y y c a b 0 X
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0 a b c X y
0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 a a 0 0
b 0 0 c b 0 0
C 0 0 b C 0 0
X 0 0 y X 0 0
y 0 0 X y 0 0

Burada N nin her F alt cimlesinde , N nin sifirdan farkli x ve y elemanlar1 igin

xFy = 0 dir. Buise N 'nin uniformly kuvvetli asal olmadigin1 gosterir.
Ornegin; F = {b, ¢} alinirsa xFy = 0 olur.

Asagidaki 6nerme kuvvetli asal yakin-halka ile uniformly kuvvetli asal yakin-halka

arasindaki iliskiyi belirtir.
Onerme 4.2.3. [11] N kuvvetli asal ise uniformly kuvvetli asaldir.

Ispat: N kuvvetli asal yakin-halka olsun. Bu durumda her bir 0 =x €N ve
0+ yEN icin xFy # 0 olacak sekilde N’nin sonlu bir F alt ciimlesi vardir.
Dolayisiyla 0 # x,¥ € N i¢in xfy # 0 olacak sekilde f € F mevcuttur. Buradan N

uniformly kuvvetli asal yakin-halkadir.

Uniformly kuvvetli asal ideal tanim1 asagida verildigi gibidir.

Tamim 4.2.4. [11] N uniformly kuvvetli asal, P <2 N olsun. N,’P uniformly kuvvetli
asal ise P’ ye uniformly kuvvetli asal ideal denir.

Asagidaki 6nerme N ’nin herhangi bir ideali ile uniformly kuvvetli asal idealinin

arakesitinin de uniformly asal oldugunu gosterir.

Onerme 4.2.5. [11] N = N, 4, N'nin bir ideali, P, N nin uniformly kuvvetli asal

ideali ise P N A ,A'nin uniformly kuvvetli asal idealidir.

Ispat: a,b € A\P ve r € A\P olsun. P, N’nin uniformly kuvvetli asal ideali

oldugundan r(PF)=0 olacak sekilde P’nin bir F sifirlayan1 vardir. Buradan
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af;r € A\P olacak sekilde bir f; € F ve afirf;b € A\P olacak sekilde bir f; EF
bulunabilir. F;, = {ﬁrﬂm,ﬂ. € F} seklinde tanimlansin. N = Ny, P # a,b € A igin
afirfab # 0 olacak sekilde F; € A4 sonlu alt ciimlesi oldugundan P N A, A'nin

uniformly kuvvetli asal idealidir.
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SONUC

Yakin-halkalarin asal idealleri {izerinde yapilan bu ¢alismada, 0-asal, 1-asal, 2-asal,
3-asal, e-asal, tam asal yakin-halkalar, temel 6zellikleri ve iliskileri ile verilmis; son
boliimde de kuvvetli asal yakin-halka ve kuvvetli asal ideal kavramlar1 ¢alisilmistir.
Kuvvetli asal yakin-halka ve kuvvetli asal ideal kavramlarmin diger asallik

cesitleriyle iliskileri gosterilmistir.
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