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OZET

Stirekli doniistiiriilebilen operatorler hakkindaki teoremlerin uygulanmasi ile operator
denklemlerin yaklasik ¢oziim metodlar1 ele alindi, incelendi ve &grenildi. Bunun igin
oncelikle gerekli olan temel kavramlar ve teoremler incelendi. Parametreye bagli operator
denklemlerin ¢dziimiinde kiigiik parametreler metodu incelendi. Ozel olarak parametreye
gore devam metodu ele alindi ve bu metodun uygulanmasi ile operatér denklemlerin

yaklasik ¢6ziim metodu incelendi.

Anahtar Kelimeler: Banach uzayi, smirli ters operator, abstract fonksiyonlar, kiiciik

parametreler metodu, parametreye gére devam metodu.
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ABSTRACT

Methods of approximate solution on operator equations with the application of theorems
about continuously transformed operators were discussed, investigated and learned. Firstly,
the basic concepts and theorems were examined. The method of small parameters was
analyzed on the solution of operator equations depending on the parameter. Particularly,
according to the parameter the continue method was discussed and approximate methods of

solution of operator equations were examined with the application of this method.

Keywords: Banach space, limited inverse operator, abstract functions, the method of small

parameters, the continue method according to the parameter.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

C [a,b] : [a,b] araliginda taniml, siirekli fonksiyonlarin uzay1

Cc*t [a,b] . [a,b] arahginda tanimli, k. mertebeden siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlarin uzay1

|| x|| :  x elemanmin normu

E” :  m boyutlu 6klit uzay1

D(F) :  F operatoriiniin tanim bolgesi

R(F) . F operatoriiniin degerler bolgesi

5,0 : Kapali birim yuvar

Sup : Supremum

K(x,s) . Integral operatériin ¢ekirdegi

L(X)Y) : Tim normlu X uzayinda tanimlanmis, degerleri normlu Y uzayinda

olan lineer siirekli operatdrlerin normlu uzay1

A : A operatoriiniin tersi

vi



1. GIRIS

Bu ¢alismanin temel kavramlar kisminda, lineer uzay ve lineer operatdriin tanimi,
Banach uzaymin tanimi, parametreye bagh vektor degerli, operatdr degerli abstract

fonksiyonlarin kisaca tanimlari, baz1 6zellikleri ve sonuglar1 verildi.

Ozellikle normlu uzaylarda tanimlanmis, degerleri de normlu uzaylarda olan lineer

operatdrlerin tersinin var ve sinirli olmalar1 hakkindaki 6nemli teoremler incelendi.

Ters operatdrlerin tanimi ve ters operatorlere ornekler verildi. (I-C)"' ve (A-C)*

operatorlerinin varliklar1 gosterildi.

Burada sinirh ters operatorlii operatdr denklemlerin yaklagik ¢6ziim metodlar1 ele

alinip incelendi.

Sade halde kiiciik parametreler metodu, genel halde kiiclik parametreler metodu,
parametreye gore devam metodu ve esas teoremi, bu esas teoremin 6zel hali i¢in
ispat1 ve genel hali i¢in ispat1 incelendi ve bu metodun uygulanmasina ait 6rnekler

verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Uzayin ve Lineer Operatoriin Genel Tanimi

Tanim 2.1. x,y,z, .. elemanlarinin E kiimesinde asagidaki iki islemin

tanimlandigmi varsayalim.

I. Her elemanlarina karst bu elemanlarm toplami olarak adlandirilan tamamen

belirli x+ y € E elemant kars1 getirilir.

II. Her bir x € E elemanina ve her bir A skaler sayisina, bu skaler 4 sayisinin x
elemant ile ¢arpimi olarak adlandirilan tamamen belli Ax € E elemani karsi

getirilir.

E kiimesinde elemanlarin burada tanimlanan toplami ve elemanlarin skaler sayiyla

carpimi iglemlerinin asagidaki 6zellikleri (aksiyomlar1) her bir x, y,z € E elemanlar1

ve her bir A, u skalerleri i¢in saglandigini varsayalim.

1) x+y=y+x

2) (x+y)+z=x+(y+z)

3) Oyle “sifir elemant” olarak adlandirilan 0 <€ E eleman: bulunur ki, x+0=x

esitligi saglanir.

4) A(ux)z(ﬂu)x

5) Ix=x, Ox=0 ( Soldaki 0 skaler, ama sagdaki 0, E kiimesinin sifir elemanidir.)
6) A(x+y)=Ax+Ay

7) (A+u)x=lx+ux

X,¥,z, ... elemanlarmm E kiimesinde elemanlarin toplam1 ve skaler sayiyla ¢arpim

islemleri 1, ..., 7 6zelliklerini sagladiginda E kiimesine /ineer uzay denir.



Burada sayisal carpanlar olarak ya reel ya da kompleks sayilar alinir. A, 1,7, ...

sayilar1 reel sayilar alindiginda lineer uzay reel lineer uzay, kompleks sayilar

alindiginda kompleks lineer uzay olarak adlandirilir.

Her bir lineer E uzaymnda her bir xeE elemam igin (—1)x=—x esitligi ile x

elemanmin aksi —x eleman1 tanimlanir ve bdylece, keyfi almmis x,y€E

elemanlarimin x -y fark islemi tanimlanir.

x ve —x elemanlart igin,
x—x=(1)x+(-1)x=(1-1)x =0x =0 esitligi saglanir.
x—y farki x—y=x+(-1)y esitligi ile tanimlanir.

Burada 0 elemanmin tekligini gosterelim. Varsayalim ki 0, ve 0, iki tane sifir

elemani olsun.

0,+0,=0,

= 0,=0,
0,+0,=0,
bulunur. Burada lineer uzaylara 6rnekler gosterelim.
Ornek 2.1. Derecesi n dogal sayisin1 asmayan tiim

p(t)y=a,+at+at’+ .. +at" seklindeki polinomlarm P kiimesini ele alalim.
0 1 2 n p n

Burada a,,a,,4a,, ... a, keyfi almmus reel sayilar ve ¢ € (—o0,o0) dir.

Polinomun reel say1iyla ¢arpimi ve iki polinomun toplami polinom oldugundan ve bu

islemlerde polinomlarin derecesi artmadigindan biz polinomlarmn lineer P uzaymi

almis oluruz.

Ornek 2.2. [a,b] araliginda tanimlanmis reel degerli, siirekli olan tiim
x(1), (1), z(t), ... fonksiyonlarm kiimesini C[a,b] ile gdsterelim. x()+ y()
toplam1 siirekli fonksiyonlarin toplami gibi [a,b] araliginda siireklidir. Ax()

carpimi da [a,b] araliginda siireklidir. Bu ylizden de C [a,b] kiimesi lineer uzaydir.



Ornek 2.3. k dogal say1 olmak {izere [a,b] araliginda tanimlanmis, k kez siirekli
diferansiyellenen  x(z), y(¢),z(¢), ... fonksiyonlarinin tiim miimkiin kiimesini
C"[a,b] ile gosterelim. Burada x(r)eC*[a,b] oldugunda Ax(r)eC*[a,b]
oldugundan ve x(7), y(t) € C*[a,b] i¢in x(r)+ y(r) € C*[a,b] oldugundan C*[a,b]

lineer uzaydir.

2.2. Elemanlarin Lineer Bagimhiligl ve Lineer Bagimsizhg@:

E herhangi bir lineer uzay olsun. x,,x,,x,, ... ,x, €E ve a,,a,,a,, ... ,a, ise skaler

n

sayilar olsun. O zaman o x, +a,x, +ox;+ ... +a,x, toplamma x,x,,x;, ... ,x

n

elemanlarinin lineer kombinasyonu denir.

Tiimii sifira esit olmayan «,,a,,a;, ... ,o, sayilartigin,

ox, +o,x, o x,+ ... +a,x, =0 (2.1
esitligi saglandiginda x,,x,,x,, ... ,x, elemanlarmna lineer bagimlidir denir. (2.1)
esitligi yalmz ve yalniz o, =a, =a; = ... =a, =0 halinde saglanirsa o zaman

X,,X,,X;, ... ,X, elemanlarina lineer bagimsizdir denir. Lineer E uzaymda n tane

lineer bagimsiz eleman oldugunda ve bu uzayda her bir n+1 tane eleman lineer

bagimli oldugunda lineer E uzay1 n-boyutludur denir.

Tamm 2.2. n boyutlu lineer E uzayinda n tane lineer bagimsiz olan her bir vektorler

sistemine bu uzayda bir baz denir.

Tamm 2.3. Lineer E uzayinda her bir dogal n sayis1 i¢in bu uzayda n sayida lineer
bagimsiz elemanlar sistemi bulundugunda lineer E uzayma sonsuz boyutlu lineer
uzay denir.

Sonlu n sayis1 i¢in n-boyutlu lineer uzaylara sonlu boyutlu lineer uzaylar denir.
Cla,b] ve C*[a,b] uzaylar1 sonsuz boyutlu lineer uzaylardir. Bu uzaylarda

Lt,¢t°, ... ,t", ... fonksiyonlar dizisini ele alalim. Her bir n dogal sayist igin

Lt,¢°, ... ,t", ... sisteminin lineer bagimsiz oldugu kolaylikla gosterilir.



E lineer uzay E ise lincer E uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her bir x,y € E elemanlar1

ve her bir «, skaler sayilar1 icin ax+ yeE sart1 saglandiginda E kiimesine

lineer E uzayinda lineer manifold veya alt uzay denir.

C"[a,b] ., k=1 uzay1 C[a,b] uzaymnda lineer manifolddur. Gergekten de, [a,b]
araliginda k kez siirekli diferansiyellenen her bir fonksiyon [a,b] araliginda siirekli
fonksiyondur. C* [a,b] lineer uzayindan alinmis fonksiyonlarin lineer kombinasyonu

da C* [a,b] uzaynin elemani olur.

2.3. C[a,b] Uzayr

[a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin lineer C [a,b] uzayinda x(¢)eC [a,b]

fonksiyonunun normunu,

||x|| = max |x(t)|
a<t<bh

ile tanimlayalim.

) |x(0)=0 , |x()|=0 < x(/)=0 dir. Buradan,
Idz0 . |x[=0 < x(t)=0 olur.
2) |Ax(t)|=|A||x(#)] buradan |Ax]|=|A||x] olur.
3) |x()+y@)| <|x@)|+]y@)| <|x@|+|y@)| buradan |x+ y|<|x|+]y] dir.

Boylece lineer C[a,b]uzay1 bu normla, normlu uzay olur. Bu uzay da C[a,b] ile

gosterilir.
Simdi gosterelim ki C [a,b] uzayinda yakinsaklik diizgiin yakinsakliktir.

{xn (t)} cC [a,b] fonksiyonel dizisinin x,(¢) e C [a,b] fonksiyonuna yakinsak

oldugunu varsayalim. Ve >0,3N,Van> N, |x, —x0|| <& saglanrr.

Boylece max|xn —x0| < ¢ olur. Buradan,
a<t<h



Vte [a,b] icin

x,(t)-x,(t)|<e olur. Boylece C[a,b] uzaymda dizilerin

yakinsaklig1 diizgiin yakinsakliktir.

2.4. C*[a,b] Uzay1

Bu lineer uzayda x elemaninin normunu,

k
] = 2 max
=0 ast<h

5@ (t)‘

ile tanimlayalim.
25. L, [a,b] Uzayr

Bu uzayda x(¢) fonksiyonunun normunu,

b 1
I, =[J|x<t>|ﬁdtj" e

ile tanimlayalim. Bu formiilde integral, Riemann integralidir.

Bu normun, norm aksiyomlarindan 1 ve 2’yi sagladig1 aciktir. Bu normun ii¢gen
esitsizligini sagladigin1 gostermek igin integral i¢in Minkowski esitsizliginin
saglandigin1 gdsterelim. Bunu ispatlamak i¢in ise integral i¢in Holder esitsizliginin

ispatin1 verelim. Holder esitsizligi su sekilde yazilir.

1

j|x(t)y(t)|dt < U|x(t)|" dt]p U|y(t)|q dt]q p>1,g>1 ve 1.1,
a a a p q

Bu esitsizligi ispatlamak i¢in,

uy < LA +v—
P q
esitsizligini kullanalim. Buradan,
, 1
u=|x(t)| , v=|y(t)| alalim. ||y|| =U|y(z‘)|q dtjq dir.
[+, b, ©



|x()y@)| _|x@"  |»@)’
< +
I, I, 2l gl

her yani a dan b ye integrallersek,

b b b

[lxylde  [lx@|de [ly|

a a a

1

p + q =
P Y A

[lx@y@)de <[, |51,

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi Holder esitsizligini kullanarak Minkowski esitsizligini gosterelim.

1 1 1
f P B f P » f P B
[lxy+y@)" de | <| [lx@| at | +| |y at
bunu ispatlamak i¢in asagidaki degerlendirmeyi yapalim.

j |x(6)+ y(0)| dt < j |x(2) + @ |x(2) + y (1)) dt

< j |x(0) + )| |x(0)| dr + j lx(6)+ v |y ()| dt

< ( [[x)+ y(t)|“"“jq {[ [lxf dtjp +[ [y dtjl}

Bu esitsizlikten,
[+ A, <[+, 141,
oldugunu buluruz.

Boylece Zp[a,b] uzayl normlu uzaydir. Bu uzaydaki yakimsakliga p. mertebeden

ortalama yakinsaklik veya kisaca ortalama yakinsaklik denir.



Tammm 2.4. E lineer uzayinda iki farkh ||x||l ve ||x||2 normlarmi tanimlayalim. Oyle

S >0 ve VxeE icin ||x||l <p ||x||2 saglanirsa ||||1 normu ||||2 normuna tabidir denir.

Clab] — Bl

C[a,b]

( j |x(0)|” dtjp <(b —a)i [

1

b
oldugundan ||x||p =( j |x(t)|p dtjp normu ||x|| | normuna tabidir.

C[a,b

dir. Bu

Buradan da ||x||p < ,8||x| Clas] oldugundan ||xn —x0||p <B|x, —x0|

C[a,b]

esitsizlikten diizgiin yakmsakliktan ortalama yakinsaklik alinir.

2.6. Banach Uzaylarimin Tanim

Normlu X uzaymda her bir fundamental Cauchy dizi yakinsak oldugunda bu uzaya

tam uzay denir. Her bir normlu tam uzaya Banach uzay: denir.

2.7. Banach Uzaylara Ornekler

Ornek 2.4. Reel sayilar kiimesi E, Banach uzayidir. Burada sayisal dizinin yakinsak

olmasi i¢gin gerek ve yeter sart bu dizinin cauchy dizisi (fundamental dizi) olmasidir.

Ornek 2.5. E” Oklit uzayi, Banach uzaydir. Bu uzayda da dizinin yakmsak olmasi

icin gerek ve yeter sart bu dizinin Cauchy dizisi olmasidir.

Ornek 2.6. C[a,b] uzay1 Banach uzaydir.
Gergektende bu uzayda yakinsaklik diizgiin yakinsakliktir.
{xn (t)} cC [a,b] dizisinin x(¢) e C [a,b] ye yakisak olmas1 icin gerek ve yeter sart

{xn (t)} dizisinin fundamental dizi olmasidir. Yani,

Ve>0,3N,Vn>N,Vp=12,. Vte|a,b] i¢in

X, () -x,(0)|<e

x,., () —x, (t)‘ <¢& saglanmasidir.

Maksimumu i¢in de saglar. (x,, —x,|= maii]

tela,



[a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarin {xn (t)} dizisi bu aralikta x(¢) fonksiyonuna
diizgiin yakinsak oldugunda x(#) fonksiyonu da [a,b] araliginda siirekli fonksiyon

olur. Yani, x(¢)eC [a,b] olur. Bununla C [a,b] uzaymin Banach uzayi oldugunu

gostermis oluruz.
2.8. Operatoriin Genel Tanim

Keyfi X,Y kiimelerini ele alalim. D < X olsun. Her bir x € D elemaniyla Y den tek
bir yeY elemanm egleyelim. Bu duruma y =F(x) operatorii verilmistir denir ve

buradaki D kiimesine F operatoriiniin tanim kiimesi denir ve D(F) seklinde gosterilir.
Buradaki R(F)={yeY:y=F(x),xeD(F)} kimesine F operatoriinin deger

kiimesi denir. Bu durumu sematik olarak asagidaki gibi gosterebiliriz.
XoDF)—LSREF) Y
Bunun kisaca gosterilisi,
FX->Y

dir. Bu gosteriliste F'nin tanim kiimesinin X’e , deger kiimesinin de Y’ye esit oldugu

kastedilmiyor. Bu sadece bir gosterilistir.

Operator sozciigiinden baska fonksiyon, doniisiim sozciikleri de kullanilir. X ve Y
kiimeleri sonlu boyutlu olduklarinda fonksiyon sozii kullanilir. Problem, geometrik

anlamli oldugunda ise operatdr yerine doniisiim sézciigii kullanilir.

Simdi bize ki F:X > Y ve ¢:X —> Y operatorlerinin verildigini varsayalim. Bu

operatorler i¢in,
D(F)=D(¢)=D
ve her bir x € Digin,

F(x) = ¢(x)



esitligi saglandiginda F ve ¢ operatorleri esittir denir.

Ama D(F)cD(¢) ve her bir xeD(F) icin F(x)=¢(x) sartlar1 saglandiginda F
operatoriine ¢ operatoriiniin D(F) kiimesine kisitlanmasi, ¢ operatoriine ise F

operatoriiniin D(¢) kiimesine devam: veya genislendirilmesi denir.

Simdi X ve Y kiimelerinin her ikisinin de reel veya her ikisinin de kompleks lineer

uzaylar olduklarini varsayalim.
Tamm 2.5. A:X — Y operatorii igin,

1) D(A)c X tanim bolgesi lineer manifolddur.

2) Herbir x;,x, e D(A) elemanlar1 ve her bir skaler A,,4, sayilar1 i¢in,
A(AX, +Ax,) = LA (x)+ LA (x,)

sartlar1 saglandiginda A operatdori D(A) c X kiimesinde tanimlanmis /ineer

operatordiir denir.
Teorem 2.1. Her bir lineer operatoriin degerler bolgesi lineer manifolddur.

Ispat: y,,y, eR(A) ve A,A, skaler sayilar olduklarini varsayalim. Ax, =y, ve
Ax, =y, esitliklerini saglayan x,,x, € D(A) alalm. O zaman A operatoriiniin lineer

oldugunu kullanarak,
AV, + A4y, = LAx, + L, Ax, = A(4x, + 1,x,)

yazilir. Bu esitlikten Ax, +A,x, e D(A) elemaninmm Ay, +4,y, elemanma

doniistiigli goriiliir. Boylece,
Ay + 24y, € R(A)

olur. Bununla da R(A) bolgesinin lineer manifold oldugu ispatlanmis olur.
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2.9. Siirekli Lineer Operatorler

Tamm 2.6. X ve Y normlu uzay olsun. A tiim X’i Y’ye doniistiiren bir operator

olsun. x, € X alalm. x —x, yaklastigmda Ax — Ax, yaklaswrsa A operatorii x,

noktasinda siireklidir denir.

Teorem 2.2. Lineer A operatorii X uzaymin x =0 noktasinda siirekli oldugunda bu

operatdr X uzaymin her bir noktasinda siirekli olur.

Ispat: A lineer oldugundan Ax—Ax, = A(x—x,)yazabiliriz. Buradan da x—x, =z
alirsak o zaman x — x, yaklastigmda z—> 0 yakinsar. 0 noktasinda A siirekli

oldugundan Az — 0 yakinsar. Dolayistyla,
x—>x, igin Ax—Ax,=A(x-x,)=Az—>0 yani Ax— Ax, olur.

Tamm 2.7. Tiim normlu X uzayinda tanimlanmis degerleri Y normlu uzayinda olan

A operatorii x =0 da stirekli oldugunda A operatoriine siirekli operator denir.
2.10. Stmirh Lineer Operatorler

Tanim 2.8. Vx e X i¢cin Ax=0 oldugunda A operatdriine sifir operatorii denir ve

A =0 seklinde yazilir.

Tamm 2.9. A=#0 olsun. Lineer A operatori X Banach uzaymnmn
E(O)={xeX: ||x||£1} birim yuvarint smirlh kiimeye donistiirdiigiinde A

operatoriine sinirli operatér denir.

Boylece A operatori i¢in {"Ax” ||x||£1} kiimesi smirli oldugunda lineer A

operatorii, X Banach uzayinda siirlidir denir.

Bu kiimenin smirli olmas1 igin 3 ¢ >0 sayis1 vardir ki, x|| <1 sartin1 saglayan her

bir x i¢in ||Ax|| < c esitsizligi saglanir.
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Teorem 2.3. X Banach uzayinda tanimlanmis, degerleri Y Banach uzayinda olan

lineer A operatdriiniin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € X i¢in ||Ax|| < c||x||

esitsizliginin saglanmasidir.
Bu esitsizlikteki c sabiti Tanim 2.9. daki ¢ sabitidir.

Ispat : Gerekliligin ispat1. Esitsizligin x =0 icin saglandig1 agiktir.

x#0, xeX alalim ve x’' =X olsun. x' e ?1(0) dir. Demek ki, x"igin ||Ax’|| <c dur.

I

O zaman <c olur. Boylece |Ax||£c bulunur. Buradan da ||Ax||£c||x||

X
A—
|~

olarak bulunur.

L
B

Yeterlilik. Vx e X icin ||Ax|| < c||x|| esitsizligi saglansin. er(O) icin ||x||£l dir.
||Ax|| < c||x|| esitsizliginden |Ax|| < ¢ bulunur.

Teorem 2.4. Lineer A operatorii tim X normlu uzaymi Y normlu uzayma

doniistiirsiin. Yani ; D(A)=X, R(A)cY ve lineer A operatorii sinirli operatordiir.

M c X kiimesi sinirl oldugunda { ||Ax

,xeM } kiimesi de simuirl1 olur.

Ispat: M kiimesi sinirl kiime oldugundan 3R >0 sayis1 var ki, Vx e M aldigimizda

||x|| <R olur.

Lineer A operatdrii sinirli oldugundan Teorem 2.3. e gore ||Ax||£c||x|| esitsizligi

saglanir. Bu esitsizlikte Vx e M aldigimizda ||x|| <R oldugundan ||Ax|| <cR olur. Bu

da Ax in siirli oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.1. A operatorii smirl lineer operator oldugunda x, € X ve R>0 olmak

tizere bu operatdr VS, (x,) yuvarmi smirl kiimeye doniistiiriir.
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Bagska bir deyisle; A operatorii Sy (x,) kiimesinde sinirli olur.
Ispat: xeS,(x,) oldugundan ||x - x0|| <R dir. Ters liggen esitsizliginden
‘ ||x|| —||x0|| ‘ < ||x —x0|| <R olur. Buradan ||x|| - ||x0|| <R , VxeS;(x,)bulunur.

||x|| <R+ ||x0|| =K olur ki, bu da smirli olmasi demektir.
2.11. Lineer Smmrh, Lineer Siirekli Operatorler Sozciiklerinin Equivalent
(Esdeger) olmasi

Teorem 2.5. X ve Y Banach uzaylari, A operatdri ise tim X de tanimlanmig ve

degerleri Y’ye dahil olan lineer operator olsun. Yani D(A)=Xve R(A)c'Y

A operatoriiniin stirekli olmasi i¢cin gerek ve yeter sart A operatOriiniin sinirlt

olmasidir.

Ispat: Gereklilik igin, A operatdrii siirekli operatdr olsun. Bu operatdriin sinirl
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in A operatdriiniin kapalt birim yuvarmnda smirli

oldugunu géstermemiz gerekir.

Varsayalim ki A operatorii ?1(0) yuvarinda sinirli olmasin. O zaman Vz ig¢in,

xl’l

n

. X
>1 dir. x, =—* olsun.
n

dx, EE(O) eleman: var ki, |Ax, || > n olur. Buradan

1 .. .
<— olur. n > i¢in x| > 0 olur. A siirekli oldugundan Ax| — 0 olur.
n o n

X

! n

X

n

A%,

Ancak >1 esitsizliginden goriiyoruz ki bu olamaz. Bu durum A operatdriiniin

n

kapali birim yuvarinda sinirli olmamasi varsayimma uymuyor. Bu ¢eliski teoremin

birinci kismini ispatlar.

Yeterlilik i¢in, A operatorii sinirli olsun. Teorem 2.3.°e gore Vx € X i¢in ||Ax|| < c||x||

saglanir. Bu esitsizligin her iki yanindan x — 0 i¢in limit alsak, Ax — 0 olur. Bu ise

A operatoriiniin siirekli oldugunu gosterir.
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2.12. Sonlu Boyutlu Uzaylarda Lineer Operatorlere Ornekler

R™ lineer uzaymi ele alalim. Bu uzay,

& m ¢,
52 TIZ 4/2 . . o .
X= y= z= ... reel koordinatli, m boyutlu siitun vektorlerin
gﬂi nﬂl é/ﬂl
uzayidir. A, mxm boyutlu reel elemanli matris olsun. Yani; A = (al.j )m 1 O zaman
i,j=

y=Ax esitligi R™ uzaymi R"™ wuzaymna doOniistiren bir operatdr tanimlar.

A:R™ — R" Bu operator lineer operator olur. y = Ax esitliginin agik olarak yazilis
=Zal_jé‘  seklindedir. Burada dikkat edelim ki, bu iki esitligin tanimladigi A

operatoriiniin tanim bdlgesinde bir norm, degerler bolgesinde baska bir norm
tanimladigimizda biz baska baska operatorler almis oluruz. Bunu ayr1 ayr1 6rneklerde

gosterelim.

Ornek 2.7. A:C" — C” bir operatdrdiir. C" uzayinda norm

<l

]|, = max

1<i<m

(Kiibik norm) dur. Bunu gostermek igin n, :Zal_jﬁ ,esitligini kullanarak

=

asagidaki degerlendirmeyi yapalim.

<Sae= S lalbl m[ | y\jnxn

l-[S 0
j=1

bulunur. Buradan

1<i<m

max[zwafj\}vm dersek )<y, ve [yl <ol bulunur y=Ac
j=1

yazarsak ||A)c||K <v. ||x||K buluruz.

14



Boylece y=Ax ve 7, :Zal_jﬁ . esitlikleri ile tanimlanmig A operatdriiniin C”

J=1

den C"’e simnirli operatdr oldugunu gosterdik.

Ornek 2.8. A:/ p("’) —>/ q(’") smirlt operator oldugunu gosterelim. Bunun igin

n = Zal_jé‘ i esitligini alalim. Esitligin her iki tarafinin mutlak degerini alirsak,

J=1

m
=248
Jj=1

< Z;‘a,-jHé‘ j‘ olur. Buraya Holder esitsizligini uygularsak,
=

Q=

s

J=1

|nf|£[i‘%—‘qj

Q=

||
p (m)
. [[)

Jj=1

|ni|é[i‘a[j@

m
‘ ‘q q
g 1;[)('”)

|y

/q(m)

< q o~ q q
Sl <[ S ol W,

1

[ii‘aij‘qjq = f3,, dersek,

i=1 j=1

|y 1,’([('”) Sﬁm X [[)(m) buluruz,
Béylece biz y = Ax ile verilen A operatoriiniin ¢, den ¢, ye smirl oldugunu

gosterdik.
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Ornek 2.9. Simdi biz y=Ax ve 7, :Zal_jﬁ . esitlikleri ile tamimlanan lineer A

=

operatoriiniin ¢ ™ den ¢ ™ vye bir sirli operator tanimlandigmi ispatlayalim.
p » s Y p g patlay

Bunun i¢in 7, :Zal_jﬁ ; esitligini kullanalim. Her iki tarafin mutlak degerini alip

J=1

Holder esitsizligini kullanirsak,

SRS
Q| =

||x|
p (m)
‘,

gt () o0

m
il =2 aé,
Jj=1

buluruz. Burada her iki tarafin p.kuvvetini alirsak,

< s

m
p q p
" < | | IH”,
J=1 !

P
q

m m m q

p p
Z|ni| SZ Z‘aij‘ ”x” £,0m
i=1

i=1 \_j=1

1
P \p
m m q
q
k,,"”)g [ _ ‘aij‘ j |

[

Il
—_

~

Il
—_

elde edilir. Burada

alirsak,

s

]

<
1,’[)('”) - am

[[)(m)

Béylece A operatdriiniin ™ den ¢, ye smirli operatdr oldugunu gosterdik.
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2.13. Sonsuz Diziler Uzayinda Lineer Simirh Operatorler

S m ¢
& n, ¢,

Simdi biz x=|.. [,y=|.. |,z=|.. | .. sonsuz boyutlu vektorlerin lineer

gﬂi nﬂi é/m

uzaymi ele alalim. Tiim vektdrler sonsuz boyutludur ve A matrisi de sonsuz satirls,

sonsuz sttunlu matristir.
y=Ax (2.2)

in ac¢ik yazilis1

1 :zaijé:j (23)

seklindedir. (2.2) ve (2.3) esitliklerinin formal (gergek¢i) olmayan esitlik olmasi i¢in
sonsuz A matrisinin elemanlar1 i¢in ek sartlarin saglanmasi gerekir. Biz bu sartlardan
bazilarin1 yazalim ve bu sartlarda (2.2) ve (2.3) esitliklerinin tanimladigi lineer

operatorlerin lineer sinirl operator olduklarmi gosterelim.

Ornek 2.10. Ornek 2.7. de  y,, = max[Z‘aijU gibi tanimlamustik. Simdi;
=

1<i<m

Y= SUP[Z‘%U <+oo sart1 saglandiginda (2.2) ve (2.3) esitliklerinin tanimladigt A
-

1

operatoriiniin A: M — M siirli operatdr oldugunu gosterelim.
I, = sl

||Ax|| S y||x|| ., oldugunu gostermeliyiz.

max

1<i<m 1<i<m 1<i<m

m
17,.| < max[Z‘aiijaxﬁJ sag yanda m <n olmak iizere
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<y, max é—| < y”x”M olur. ||Ax||M < y||x||M olur.

1<i<n

1

o ki q
Ornek 2.11. A matrisinin elemanlar1 icin S ={Z‘al.j‘qj <+ (simwrl) olursa, o

i,j=1
zaman (2.2) ve (2.3) esitlikleri ile tanimlanan A operatorii 4:/, — ¢ smurh lineer

operator olur.

1
P

Ornek 2.12. Sonsuz A matrisinin elemanlar1 icin a= Z[Z‘a‘qj < +00

q
i=1 \_j=1

< I3

oldugunda (2.2) ve (2.3) esitlikleri ile tanimlanan A operatorii A4:¢, — ¢ smurh

lineer operatdr olur.

2.14. Fonksiyon Uzaylarinda Tammlanms Integral Operatérler
b
v(x) = .[K(x,s)u(s)ds (2.4)

integralini ele alalim. Bu ifadeyi sembolik olarak
v=Au (2.5)

seklinde yazalim. (2.4) esitligindeki ifadeye integral operatér denir. Buradaki K(x,s)
fonksiyonu iki degiskenli olarak verilmistir. Bu fonksiyona integral operatdriiniin

¢ekirdegi denir.
Varsayalm ki K(x,s) fonksiyonu [a,b]x[a,b] dikdortgeninde siirekli fonksiyon

olsun. Matematik analizde kolaylikla ispatlanir ki, esitligin sol tarafindaki v(x) de

[a,b] de siireklidir. Simdi biz (2.4) ve (2.5) ile tanimlanan A operatoriiniin

A:C|a,b]— Cla,b] lincer smirli operatdr oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (2.4)

esitligini kullanalim.
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b
| < max.ﬂK(x,s)lds”u

|v(x)| <

o Clap] = HAX Clab]
()| < cu Clab]
bulduk. Buradan da
[v(x) Clas] = ¢ Clap) OlUE VE A Clas] = el Cla.t]

olur. A’nin sinirl oldugunu bulduk.

Simdi biz (2.4) ve (2.5) ile tanimlanan lineer A operatdriiniin A:L, [a,b] > 1L, [a,b]

lineer sinirl operator oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (2.4) esitligini kullanalim.

|

1

|v(x)|£ ] U|u(s)| ds] (Holder esitsizligi)

. 1
|v<x>|s[ stjqnu .

ool = s

alip q.mertebeden kokiinii alsak;

o [ jlnu

buluruz. Bu esitsizlikten goriiyoruz ki {un}czp [a,b] fundamental dizisini

o] bulunur. Buradan da;

olur. Bu esitsizligin iki yaninin x’e gore integralini

L,[ab

L,[ab

aldigimizda {Au,} dizisi L, [a,b]uzaymnda fundamental dizi olur. Bu yiizden,

irrsafi

||Au

nllZ,[a.5] her yandan n — oo i¢in limit alsak;
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||Au||L o] S U“K(x S)| dsdxj ||u||L[ 2 esitsizligini buluruz. Bununla biz (2.4) ve

(2.5) esitlikleri ile tanimlanan A operatorinin ~ A:L, [a,b] —>L, [a,b] lineer smirh

operatdr oldugunu gostermis oluruz.
2.15. Diferansiyel Operatorler

Diferansiyel ifadeyle tanimlanmis asagidaki A operatoriinii ele alalim.
Au=a,(x)u” +a,(x)u""+ ... +a,(x)u (2.6)
A:C"[a,b] - C[a,b] nn siirekli smurlt bir operatér oldugunu gdsterelim.

Varsayalim  ki;  q,(x),a,(x), ... ,a,(x) [a,b] de tamimlanmis  siirekli

fonksiyonlardir. ||Au|| Clas] _c||u|| ] oldugunu gostermeliyiz.

n n
|Au| < kz(‘;|ak (x)| ‘u(n—la (x)‘ < max (?sl?sxb ,max |an (x)|) ;‘u("h (x)‘

olur ve ||Au|

<cly]

< CZ ?3% ' k>(x)‘ Boylece |Au| < c||u||c< D[a.b] Clab] Ca]

bulunur. Bu da aradigimiz esitsizliktir.

2.16. Lineer Operatorler Uzay:

L(X,Y) normlu uzayini ve lineer operatoriin normunu inceleyelim.
2.16.1. L(X,Y) Normlu Uzayl, Lineer Operatoriin Normu

A,B,C ... tiim normlu X uzayinda tanimlanmis, degerleri normlu Y uzayinda olan
lineer siirekli operatorlerin kiimesi olsun. Bu kiimede operatdrlerin toplamini ve

skaler sayiyla carpimini asagidaki sekilde tanimlayalim.

(A+B)(x)=Ax+Bx ve (AA)(x) = A(Ax)
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Lineer uzayda operatdriin normunu,

[A]l =sup]Ax 27

|t
ile tanimlayalim. Once bu normun varligmi gosterelim.

Biz iistten smirh lineer operatdriin tanimimi verdigimizde gosterdik ki;

{lax

x|| < 1} kiimesi smirhdir. Yani; x|| <1 igin ||Ax|| <c dir.

b

Ustten sinirl kiimenin tek bir tane supremumu oldugundan (2.7) ile tanimlanan norm

vardir ve tektir. Supremumun 6zelliginden ||x|| <1esitsizligini saglayan her bir x igin

|Ax| <|A| esitsizligi saglanir. Buradan Teorem 2.4.’e gore,
[ax|<]Alld . vreX (28)
esitsizligi yazilir. Teorem 2.4. te
[ax] < el (29)

esitsizligi ile (2.8) karsilastirildiginda ||A||Sc bulunur. Bdylece (2.9) esitsizligini

saglayan c’lerin infimum oldugunu goriiriiz.

Simdi (2.7) esitligi ile verilen normun, norm aksiyomlarmi sagladigini gosterelim.

Yani;
D |dz0 . [x|=0 < x=0
2 ax = (Al

3 e <+l

sartlarin1 gosterelim. (2.7) esitliginden ||A||20 oldugu aciktir. Varsayalim ki

||A|| =0 olsun. ||Ax|| < ||A||||x|| de yerine yazarsak, Vx e X i¢in,
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||Ax|| =0 , Ax=0 , VxeX oldugundan, A =0 olur.

[2A]1= sup|[(24) | = sup|2 (Ax)| =[2]sup | Ax| = |2f|A|

=<t et I+t

H(A+B) x” = ||Ax+Bx|| < ||Ax|| + ||Bx|| her taraftan supremum alirsak,

sup||(A+B) x” = sup||Ax+Bx|| < sup || Ax||+ sup | Bx|

[ X s It

buradan da
|A+B] <|A]+[B]
bulunur.

Boylece biz tiim normlu X uzaymnda tanimlanmis, degerleri normlu Y uzayinda olan
lineer stirekli operatorlerin normlu uzaymi tanimladik. Bu uzay: biz L(X,Y) seklinde

gosteririz.
2.16.2. Lineer Operatorlerin Diizgiin Yakinsakhig:

L(X,Y) uzaymdan {A,} dizisini alahm. A € L(X,Y) olsun. n — o yaklastiginda,

A,-A|—0 yakmsiyorsa {A, } dizisi A’ya diizgiin yakimsaktir denir.

Boylece buradan goriiyoruz ki lineer operatorlerin diizgiin yakmnsakligi L(X,Y)

uzayinda norma gore yakisakliktir.

Teorem 2.6. A ,AcL(X,Y)olsun. {A,} dizisinin A’ya diizgiin yakmsak olmasi
igin gerek ve yeter sart; {A x} dizisinin Ax’e S1(0) kapali yuvarinda x e gore

diizgiin yakinsak olmasidir.

Ispat: Gereklilik igin, varsayalim ki A, — A ’ya diizgiin yakinsaktir. Gosterelim ki

{A,x} dizisi Ax’e S1(0) kapali yuvarimda x e gore diizgiin yakimsaktr.
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|A,x—Ax|=|(A, -A)x|<[A, - Ao <[|A, - A] - 0 oldugundan A, x— Ax olur.
<1
Teoremin birinci kismi ispatlandi.

Yeterlilik igin, varsayalim ki {A x} dizisi Ax’e Si(0) kapali yuvarinda x ’e gdre

diizgiin yakinsaktir. Gosterelimki {A,} dizisi A ’ya diizgiin yakmsaktr.

|d[<1 olsun. Ve>0,3N,Yn>N igin ||Anx—Ax||<§ 'dir. Simdi x’e bagl

olmadan saglandigin1 gdsterelim.

||An —A|| = sup||Anx —Ax” < % <¢& esitsizligini buluruz. ||An - A|| <& olur. Bu da

Ixl<t

{A,} dizisinin A ’ya diizgiin yakmsakhgmin tammudir.

Bu teoremden agagidaki sonug ¢ikarilir.

Sonu¢ 2.2. A ,AeL(X)Y) ve A — A diizgiin yakinsak dizi olsun. O zaman
Mc X keyfi smirli kiime oldugunda {A, x} dizisi Ax’e M kiimesinde x ’e gore

diizgilin yakinsaktir.

Ispat: M kiimesi smirli kiime oldugundan 3R igin VxeM, x|| <R saglanir. Simdi

gosterelim ki {A, x} dizisi Ax’e M kiimesinde diizgiin yakinsaktur.
|Ax—Ax|=|(A, —A)x| <|A, —Al|x| <R|A, - A] >0 ispat tamam.

Teorem 2.7. L(X,Y) uzayinda X normlu uzay, Y Banach uzay:1 oldugunda L(X,Y)

uzay1 Banach uzayi olur.

Ispat: Bunu gostermek igin keyfi fundamental {A, } < L(X.)Y) dizisini alahm ve

bu dizinin L de yakmsak oldugunu gosterelim.

{A,} fundamental dizi oldugundan V& >0 i¢in 3N, Vn>N, p=123, ..
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HAn+p—AnH<e saglanir. Simdi gosterelim ki, VxeX igin {A x} dizisi de

fundamentaldir.

HAn+ A ALX

=[(A, = a0 )d <A, -

x| >0 Gésterdik ki {A,x} dizisi
fundamentaldir.
Y, Banach uzay:1 oldugundan, 3y €Y var ki, n - oo gittiginde limA x =y olur.

Biz bu yontemle X uzayinda bir operatdr tanimlamis oluruz. Bu operatorii A ile

gosterelim. {An} operatorler dizisi lineer oldugundan ve limit iglemi de lineer

oldugundan, bu yontemle tanimladigimiz A operatdrii lineer operatordiir.

A operatorleri L den oldugunda sinirli operator olurlar. Yani;

||Anx

<|A,

x| . VxeX igin (2.10)
saglanir. Asagidaki ters iicgen esitsizliginden,

|

-l

<|A.., -4,

—0  olur. Buradan da buluruz ki, {|A,[} dizisi

n+p
smirhdir. Fundamental her dizi sinirli oldugundan ||An|| <c saglanir. Bu esitsizligi
(2.10) da dikkate alsak ||Anx|| < c||x|| olur. Bu esitsizligin her yanindan n — o i¢in

limit alsak [[Ax| <c||x|

, Vx € X buluruz. Bu da A operatdriiniin siirli oldugunu

gosterir.
Yani; L(X,Y) ’nin Banach uzay1 oldugunu gosterdik.
2.16.3. L(X,Y) Uzayinda Seriler, L(X) Uzay1

L(X,Y) uzaymda keyfi {A } < L(X,Y)dizisini ve

S A, (2.11)

k=1



serisini alalim. Bu serinin kismu toplamlar dizisi S, =A, +A,+ ... +A  diizgin
yakinsak oldugunda, yani L(X,Y) uzaymdaki norma gore yakinsak oldugunda bu

seri diizgiin yakimsaktir denir. Ama,

A (2.12)
k=1
sayisal serisi yakinsak oldugunda (2.11) serisine mutlak(absolute) yakinsak seri denir.

Teorem 2.8. L(X)Y) uzay1 Banach uzayi olsun. O zaman ZAk serisi mutlak
k=1

yakinsak oldugunda bu seri diizgiin yakimnsak olur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 asagidaki esitsizlikten bulunur.

n+p n+p
5.5 3 A< ¥ A<
k=n+1 k=n+1

Burada 0nemli bir 6zel hali ele alalim.

L(X,X) uzaym ele alalim. Biz bunu kisaca L(X) olarak gosteririz. Bu L(X)

uzaym Onemi, bu uzayda ikinci bir cebirsel islem tanimlanmis olmasindadir. Yani

A e L(X) ve Be L(X) aldigimizda A.B islemi de tanimlanir. Elemanlarin ¢arpimi

islemi (AB)x=A(Bx) esitligi ile tammlanir. Elemanlarm garpimi islemi

tanimlandigindan, A* , k=1,2,3, ... kuvvet islemi de tanimlanir.

A’=AA , A’=AA’ , .. scklinde operatdrlerin kuvveti tanimlanr.

Simdi |AB| <||A||B| ve |BA|<|B||A] esitsizliklerin dogru oldugunu gdsterelim.
|(AB)x| = (Bx)] <[Al[Bx] <[AlB[llx] buradan [AB|<[A|[B] bulunur.

|(BA) x| =[B(Ax)|<[B]|ax] <[B]|A]|] buradan [BA]<|Bfa] bulunur.
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Lemma 2.1. Varsayalm ki {A,}cL(X), {B,}cL(X), AeL(X) , BcL(X)

olsun. Eger A, - A, B, — B yakinsak ise o zaman A B, — AB olur.
ispat: |A,B, ~ AB| <|A,B, ~AB,|+|AB, ~AB|- (A, ~A)B, [+ A (B, ~B)]

<A, - AllB.[ +All1B, ~B]

— —

o halde ||Aan —AB|| — 0 olur. Lemma ispatlandi.

L(X) uzayinda elemanlarin carpimmu islemi tanimlandigindan operatorlere bagli

fonksiyon tanimlanabilir.

P(H)=ayt" +at"" + ... +a

P(A)=aA"+aqA"" + .. +a, A"  (A’=I)

A

n
olur.
n!

Boylece, e* =)
n=0

2.16.4. L(X,Y) Uzayinda Giiglii Yakinsakhk

Tamm 2.10. {A }cL(X)Y) ve AeL(X)Y) olsun. VxeX igin n—oo

yaklastifinda A x — Ax yaklasirsa {An} dizisi A’ya gii¢lii yakinsaktir denir.

Not 2.1. Bu yakisakliga bazen noktasal yakimsaklik ta denir.

Simdi gosterelim ki her bir diizgiin yakinsak dizi ayn1 zamanda giiglii yakinsaktir.

Gergekten de;

A= axl=l(a, ~A)af <, - Al

Bu esitsizlikten her diizgiin yakinsak dizinin giiglii yakinsak oldugu goriiliir. Ama

bunun tersi her zaman dogru degildir. Buna bir 6rnek verelim.
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(, vzaymielealahm. xel, , x=(§.&, ... ) , i|§k|2<+oo
k=1

Asagidaki operatdrii tanimlayalim.

& ,i=12, ...,n
0 , izn+l

PneL(éz) , Px—>x (Xzéz) , Px=y y:{
. . - - S 2
Gosterelim ki P, , I operatdriine giiglii yakinsaktir. ||an —x|| = ZHQ‘,{” -0
k=1

Simdi gosterelim ki P, , I operatoriine diizgiin yakinsak degildir. Bunun i¢in x e/,

=1 olur. Buradan

||x||=l , Px=0 olsun. Bunlar i¢in

||P —I||—sup||Px x||>1 olur. Buradan da goriiliir ki P, , I operatoriine diizgiin
Ixl<t

yakinsak degildir ama gii¢lii yakinsaktir.

2.16.5. Diizgiin Sinirhlik Prensibi

Diizglin smirlhilik prensibini yazmadan Once bu prensiple yakindan ilgili olan

asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 2.2. L(X,Y) uzaymdan {An} operatOrler dizisini alalim. Varsayalim ki bu
operatdr dizileri i¢in ¢ >0 , Eigr(xo) vardir ki Vxegr(xo) icin ||Anx||ﬁc
esitsizligi saglanir. Yani, {”Anx”} dizisi Er(xo) yuvarinda diizgiin sinirhidir. O

zaman {”An”} dizisi smirhdir.

Ispat: x#0 , VxeX elemanmi alalim. O zaman ,

( IIXII J

reS (x,) olur.

cz

IIXII
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2c2ﬁ||Anx olur. Buradan da ||Anx||££||x|| ve ||Anx||ék||x|| bulunur. Boylece
x r

{”An ||} smirlidir.

Teorem 2.9 ( Diizgiin Sinirhlik Prensibi ).

{A,} cL(X)Y) olsun. Eger her bir x € X igin {”Anx”} dizisi sinirh olursa, o zaman

{”An”} dizisi sinirhdir.

Ispat: Bunu ispatlamak igin aksini farz edelim. Varsayalim ki, Vx e X aldigimizda

{”Anx”} in smirli olmasma bakmayarak {”An”} smirlt degildir. O zaman, {”Anx”}
Lemma 2.2.°ye gore hi¢bir kapali yuvarda smirli olamaz. Keyfi S, yuvarini alalim.
S, yuvarinda {”Anx”} simirli olamaz. Bu  3dn,x, icin HAnlx1H>l demektir.

A, sirekli oldugundan  x, noktasmin 3S, (x;)  komsulugu bulunur ki

HA”IXH 21, VxeS§, (x,) dir.

S, (x)cS, , n<l A, x

S, (x,) de smurh olamaz. O zaman 3n, >n,

Ax, €S, (x) icin HAn2x2H>2 olur. A, siirekli oldugundan merkezi x, de olan

1 — — —
yarigapt 7, < 5 olan S, (x,)c S, (x) HA’”xH >2 , VxeS,(x,) olur.

Bu islemleri boyle devam ettirirsek o zaman biz,

$,28, ()28, (x,)D ... D5, (x)> ...

yuvarlar dizisini elde ederiz. Burada S, (x,) , HAm xH >k saglanir. Boylece biz

biri digerine dahil olan, yaricapt 0’a yakimn olan yuvarlar dizisini elde ettik. Biri
digerine dahil olan yuvarlar prensibine gore Jx var ki bu yuvarlarm her birisine

dahildir. Buradan biz HAnk;H>k A

‘>k elde ederiz. Bu celiski diizgiin

yakinsaklik teoremini ispatlar.
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Teorem 2.10 (Banach-Steinhaus Teoremi).

{A,} cL(X)Y) ve AeL(X,Y) olsun. {A,} dizisinin A’ya giiglii yakinsak olmas1

icin gerek ve yeter sart;

1) {”An”} dizisinin sinirli olmasi

2) Normlu X uzaymda her yerde yogun olan bir X' lineer manifoldunda {An}

dizisinin A’ya gii¢lii yakinsak olmasidir.

Ispat: Gereklilik igin, varsayalim ki A , A’ya X de giiglii yakmsak olsun. Béylece

VxeXicin A x , Ax’e yakmsaktr. Buradan da ||Anx|| de ||Ax

e VxeX icin

yakinsak olur. Gergekten de,

Buradan da {”An”} dizisi smirhdir.

A, x

—||Ax||‘£||Anx—Ax||—>0 olur. Bu demektir ki {”Anx”} dizisi smirhdir.

2.sini gostermek i¢in X' = X almak yeterlidir. (Kendi kendinin lineer manifoldu olur.)

Yeterlilik i¢in, 1 ve 2 saglansin. Gosterelimki A, A’ya giiclii yakimsaktir.

Bunun i¢in x#x', x¢ X' olan Vxe X alalim. O zaman X', X e her yerde yogun

oldugundan V& >0 , 3x' e X bulunur ki, x—x'” <e¢ esitsizligi saglanir.
Simdi gosterelim ki keyfi aldigimiz x noktasinda A x — Ax olur.

A=A <[A,x - A +]A,x - Ax] + [Ax - Ax]

Burada sup ||An||=c ve A, =A alalm.
k=0,1,..

[0 = Ax <[, [ =+ [A, >~ Ax

<& <&

+H|A|[x - x| < (2c+1)e

<&

Boylece teorem ispatlanmis olur.
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2.16.6. Lineer Operatorlerin Siireklilige Gore Devami
Varsayalim ki X ve Y normlu uzaylar ve A:X — Y lineer operatérdiir. D(A) = X ,

R(A)cY ve D(A)=X( D(A), Xde her yerde yogun) olsun.

Eger ||A|| = sup ||Ax||<+oo ise A operatorii D(A) bolgesinde sinirlidir denir ve
xeD(A)

=t

burada tanimladigimiz ||A , A operatoriiniin normu olarak adlandirilir.

Teorem 2.11. Varsayalim ki lineer A operatdrii X uzaymni Y uzayma doniistiiren

lineer operatdr olsun. X normlu uzay, Y Banach uzayr , D(A)c X, R(A)cCY,

D(A) =X ve A operatorii D(A) da smirhidir. O zaman tiim X de tanimlanmig IA

operatorii vardir ki;
1) VrxeD(A) icin Ax = Ax
2 |A]=]A] esitligi dogrudur.

Bu teoreme lineer operatdriin siireklilige gére devami teoremi denir. Bu teoremin bir
ozelligi de; A operatoriinii tim X de devam ettirdigimizde A operatoriiniin normu

biiyiitiilmeden devam ettirilir.
Ispat: x e D(A) oldugunda Ax = Ax alalim. Boylece 1. sart tamamlanmis olur.

x ¢ D(A) i¢in Vx e X alalim. O zaman D(A), X de her yerde yogun oldugundan

3{x,} € D(A) dizisi var ki limx, =x dir. A operatdriinii Ax = lim Ax, esitligi ile

X—>0 n—»0

tanimlayalim. Bu tanimin dogru oldugunu gosterelim.

Bu tanimm dogru oldugunu gostermek i¢in 6nce  limAx, limitinin varligini

n—»0

gosterelim. Bunun i¢in {Axn} c Y dizisinin fundamental oldugunu gdsterelim.

HAX'HP —Aan < ”A”

Xpip =X

—0

n
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boylece Ax, fundamentaldir. Y Banach uzay1 oldugundan 3FyeY vardr ki,

lim Ax, = y olur. Bdylece limitin varligini gosterdik.

n—»0

Simdi gosterelim ki, bu esitlik x’e yakinsak olan x, ° in se¢imine bagh degildir.

{x,} =D(A) , x, — x dir. Varsayalimki lim Ax] =z olsun. ( Aksini varsaydik)

+||Ax, - Ax;

—0

-l -as, HJax

olur. Simdi HKH =|A] oldugunu gosterelim.

[Ax,

S”A””xn || yazabiliriz. Bu esitsizligin her yanindan n — oo i¢in limit alirsak

HZ‘:XHS”A””X” bulunur. Bu ise HKHS”A” olmasmi gerektirir. Diger yandan

JA] =sue

<t

XxH 2 sup
T

A=Al ve [A] A ot Bu i esisiziien [ <]

bulunur.

2.17. Normlu ve Banach Uzaylarinda Seriler

Tanmm 2.11. X herhangi bir normlu uzay ve x,,x,, ... ,x,,... X in elemanlar1 olsun.
Bu durumda,

X FXH e X =D,
k=1

toplamima X uzayinda bir seri denir.
S =x+x,+ ... +Xx

n

toplamina serinin kismi toplami denir.
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oldugu aciktir. Eger n — oo iken {Sn} dizisinin limiti varsa o zaman seri yakinsaktir

denir. Eger,

limS =s

n—»0

ise s elemanina serinin toplami denir ve

seklinde yazilir.

Not 2.2. Buradaki yakinsaklik norma goredir. Asagidaki 6zelligi verelim.

oldugunda

dir. Gergekten,

limS, =s ve limS, =&

k—o k—oo

oldugundan,

lim S, +1im S, = lim (S, +5, )=s+s

k—o k—o

olur. Buradan,
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S +%)=s+s

k=1

bulunur.

Teorem 2.12 (Cauchy Kriteri). X normlu uzaymda an serisinin yakinsak olmasi

n=1
icin gerekli, X Banach uzay1 oldugunda ise yeterli sart Ve >0 i¢cin IN var ki,
Vn >N i¢in ve keyfi dogal p>1 icin
n+p

2%
k=n

<é&

esitsizligi saglanmasidir.

Bu teoremin ispat1 serinin yakmsakligmin tanimindan ve diziler i¢in Cauchy

kriterinden ¢ikar.

Not 2.3. Normlu uzayda {S,} dizisinin Cauchy kriteri

Sn+ - Sn

, < ¢ esitsizliginden

almir.

Tanmm 2.12. x, +x,+ ... +x, +... serisine uygun olarak ||x1||+||x2||+ (R

n

serisini ele alalim. Eger bu seri yakinsak olursa, o zaman Z)ck serisine mutlak
k=1

vakinsak seri denir.

Zxk ve Zyk serileri, mutlak yakinsak seriler oldugunda, Ave u keyfi sayilar

k=1 k=1

olmak tizere Z(ﬂ.xk +u yk) serisi de mutlak yakisaktir.
k=1

Gergekten de,

[2oxi+ syl < 25 + ey = |2l + L ]
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dan i”xk” serisi ve i”yk” serisi yakmsak oldugundan i”ikat /,tyk” serisi
k=1 k=1 k=1

0

yakinsaktir. Buradan da Z(ﬂ.xk +u yk) serisi mutlak yakinsaktir.

k=1

Teorem 2.13 (Weierstrass Teoremi). Banach uzayinda her bir mutlak yakinsak seri

ayni zamanda yakinsaktir.

Bu teoremin ispati,

n+p
2%
k=n

n+p
<2l
k=n

esitsizliginden ¢ikar.

Bu teoremin tersi de dogrudur. Bu teoremin sonucunun iyi olmasi i¢in esas nokta

uzayin Banach uzay1 olmasidir.

Teorem 2.14. Eger herhangi bir normlu X uzayinda her bir mutlak yakinsak seri ayni

zamanda yakimsak olursa, o zaman bu uzay Banach uzayidur.

<&

Ispat: Ve >0 icin IN var ki, Vn > N icin ve keyfi dogal p >1 icin “SHP -5,

oluyorsa, {S,} dizisine Cauchy dizisi diyoruz.
X uzaymnda keyfi fundamental {x, } dizisi alalim. Gosterelim ki, 3x € X, {x,} — x tir.
{x,} dizisi fundamental oldugundan Ve >0 i¢in 3N vardir, dyle ki, Va >N igin ve

<¢ esitsizligi saglanir. Burada ezzik alinarak

keyfi dogal p>1 i¢in |x,,  —x,

{x,} dizisinden bir {x, } alt dizisi secebiliriz ki,

) Szik esitsizlikleri saglanir. (k=1,2, ... )
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serisini ele alalim.

X, [ =+|x, —x, H+ o (%, =X
serisi yakinsaktir. Clinkii
I 1 1
—t+=+ ot
2 2 2

serisi yakinsaktir. Boylece ele aldigimiz seri yakinsaktir. Ele aldigimiz dizinin kismi

toplamlar dizisi,

oldugundan {xnk} dizisi yakinsaktir.

Fundamental bir dizinin herhangi bir alt dizisi bir x elemanima yakinsak oldugunda
dizinin kendisi de ayni x elemanina yakinsak olacagindan {xn} dizisi yakisaktir.

Boylece keyfi fundamental dizi yakinsak oldugundan X uzay1 Banach uzayi olur.
2.18. Sayisal Degiskenlere Bagh Abstract Fonksiyonlar

Sayisal degiskenlere bagli abstract fonksiyonlari, limitini ve siirekliligini inceleyelim.
2.18.1. Limit ve Siireklilik

Tanim 2.13. A sayisal herhangi bir kiime (mesela, kompleks sayilardan olusmus)

ve X herhangi bir normlu Banach uzay1 olsun. x(ﬂ,) : A —> X fonksiyonuna sayisal

degiskenli abstract fonksiyon denir.

Sayisal degiskenli abstract fonksiyonlar i¢in matematik analizde gordiiglimiiz bircok

tanimlar uygun sekilde verilebilir. Bunlardan bazilarini verelim.

Tamm 2.14. x(A) abstract fonksiyonu, A, €A noktasmn bir komsulugunda

tanimlansin (A, noktasinin kendisinde tanimlanmayabilir) ve a € X olsun. Eger,
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tim 5 ()] 0

ise, 0 zaman a eclemanina, x(l) ‘nin A, noktasindaki limiti denir ve

}1_{1}0 x(i) =a

veya
x(A)—>a,(A—>4)
seklinde yazilir. Burada tanimlanan limitin agsagidaki 6zelliklerini verelim.

Ozellik 2.1. ¢(1) adi sakaler fonksiyon, x(1) ve y(A)abstract fonksiyonlar olsun

ve
}gl}o(/)(i)=a , }gQOX(i) =a, }ggloy(i) =b
olsun. O zaman,
lim (p(2)x(1)) = aa

ve
}1_{1}0 (x(ﬂ,) +y(ﬂ,)) =a+b

dir.

Ispat:

||<0(/1)X(/1) —aall = ||<0(/1)X(/1) —aa+@(A)a —(o(l)all
=le()(x(2)-a)-a(p(1)-a)|
<Jelx2)-a] +|a]le2) <]

dan A — 4, i¢in limite gecilirse,
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111330 le(2)x(2)—ad||=0
bulunur. Bu da
gl}o (p(A)x(1))=aa

olmas1 demektir. Simdi de diger esitligi gosterelim.

[x)+ ¥(2) = (a+b)| =[(x(2) —a)+(»(2)-b)|
<[x(2)~a| +[»(2) 1]

den A — 4, i¢in limite gecilirse,
lim [x(2)+ y(2) = (a+b)|=0

elde edilir. Buradan,
lim (x(2)+ () =a+b
bulunur.
Ozellik 2.2. 1 — 4, igin, x(1) —>a ise, 0 zaman |x(1)|—a| olur.
Ispat:
()=l <[+(2) -]
esitsizligin her iki yanmdan A — 4, icin limite gegilirse,
tim ()]~ =0

bulunur ki, bu da istenilendir.

Tanim 2.15. x(l) , A, noktasmin herhangi bir komsulugunda tanimlansin. Eger,
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fim () = x(4,)] =0

ise, x() abstract fonksiyonuna A, noktasinda siireklidir denir.
Gosterelim ki, x(ﬂ,) , y(l) ve skaler (A1) fonksiyonlar1 A =/, noktasinda siirekli

fonksiyonlar oldugunda, x(4)+ y(A) abstract fonksiyonu ve ¢(A).x(2) fonksiyonu

da A =/, noktasinda siireklidir.

H(’C(A)er(}“))_(x(}“O)Jr y(%))” = H(x(i)—x(io))+(y(/l)—y(io))H

<pr(2)=x(2)|+ [y (2)-»(2)]

esitsizliginden 4 — A, icin limite gegilirse,

}i_fﬁlo H(’C(A)W(A))_(’C(AO)JFy(%))” =0

elde edilir. Bu x(4)+y(A) abstract fonksiyonunun A=A, noktasinda siirekli

oldugunu gosterir.

Simdi de diger fonksiyonlarin siirekli oldugunu gdsterelim.

le)x(2)=0(2)x (24 )| = |[0(2)x () =92 )x(2) + 9(2)x(4) = 0(2)x (1)
=[x (2) () = p(A)) + 9 (2 (x(2) =x(4,))|
<[x (Mo -G +Hlolx (2)-x(2,)]

esitsizligin her iki yanindan 4 — 4, i¢in limite gegilirse,
tim [(2)x(2) = p(2,)¥(4 )| =0

olur. Bu ise ¢(4).x(4) fonksiyonunun A = A, noktasinda siirekli oldugunu gosterir,

Simdi de, x(l) abstract fonksiyonu 4, noktasinda siirekli oldugunda ”x(ﬂ.) ‘in da

A, noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. Bunun igin,
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=l < e (2) (2,

esitsizliginde A — 4, i¢in limite gecilirse,

tim [ (2)] [} (2, )] = 0

elde edilir. Bu da |x(4)

‘in da 4, noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

Abstract fonksiyonlar icinde en Onemli olan smif operatdor degerli abstract

fonksiyonlardir.

Tammm 2.16. X ve Y iki Banach uzay1 olsun. X Banach uzaymin tamaminda
tanimlanan ve degerleri Y Banach uzayinda olan tiim lineer sinirl operatorler kiimesi
L(X)Y) ile gosterilir. A(4):A > L(X,Y) fonksiyonuna operator degerli abstract

fonksiyonlar denir.

Tanmm 2.17. Operator degerli A(A) fonksiyonu, A4, noktasmnin herhangi bir
komsulugunda tanimlansin ( A, noktasinin kendisinde tanimlanmayabilir) ve

A e L(X,Y) olsun. Eger,
limA2) - A =0
ise, o zaman A elemanma, A(A) operator degerli fonksiyonun A, noktasindaki
limiti denir ve
}i_{l/’llo A(A)=A veya A(A)—>A, (A 4)
seklinde gosterilir.

Tanmm 2.18. Operator degerli A(A) fonksiyonu, A4, noktasmnin herhangi bir

komsulugunda tanimlansin. Eger,

111330 |A(L)-AA)|=0
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ise, A(4) operator degerli fonksiyonu A, noktasinda siireklidir denir.

Asagidaki 6zellikleri verelim.

Farz edelim ki x(l) , degerleri X Banach uzayinda olan vektor degerli abstract

fonksiyondur. A(A) ise degerleri L(X,Y) wuzayinda olan operatér degerli
fonksiyondur. (Dikkate alalim ki, burada Y uzay1 da Banach uzayidir.)

x(A)—>a ve A(A)—>A oldugunda, A(A)x(A1)—>Aa dir. x(1) ve A(A)
fonksiyonlar1 A, noktasinda siirekli fonksiyonlar oldugunda, A(A)x(l) fonksiyonu

da A, noktasinda siireklidir.
Ispat:

|A()x(2) - Ad| =[|A(D)x (1) - Aa+ A(A)a - A(A)d|
=A@ (x(2)-a)+a(AR)-A)|

<Ja@)x(2)-d] +lallar) - A
esitsizliginde A — 4, i¢in limite gecilirse,
lim |AGx(2)-Aq|=0
bulunur ki, bu da istenilendir.
Simdi de A(4)x(4) fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterelim.

[AGx(2) = A x (4 )| = [A)x (2) = A x (2, )+ A(A)x (A) - A(Z )x (1))
= |AG) (x(2)=x(2,)) + x(2) (AR - A(4,))|
<JAC(2) == ()] + [ (M) ]ad -A ()]

esitsizliginde A — 4, i¢in limite gecilirse,
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lim |AG)x(2)-A2)x(4,)| =0

elde edilir. Buradan A(A)x(4) fonksiyonunun A, noktasinda siirekli oldugu goriiliir.

2.18.2. Abstract Fonksiyonlarin Diferansiyellenmesi

Tanim 2.19. A(1):A - L(X,Y) bir abstract fonksiyon olsun. Eger,

lim%)ﬂ:}(%) =x"(4)

A= 2y A
ise, x() abstract fonksiyonuna A, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Bu limit X uzaymdaki norma gore yakinsaktir. Yani,

lim M—x'(%) -0
A=l A_AO

drr.

Teorem 2.15. Eger x(4) abstract fonksiyonu, A, noktasinda diferansiyellenebilir

ise, 0 zaman bu fonksiyon stireklidir.

x(2)=x(4)
A=A,

x(l) X(AO)(A—AO)

Ispat: Hx(l)—x(lo)u = A:AO

|(2-2)]

dan her iki tarafin A — 4, i¢in limiti alinirsa,

lim o(2) (2] =¥ (4)0

olur. Buradan, x(4) fonksiyonu A, noktasinda siireklidir.

Burada abstract fonksiyonlarin diferansiyellenmesi i¢in verilen asagidaki ozellikler

dogrudur.
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Ozellik 23. x(A) ve p(4) abstract fonksiyonlar,, A, noktasinda

diferansiyellenebilir ise, 0 zaman

(x+y)'(i)Ho =x'(4)+)' (%)

drr.

Ispat:

olur. Boylece istenilen esitligi elde etmis oluruz.

Ozellik 2.4. (1) ve x(A) fonksiyonlari, A, noktasinda diferansiyellenebilir ise, o

((PX)'(i)A:% =" (%) (%) +0(4)¥ (%)
dir.
Ispat
(02 -(00)(B) _ . o(A)x(A) =0 () ¥(2) +0 () ¥(2) -0 () x(4)
A=l A=A, A=l -2
o)) | s (e(A) (k)
PRGN y—y A=>dg A=A

= (D’(%)X(lo +¢(ﬂ,0)xr(ﬂ,0)
bulunur ki, bu da istenilendir.

Ozellik 2.5. Operatér degerli A(A) fonksiyonu ve vektor degerli x(4) fonksiyonu

A, noktasinda diferansiyellenebilir oldugunda,
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dir.
Ispat:
lim A(l)x(l)_A(lo)x(lo)
Ay A=A,
~ lim A(A)x(A)=A(2)x(4)+A(2)x(A)=A(%)x(4)
A A=A,
. A(2)(x(2)-x(4)) . x(A)(A(2)-A(%))
Ay A=A, = A=A,
=A"(2)x(4)+A(2)x"(4)
elde edilir.

2.18.3. Kuvvet Serileri

X normlu uzay, x(l):A—)X herhangi bir abstract fonksiyon olsun. x, € X ve

A € A i¢in olusturulan
X, +x A A+ LA A+ (2.13)

serisi normlu uzaylardaki serilerin 6zel bir halidir. Burada her bir terim bir A

parametresine bagldir. (2.13) serisine uygun kismi1 toplam
S A)=x,+x A +x,A°+ ... +x A" (2.14)

gibi yazilir. {Sn(ﬂ,)} dizisi baz1 A ’lar i¢in yakinsak, bazi A ’lar icin de iraksak

olabilir. Bu dizinin yakinsak oldugu tiim A ’lar kiimesini Q ile gdsterelim. Q ’ya

(2.13) kuvvet serisinin yakimsaklik bdlgesi denir.

S(A)=limS, (2)

ya (2.13) serisinin toplami denir ve
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am:i%ﬂ
n=0

seklinde gosterilir. Boylece S(A4), A ’da tanimlanmis ve degerleri X’te olan bir

abstract fonksiyondur. Dikkate alalim ki, (2.13) serisi yerine
Xg+x,(A=2)+ ... +x,(A-4)"+ ... (2.15)
serisi alinabilir.

Teorem 2.16 (Abel Teoremi). A=4,, ( 4, #0 ) noktasinda bir kuvvet serisi

yakimsak ise o zaman bu kuvvet serisi, 2,| < |2,0| esitsizligini saglayan A ’lar i¢in de

yakinsaktir ve |A|Sr<|ﬂ,0| esitsizligini saglayan A ’lar i¢in kuvvet serisi mutlak

yakinsaktir ve A ’lara gore diizgiin yakisaktir.

Yani, SW(O)CQ dir ve S,(0) dairesinde (2.13) serisi mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.

Ispat: A=A, noktasinda (2.13) serisi yakinsak oldugundan,
X, + XA 040 F e XA+

serisi yakmsaktir. Buna gore bu serinin genel terimi x,A," sifira yakinsar. Her bir

yakinsak dizi smirlt oldugundan 6yle bir M >0 sayist vardir ki,

.l <M
dir.
x, A" = xnio”i—n =|x,4," A SM‘i
Ay’ 2o o
burada ¢ =|—<1 dir.
0
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l+g+q*+ ... +q"+ ...

kuvvet serisi, geometrik seri oldugundan (2.13) serisi yakmsaktir. |A]|<r<||

oldugundan daha kesin olan,

n

r

4

<M

n
x,A

n

esitsizligi yazilabilir. Bu halde ¢ = A

[

(2.13) serisi mutlak ve diizgilin yakinsaktir.

olur. Buna gore Weierstrass teoreminden

Tanim 2.20. R = sup|l| sayisina (2.13) kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapr denir.
1eQ
R i¢in,
R= EL (Cauchy-Hadamard) ve R = E% (D’alembert) formiilleri

n—w n—w
° X, Xl

X

n

dogrudur.
Not 2.4.
1) R =0 oldugunda seri yalniz 4 =0 noktasinda yakisaktir.

2) 0 <R <+ oldugunda seri S, (0) = Q bolgesinde yakmsaktir ve S, (0) dairesinin

simirmda  dan noktalarin olmasina gerek yoktur.
3) R =+o0 oldugunda seri tim A kiimesinde yakinsaktir.
Lemma 2.3. Oyle M>0 ve d >0 sabit sayilar1 var ki, Vn>N i¢in |x,|<d"M

esitsizligi saglansin. Bu taktirde (2.13) serisinin yakinsaklik yaricapi R i¢in %S R

drr.
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2

"<M|dA

Ispat: Hxni” " yazilabilir. d |A|=q<l alinirsa |A|<% de kuvvet

serisi yakimsaktir. Bu da %S R olmas1 demektir.

0

Teorem 2.17. Eger farkli Y x,A° ve > x A" kuvvet serileri ayn S (0)
k=0

k=0

dairesinde birbirine esit olursa o zaman x, =x, , k=0,L2, ... olur.

ispat: 1=0e5,(0) oldugundan Y x,A'=> xA* esitliginde 1=0 aldigimizda
k=0 k=0

x,=x, oldugunu buluruz. Boylece, > xA*'=> x A" esitliginde 1=0
k=1 k=1

aldigimizda x, = ;1 oldugunu buluruz. Matematiksel indiiksiyon (Tiimevarim)

yontemini kullanarak tiim katsayilarin esitliklerini ispatlariz.

2.18.4. Analitik Abstrakt Fonksiyonlar

Tamm 2.21. x(A):A— X herhangi bir abstract fonksiyon olsun. Eger bu

fonksiyonu A =0 noktasmnin yakmn bir komsulugunda yakmsaklik yaricap1 sifirdan

farkli olan bir kuvvet serisi seklinde gosterilebilirse, yani x(1) = Zxkik seklinde
k=0

gosterilebilirse o zaman x () fonksiyonuna analitik abstract fonksiyon denir.

Teorem 2.18. Eger, x(A) abstract fonksiyonu A =0 noktasinda analitik abstract

fonksiyon ise, o zaman bu fonksiyon kendi kuvvet serisinin yakimsaklik dairesi

Sk (0) *da siirekli fonksiyondur.

Ispat: Once keyfi p €(0,R) sayis1 igin, Z:k”xk”pk’1 serisinin yakinsak oldugunu
k=1

ispat etmemiz gerekir. Bunun yakmsak oldugunu gostermek i¢in keyfi /; €(p,R)
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sayisint alalim. O zaman {”xk”/;k} smirhidir. Boylece IM  vardr oOyle ki,

lx ]2 <M dir.

~k k-1
_ k ~ M
tadot 2 =4l (2] <%ag . [o-2)
p P p p p

bulunur. Buradan i“k”xk”pk’1 serisi yakisaktir.

k=1
i:k||xk||pk’1 =C,(p) olsun. V1,4, €S, (0) alalim. O halde
k=1

X(A)=x(A) =D x5 (A =) =D x, AT+ A7+ o+ A=)
k=1 k=1
olur. Buradan,

(-3 < S ot - | =C (o] )
k=1

Ci(p)

Bulunur. Buda x(4)’nin A, noktasinda siirekli olmasi demektir,

Sonug 2.3. Buradan ) kx, A" serisi yakmsaktir.

k=1

Teorem 2.19. x(1), A =0 noktasinda analitik abstract fonksiyon oldugunda kendi

kuvvet serisinin yakinsaklik dairesinde A ’ya gore diferansiyellenebilen

fonksiyondur ve

.ﬂ@:imM“
=1

dir.
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Ispat:

2k (k=1)[x [0 = Cy(p)

k=2
olsun. Bu teoremi ispat etmek i¢in

‘le_lk
u—A

— kA" =k(k—1)j(1—9)(u9 +(1-0)A)d(u-2)6

esitliginden faydalanalim.

elde edilir.

Boylece bu teorem ardisik olarak uygulamirsa x(24) ’nin tiim tiirevleri ve A =0

noktasinda analitik olan abstract fonksiyonun A =0 noktasinin komsulugunda keyfi
mertebeden diferansiyellenebilen oldugu bulunabilir. Ayni1 zamanda bu tiirevlerde

A = 4, almarak kuvvet serisinin katsayilar1 i¢in

Taylor formiilleri bulunabilir.

2.18.5. Analitik Abstract Fonksiyonlarin Diger Esas Ozellikleri

A, kompleks diizlemin bir D bdlgesinden degerler alsm ve x(1), D bolgesinde

tanimlanmig, degerleri X normlu Banach uzayinda olan keyfi abstract fonksiyon

olsun.
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Teorem 2.20. Eger x(l) , D bolgesinde tanimlanmis analitik abstract fonksiyon ise

ve f, X’de tanimlanmis keyfi siirekli lineer fonksiyonel ise, o zaman f (x(ﬂ,)) ,

A ’nin, D bolgesinde tanimlanmis adi analitik fonksiyonu olur.

Tammm 2.22. y , A degiskeninin kompleks diizleminde verilmis herhangi bir
yonlendirilmig diizgiin egri ve x(l) , y tzerinde tanimlanmis siirekli abstract
fonksiyon olsun. y egrisini, A,,4,,4,, ... ,4, egri yaylarina bolelim ve her bir egri

yaymnda keyfi &, €y, noktasi alalim ve asagidaki toplami yapalim.

n

D x(ENA-Aa], A= meMk — |

k=1

Eger,
im > x(& )[4 ~ 4] = [x(2)dA
k=1 y

varsa, buna abstract fonksiyonun egri lizerinde integrali denir.

Integralin tanimindan ve X Banach uzayimda tanimlanmis keyfi siirekli fonksiyonelin

lineerlik 6zelliginden,

fbx(/l)dz}jf(x(/l))dx

4

elde edilir.

Teorem 2.21 (Cauchy Integral Teoremi). Basit diizgiin ¥ egrisi ile siirlandirilmis
kapali D bolgesinde tammlanmis x(A) abstract fonksiyonu bu bolgede

diferansiyellenebilen ise o zaman bu fonksiyonun y egrisi iizerinden integrali sifira

esittir. Yani,

[x(2)da=0

4
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drr.

Ispat:

[x(2)di=y

4

olsun. Bu esitligin her yanindan X’te tanimlanmis keyfi lineer f fonksiyoneli ile etki

yapalim. O zaman

[£(x(2)dr=1()

4

olur. Buradan f(y)=0 dir. Hahn-Banach Teoremine gére y =0 bulunur.

Teorem 2.22 (Cauchy Integral Formiilii). Eger x (1) abstract fonksiyonu, diizgiin
bir y egrisi ile siirlandirilmig kapali D bolgesinde diferansiyellenebilir ise, o zaman

bu bélgenin her bir i¢ noktasinda x (1) fonksiyonunun degeri;

x(2)=—— [y (2.16)

formiilii ile gosterilir.

Ispat: S6z konusu y egrisinin ierisinde a merkezli, R yarigapli bir gemberi 7, ile

x(¢)

3 fonksiyonu, y ile 7,’in belirttigi halkada tek degerli

gosterelim. Bu durumda

ve analitiktir. O halde buna gore Cauchy teoreminden,

jx(g)dé =jx(5)dg (2.17)

drr.

Diger taraftan, hipotezimiz geregince x fonksiyonu analitik oldugundan siireklidir.

Dolayisiyla ¢ > 0 verildiginde R’yi dyle segebiliriz ki, V& € y, i¢in,
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‘x(é)—x(i)‘<8
dur. Ayrica,
E=2+Re” , dé=iRe”df , (0<6<2r)

olmak iizere,

jgdg - 2[ iR 10— 2mi

bulunur. Buradan,

WA &4
:yjlx(?:z(i)dgm(i)yjl%
:y{x(?:’;( )dg+x(/1)2m

elde edilir. Yani,

Iﬁdé—x(i)hri

<2rne
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olur. Bu son esitsizligin sol tarafi ¢ ’a bagl olmadigindan, yani bu esitsizlik Ve >0

icin saglanacagindan,

jﬁdé =2mix (1)

715_1

olur. Buradan,

bulunur. (2.17)’dan dolay1

elde edilir.

Teorem 2.23. x(A) fonksiyonu, 1 kompleks degiskeninin diizleminin bir baglantih

D bolgesinde tanimlanmis, degerleri X Banach uzaymda olan ve aynilikla sabit

vektore esit olmayan, A ’nin diferansiyellenebilen abstract fonksiyonu oldugunda bu

fonksiyonun Hx(ﬂ.)” normu kendi maksimumunu D bolgesinin i¢ noktasinda alamaz.

Ispat: D bolgesinde dyle bir A, noktasi var ki, bu noktada x(4) vektdriiniin normu

kendi maksimum degerini alsin yani,

(%)) = max[«(2)]

AeD

olsun. Merkezi 4, noktasinda olan ve yarigap: R olan S, (4,) dairesini ele alalim,

Sx (4,) bolgesinde Cauchy formiiliine gore,
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esitligi yazilabilir. Burada y, S, (4,) dairesinin smiridur.
E-4=Re” , (0<@<27)
ve
dé=iRe" do

yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

2z

x(4y) =2L .[ x(io +Rei“’)d(p

T

olur. Buradan her iki tarafin normu alinirsa,

elde edilir.
()=, I (%)l
esitliginden bir dnceki esitsizlik ¢ikarilirsa,

st e

bulunur. Buradan,

Hx(lo )H —Hx(ﬂ,o +Re"") <0

elde edilir. Hx(ﬂ.o )H ’in tanimindan,

Hx(lo + Rei“’) <

%)
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olur. Bu ikisinden,

Hx(lo )H = Hx(lo +Re” )

bulunur. Buradan vektoriin sabit bir vektor oldugu sonucu ¢ikar. Bu ise bir ¢eliskidir.
Bu ¢eliskiden dolay1 abstract fonksiyonun normu kendi maksimumunu i¢ noktada

alamaz.
2.18.6. Abstract Fonksiyonlarin integrallenmesi

X ve Y verilmis kiimeler ve Ec X herhangi bir kiime olsun. f:E—>Y

doniistimiiniin E kiimesi lizerinde integrali,
[ fax
E

cesitli yontemlerle tanimlanir.

Degerleri f (X) Banach uzayinda olan doniisiimler icin Bochner integrali tanimlanir.

Bu integral reel degiskenli ve reel degerli reel fonksiyonlar igin Lebesgue

integralinin vektor degerli fonksiyonlar i¢in dogal olarak genislemesidir.
2.18.7. Olgiilebilir Fonksiyonlar

Tamm 2.23. X herhangi bir kiime ve Y Banach uzay1 olsun. E — X kiimesini ele

alalim. Eger Y =L(X,Y) olursa, f/:E — Y doniisiimiine abstract vektor fonksiyon

denir.

X ve Y uzaylari, Banach uzaylar1 olursa, L(X,Y) lineer sinirli operatorler uzayidir.

Bu halde, f doniisiimiine abstract operator fonksiyon denir.

X’te Adao -cebiri ve Adau -6lgiisii tanimlansin. Burada p(X) <o olmayabilir.

p(X)=co oldugunda, 3{M,}c A kiimeler dizisi var ki, Vn igin u(M)<+w

oldugunu ve X = U M, oldugunu kabul edecegiz.

n=l
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(X,A, u) tgliisiine dl¢ii uzay1 denir. Cogu zaman (X,A, i) dlgii uzay: kisaca X ile

gosterilir. E € A oldugunda, E kiimesine é/¢iilebilir kiime denir.

Olgii uzayma o6rnek olarak sayisal R eksenini gosterebiliriz. Burada A dao -cebiri
olarak, Lebesgue anlamda 6Slgiilebilen, sonlu ve sonsuz 6lciilii kiimelerin olusturdugu

kiime gosterilebilir. M, kiimeleri olarak [—n,n] araliklar1 alinabilir.

Tanim 2.24. Ec X kiimesinde tanimlanmis (vektor veya operatdr) abstract

f:E—>Y fonksiyonu,

¢ , xeE (1=12, .. .,n)

1

S(x)= 0o . er\UEi (2.18)

esitlikleriyle tanimlanirsa, bu fonksiyona E’de merdiven sekilli veya basit fonksiyon

denir.

Burada E;’ler, E,NE, =@ (i# j) kosulunu saglayan sonlu dlgiilii keyfi kiimelerdir.

Tamm 2.25. Olgiilebilir E kiimesinde tanimlanmis f(x) abstract fonksiyonu igin
E’de merdiven sekilli fonksiyonlarin dyle { £, (x)} dizisi var ki, hemen hemen tiim

x € E i¢in eger,

f,()=fx)=0

lim
n—>00

kosulu saglanirsa yani, hemen hemen tim x € E i¢in f (x) = f(x)olursa, o zaman

f(x) fonksiyonuna, E kiimesinde gii¢/ii 6/¢iilebilirdir denir.

Vx € E i¢in dogru olan

LIl <) - @)
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esitsizliginden giiclii Olgtlilebilir  f(x) fonksiyonunun || f (x)|| normunun da
olgiilebilir oldugu almr. Bu halde [f(x)| fonksiyonu, &lgilebilir {|/(x)[}

fonksiyonlarmin yakinsak limiti olur.
2.18.8. Bochner Iintegrali

Tamm 2.26. f(x), E kiimesinde tanimlanmis merdiven sekilli fonksiyon olsun. Bu

halde,

IZ:,C[#(EI-)

toplamina (2.18) esitligi ile verilen merdiven sekilli f(x) fonksiyonunun E kiimesi

iizerinde Bochner integrali denir ve
£ f (x)du(x)=lZ:,c,-u(E,-) (2.19)
veya
.][f(x)dx = Zciu (E,) (2.20)

seklinde gosterilir.

E’de merdiven sekilli f ve g fonksiyonlarmin o f(x)+ fg(x) lineer kombinasyonu

icin ,
[laf(o)+Bg)]dx=a| f(x)dx+ B[ g(x)dx

esitligi saglanir. E’de merdiven sekilli keyfi f(x) fonksiyonu igin,

[ feoax < [|l£ (0] dx

olur.
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Simdi f(x) fonksiyonu, E’de giiclii dl¢iilebilir keyfi fonksiyon olsun. { /. (x)} dizisi
ise E’de f(x) fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsak olan merdiven sekilli

fonksiyonlar dizisidir. O zaman,

oOlctilebilir fonksiyondur ve

integralinin sonlu veya sonsuz anlami vardir. n — oo kosulunda

oldugunu kabul edelim. O zaman,

o

dizisi Y uzaymin normundaki yakinsakliga goére fundamentaldir. Gergcekten de
n,m — o iken,

<

j £, (x)dx| =

J J,(0)= f,,(x)] dx

m

olur. Y uzay:1 tam oldugundan,

lim .[ £, (x)dx

limiti vardir.
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Tammm 2.27. Eger f(x) abstract fonksiyonu, E kiimesinde giiclii 6lgiilebilirse ve

basit fonksiyonlarm E’de hemen hemen her yerde f(x) fonksiyonuna yakinsak olan

{f,(x)} dizisi igin,

J

E

£,(x)= f(x)|dx >0 (2.30)

limiti dogru olursa, o zaman f(x) abstract fonksiyonuna E kiimesinde Bochner

anlaminda integrallenebilirdir denir. Bu halde iistte yakinsakligini gosterdigimiz

lim j £ (x)dx (2.31)
E
limitine f(x) fonksiyonunun E kiimesi tizerinde Bochner integrali denir ve

J £y

veya

[ f@dn

seklinde gosterilir.

Bochner integralinin bir degerli tanimlandigini yani, (2.31) limitinin (2.30) kosulunu
saglayan basit, yaklastirict fonksiyonlar dizisinin secilisine bagli olmadigini

gosterelim.

(f,(x)} ve {};(x)} dizilerinin, (2.30) kosulunu saglayan basit fonksiyon dizileri

oldugunu kabul edelim.

(= lim.[fn(x)dx

Ve
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/= limj'fn(x)dx
E
olsun.

LG, [0 £(x), fr(30) e £33, (X))

dizisi de (2.30) kosulunu sagliyor. Buna gore de,

[ fiodx, [ F,(odx, [ £, [ fx)dx ..., [ f,(0dx, [ £,(x)dx,...

dizisi bir ¢, limitine yakmsaktir. Bu halde ¢=7=/¢, olur. Boylece Bochner

integralinin bir degerli tanimlandig1 ispatlanmis olur.

Teorem 2.24. f(x) fonksiyonunun E’de Bochner anlamda integrallenebilir olmasi1

icin gerek ve yeter sart f(x) fonksiyonunun E’de giiclii dl¢iilebilir ve
[l Co)dbe < +o0
E

olmasidir.

Ispat: Gereklilik igin, f(x) fonksiyonu E’de Bochner anlamda integrallenebilir
olsun. O zaman Bochner integralinin tanimmdan f(x) fonksiyonu, E’de gii¢li
Olgiilebilirdir. f (x), keyfi yaklastiric1 diziden bir keyfi basit fonksiyon olsun. O
halde,

[lreoldr <[] 7@ £, dx+ |11, ()] dx

yazilabilir.

j | £ ) = £, ()| dx =0

oldugundan bu sinirhidir ve
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J

E

£ (x)|| dx < 400

olup, buna gore de

j | £ ()] dix < +o0

dur.

Yeterlilik icin, f(x) fonksiyonu, E’de giiclii 6l¢iilebilir olsun. { £, (x)} dizisi E’de

hemen hemen her yerde
| £ )= £, (0| =0

sartin1 saglayan merdiven sekilli fonksiyonlarm keyfi bir dizisidir. Burada daima

L@ =@+ r@)

yazilabildiginden,

L@l +1

yazilabilir. Boylece,

L= @] <2/ +1
dir. Lebesgue teoremine gore,

j”f(x)—]‘n(x)”dx—)O , (n—>w)

dir. Buise f(x) fonksiyonunun, Bochner anlamda integrallenebilmesi demektir.
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2.19. Ters Operatorler

Ters operatorleri ve ters operatorler hakkindaki bazi teoremleri inceleyelim.

2.19.1. Lineer ve Normlu Uzaylarda Ters Operatorler, N(A) Sifirlar Kiimesi,
Banach Teoremi

X, Y lineer uzaylar olsun. Varsayalim ki lineer A operatorii X’i Y’ye doniistiiren
operatordir. D(A)cX , R(A)cY , A operatori i¢cin asagidaki kiimeyi

tanimlayalim.

N(A)= {x eD(A): Ax=0 } Bu kiimeye A operatoriiniin sifirlar1 kiimesi denir. A
operatoriiniin D(A) ’y1 R(A) ’ya birebir doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart olarak

asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.25. Lineer A operatdriiniin tanim D(A) bolgesini R(A) degerler bdlgesine

birebir doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart A operatoril igin N(A) =1{0} olmasidur.

Ispat: Varsayalim ki N(A)={0} dir. Ama buna bakmayarak 3y e R(A) elemani
ve 3x,,x, e D(A) elemanlar: var ki, Ax, =y ve Ax, =y dir. Bunlan taraf tarafa
gikarirsak A (x; —x,)=0 bulunur. Bu da x, —x, e N(A)={0} demektir. Buradan

x, = x, olur.

Simdi gosterelim ki A operatorii birebir oldugunda onun sifirlar kiimesi yalniz

sifirdan olusur.

Aksini varsayalim. Yalnizca sifirdan olugmasin. O zaman 3ze N(A) , z#0,
VyeR(A) alalm. 3x" eD(A) vardir ki Ax" =y esitligi saglanir. x +zeD(A)
icin A(x* +z) =y oldugu acikti. Ama x #x +z dir. Bu celiski teoremin 2.

kismini ispatlar.

X ve Y normlu uzaylar olsun. Simdi biz burada A operatoriiniin ne zaman tersi var

ve sinirlt oldugu hakkindaki teoremleri ele alalim.
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Teorem 2.26. X normlu uzayini Y normlu uzayina doniistiiren lineer A operatdriiniin

tersi var ve sinirlt olmasi igin gerek ve yeter sart, m >0 sayisi ve Vx e D(A) icin

|Ax]| = m|x| (2.32)
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: Varsayalim ki A operatoriiniin tersi var ve smirhidir. Gosterelim ki (2.32)

esitsizligi Vx € D(A) igin saglanr.

A" in siurli olmast 3¢ >0, VyeR(A) ,

A'y|<c]y|| demektir. Bu esitsizlikte
y =Ax aldigimizda ||Ax||21||x|| ve ||Ax||2m||x|| bulunur.
c

Simdi tersine, varsayalim ki (2.32) esitsizligi Vx i¢in saglansin. Ax=0 sartini

saglayan x’i alsak x=0 olur. N(A)={0} Bu ise Teorem 2.25. ¢ gbre A

operatdriiniin birebir oldugunu gdsterir. Yani A operatdriiniin tersi vardir.

Eger biz (2.32) esitsizliginde x=A"'y alirsak o zaman HA’IyHSLHy” olur ve
m

buradan HA’1 yH < c|| y|| bulunur. Buna gére A smirliolur.

Not 2.5. N(A)={0} oldugunda A:D(A)—>R(A) birebir doniistiirdiigiinden A

operatoriiniin ters operatdrii var ve. A" :R(A) — D(A) birebir doniistiiriir. A lineer

operatdr oldugunda A~ de lineer operator olur.

Simdi A™' in lineer operatdr oldugunu gdsterelim. Biz lineer operatorii
tanimladigimizda onun degerler bolgesinin lineer manifold oldugunu ispatladik.

Dolayisiyla 1. sart tamamlanmis olur.

2. sart igin , Vy,y, €R(A) ve 4,4, icin AT {Ay + 4,3, =4ATy + LAy,

oldugunu goéstermeliyiz.
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¥,¥, € R(A) oldugundan 3x,,x, € D(A) vardir ki; Ax, =y, , Ax,=y,, x,=A"'y,
x,=A"'y, esitlikleri dogrudur. Ay, +1,y, = LAx, +LAx, = A(Ax, +2,x,) olur.

Buradan da ;

Axi+Ax, =A" (Ay, +A4y,) bulunur. x,=A"y , x,=A""y, yazdigimizda

A (ﬂ‘”lyl + Azyz) = j'1A71yl + j'2A71yz
elde edilir. Buise A~ operatdriiniin lineer operatdr olmasi demektir.

Tanim 2.28. A:X — Y doniistiiren lineer operator olsun. X ve Y normlu uzaylardir.

R(A)=Y oldugunda ve A operatoriiniin tersi var ve smirlt oldugunda, yani

A7 e L(Y,X) sarti saglandiginda lineer A operatdriine siirekli déniistiiriilebilen

operator denir.

Teorem 2.27. Normlu X wuzaymi normlu Y uzayma doniistiiren lineer A

operatoriiniin  stirekli donistiiriilebilen operator olmasi icin gerek ve yeter sart
R(A)=Y , m>0 ve VxeD(A) i¢in |Ax|=m|x| (2.32) esitsizliginin

saglanmasidir.

Yukaridaki teorem siirekli doniistiiriilebilen operatorler icin Teorem 2.26.’ya

dayanarak dogrudur.

Teorem 2.28 (Banach Teoremi). Lineer siirekli A operatdrii tiim X Banach uzayini
tiim Y Banach uzayma birebir doniistiirdiigiinde A~ operatdrii smirli operatdr olur.

Bu teoremi asagidaki sekilde de yazabiliriz.

A eL(X)Y) , X ve Y uzaylar1 Banach uzaylardir. R(A)=Y ve A~ operatdrii varsa

o zaman A~ operatdrii smirli operatordiir.

Biz simdi stirekli doniistiiriilebilen operatorlerin 6nemini gostermek igin Ax =y
operatdr denklemini ele alalim. Varsayallm ki bu denklemde A siirekli

doniistiiriilebilen denklem olsun. O zaman A™' var ve x=A""y olur.
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Ax =y ise ¢oziimii x=A"'y olur. O halde biz Hx—;cH < HA*IH

v vazabiliriz. Bu

esitsizlikten goriiyoruz ki siirekli doniistiiriilebilen operatdr denkleminde sag yan az
degistiginde ¢oziimde az degisir. Bu tiir problemlere dogru ¢oziilebilen problemler

denir.

Boylece biz goriiyoruz ki siirekli donistiiriilebilen operatorlii denklemler dogru

¢oziilebilen problemlerdir.
2.19.2. Ters Operatorlere Ornekler

Ornek 2.13. Ax=y esitliginde A’nin nxn bir matris oldugunu varsayalim.
det A # 0 oldugunda Cramer yontemi ile bu matrisin tersi bulunur. Bu A matrisinin

dogurdugu operatdr siirekli doniistiiriilebilen operator olur.

1
Ornek 2.14. En sade bir integral denklemini ele alalim. x(¢)— .[ tsx(s)ds = y(t)
0

burada biz y(¢) e C [O,l] alalim. Bu integral denkleminin sol yani bir lineer operator

tammlar. A:C[0,1] — C[0,1] doniistiiren operatordiir.

Amacimiz bu operatoriin siirekli dontistiiriilebilen operatér oldugunu gdéstermek. Bu

1
integral denklemini ¢6zmek i¢in c¢= .[ sx(s)ds ile gosterelim. x(¢)—tc = y(¢)
0

denkleminin her yanin1 t ile carpip 0 dan 1’e integralleyelim.

1 1 1 1
.[ sx(s)ds — I s*dsc = I sy(s)ds bulunur ve buradan da c—%c= .[ sy(s)ds olur.
0 0 0

0

1 1

Dolayisiyla ¢ :% .[ sy(s)ds bulunur. Buradan da x(¢)= y(t)+% .[ tsy(s)ds bulunur.
0 0

Boylece denklemi ¢ozdiik. Burada biz gosterdik ki, ele aldigimiz operator siirekli

doniistiirtilebilen operatordiir.

Ornek 2.15. Diferansiyel siirekli doniistiiriilebilen operatorleri inceleyelim. Simdi

biz asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim.
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() =y +a @Oy + ... +a,O)y=[(t) (2.33)

Bu diferansiyel denklemin
¥(0)=0, y'(0)=0, ... ,y"(0)=0 (2.34)

baslangi¢ sartini saglayan Cauchy probleminin ¢éziimiinii bulalim. Varsayalim ki
(2.33) denkleminde  q,(¢), ... ,a,(¢f) ve f(¢t) fonksiyonlar [O,T] araliginda

tanimlanmis stirekli fonksiyonlardir.

((y)=y" +a,@)y"" + ... +a,(t)y diferansiyel ifadesinin ve (2.34) sartinin
birlikte dogurdugu operatorii L(y) ile gosterelim. Amacimiz L(y) diferansiyel
operatoriiniin tersinin var olduunu ve bu operatériin L: C*[0,T] — C[0,T] ye bir

siirekli lineer operatdr oldugunu gostermektir. Bu operatdriin tersinin de var ve

stirekli operatdr oldugunu gostermemiz gerekir.

L(y) operatdriiniin lineer siirekli operator oldugunu daha dnce gosterdik. Simdi bu

operatdriin tersinin var ve sinirli oldugunu gésterelim. Once dikkate alalim ki bu
operatoriin tanim kiimesi, D(L) = { yeC™ [O,T] 3(0)=0, ... ,y""(0)= 0} dir. Bu

operatoriin tersini bulmak i¢in sabitin varyasyonu metodunu uygulayalim.

(2.33) denklemine uygun homojen
Y +a,@)y" "+ .. +a,()y=0 (2.35)

denkleminin lineer bagimsiz c¢oziimleri sistemini (@), (@), ... ,y, (@) ile
gosterelim. O zaman diferansiyel denklemler teorisinden biliyoruz ki fonksiyonlarin

Wronskiyan’t [0, T] araliginda sifirdan farklidir.

» (1) »t) . 0
W(e) = n@o o @O 20

SR (3 N A () B VR (5]
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(2.35) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri sistemi belli oldugunda da (2.35)

denkleminin genel ¢oziimii
YO =en@O+eyO+ ... +¢,,0) (2.36)
seklinde bulunur. Burada ¢, katsayilar1 keyfi sabit katsayilardir.

Simdi (2.33) denkleminin (2.34) sartim1 saglayan 06zel ¢Oziimiinii bulmak i¢in
Lagrange’in sabiti varyasyonu metodunu uygulayallm. Bu metotta (2.36)

esitligindeki c,c,, ... ,c, keyfi fonksiyonlar olarak alinir. Yani, (2.33) denkleminin

(2.34) sartin1 saglayan ¢6ziimii,
y() =)y () +c,O)y,(O+ ... +¢,()y, (1) (2.37)

seklinde aranir. Lagrange bu yontemle aranan (2.33) fonksiyonunu yeni n tane
¢ (t),c,(t), ...,c,(t) fonksiyonlar1 ile degistirmisti. Ama ¢ (¢),c,(?), ...,c,(2)
fonksiyonlar1 Oyle secilmeli ki n—1. mertebe de dahil olmakla birlikte y(t)
fonksiyonunun (2.37) ifadesinden n-—2.mertebeye dek tiirev aldigimizda ¢, lerin

dahil oldugu lineer kombinasyon kendisini sabit fonksiyon gibi gdstersin. O zaman

biz ¢(t),c,(t), ... ,c,(¢) fonksiyonlarinm bulunmasi i¢in asagidaki lineer diferansiyel

denklemler sistemini buluruz.

a(On @O+, + ... +ci(D)y,(t)=0
O+ )y, )+ ... +cl(Dy,(t)=0

a@y" PO+, " @)+ .+ 0y, (@) =0
a@y" O+ SO O+ .+ (@Op, @) = ()

olur. Bu sistemin determinantt y,(¢),y,(¢), ... ,»,(t) nin Wronski determinanti

oldugundan 0’dan farklidir. Bu sistemin ¢oziimiinii bulmak i¢in Cramer ydntemini

uygularsak,

66



w, (¢)

w(t)

()= f@) k=12, ..

bulunur. Burada w,(f) Wronski determinantinin n.satwrmin  k.elemanmin

tamamlayicisi (tlimleyeni) dir. (2.34) sartin1 da kullanarak ¢6ziimii bulursak,

¢, () = jwk(”f( yir k=12, ..

olur. ¢, (¢) ler i¢in buldugumuz bu ifadeyi (2.36) te yerine yazdigimizda (2.33), (2.34)

probleminin ¢oziimiind,

Wk()

y)=L"f= Zyk(nj S (@)

formuli ile buluruz.

L | <]/

olur.

¢ =max Z|yk (t)|jv:va(rT))dT

0<t<T

2.19.3. Sag ve Sol Ters Operatorler

Tanmmm 2.29. A € L(X,Y) olsun. Eger 3U € L(Y,X) operatorii bulunursa ve AU =1,

esitligi saglanirsa U operatoriine A operatoriiniin sag tersi denir ve A ~' seklinde

gosterilir.

Tanim 2.30. A eL(X)Y) operatorii igin IV € L(Y,X) operatorii bulunursa ve
VA =1, esitligi saglanirsa V operatoriine A operatdriiniin sol tersi denir ve A,

seklinde gosterilir.

Lemma 2.4. A € L(X,Y) operatdriiniin sag tersi A ~' bulundugunda
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Ax=y (2.38)

denkleminin Vy eY igin x=A "'y ¢dziimii vardir. A € L(X,Y) operatdriiniin sol

tersi A”', bulundugunda Ax=y (2.38) denkleminin ¢dziimii varsa tektir.
Ispat:

Not 2.6. A operatdriiniin sag tersiA,~' oldugunda (2.38) denklemi igin varlik teoremi

dogrudur. A operatériiniin sol tersi A”', oldugunda (2.38) denklemi igin teklik

teoremi dogrudur. Simdi Lemma 2.4.”{in ispatin1 verelim.

A(A,'y)=y dir. 1. kismin ispati tamam. Simdi 2. kismini ispatlayalim. Bunun igin
N(A) kiimesini ele alalim. Buradan Vx e N(A) alalim. Bu Ax =0 demektir. Bu
esitligi soldan A™', ile garptigimizda x =0 oldugunu buluruz. A™', var oldugunda
N(A)={0} (Yalmz sifir) dir. Bu ise A:D(A)—>R(A) birebir doniistiiriir, bir tane

¢Ozlim var demektir.

Not 2.7. Biz buradan gériiyoruz ki A operatoriiniin sag tersi A ~' oldugunda R(A)=Y

olur. A nm sol tersi A™', bulundugunda N(A) = {O} olur.

Boylece Not 2.6. ve Not 2.7. , Lemma 2.4.’iin ayr1 ayr1 sekillerde ifadeleridir.

Lemma 2.5. AeL(X)Y) oldugunda A operatoriiniin sag ters ve sol ters

operatorlerinin var oldugunu varsayalim. O zaman;
1) A'=A"=A"
2) DANH=Y, R(AH=X

3) Sag ve sol ters operatorler tektir.
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Ispat: A operatoriiniin sag ve sol tersleri oldugundan R(A)=Y ve N(A) = {O} olur.

Yani A:X—>Y tim X uzaymi tim Y uzayma birebir doniistiiriir. Yani A

operatOriiniin tersi vardir ve Hausdorff teoremine gore ters operatdr smirlidir.
2. kisim agiktir.

3. kismi ispatlayalim. Sol tersin tek oldugunu gosterelim.

Aksini farz edelim. A™', den bagka IV e L(Y,X) vardrr ki A, 'A=1, ve VA=I,
saglanir. Esitlikleri taraf tarafa ¢ikarirsak (A,” —V)A =0 esitligini buluruz. Esitligi

sagdan A™' ile arparsak A,”' =V buluruz. Lemma ispatlandi.

Lemma 2.6. A € L(X,Y) oldugunu varsayalim ve varsayalim ki 3U € L(Y,X) i¢in

AU=1, , UA =1, esitlikleri saglanir. O zaman A operatoriiniin tersi var ve

A7 =UeL(Y,X) olur.

Ispat: Lemma 2.5.’e gore buradaki U, A operatdriiniin hem sol hem de sag tersi

oldugundan A™' = U € L(Y,X) oldugunu buluruz.

2.19.4. (I-C)'1 Operatériiniin Varhg

X Banach uzay1 olsun. L(X) Banach uzaymi ele alalim. I € L(X) birim I operatorii
stirekli dontistiiriilebilen operatordiir. Simdi biz gdsterelim ki birim operatdriin S, (I)
birim komsulugundan alinmis VA operatorii de siirekli doniistiiriilebilendir. Yani
||A—I||<l sartin1 saglayan her bir A operatorii siirekli doniistiiriilebilen operator

oldugunu ispatlayalim. C=1-A ile gosterelim. O zaman A =1-C olur.

Teorem 2.29. CeL(X) ve ||C||<l oldugunda o zaman I-C operatori siirekli
dontistiiriilebilendir ve asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

< 1

< (2.39)
1-|c|

la-c)
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i-(1-c)’ glﬁﬂ:” (2.40)
Ispat: L(X) uzaymda
[+C+C*+ ... +C"+ ... (2.41)
serisini ele alalm. Burada |C*|<|C|* ., |C|<1 oldugundan
Le|d+e + - +|C + (2.42)

serisi yakinsaktir. (2.42) serisi yakinsak oldugundan (2.41) serisi diizgiin yakisaktir.

Yani, S, =1+C+C*+ ... +C" - S ’e diizgiin yakmnsar. Kolaylikla asagidaki

esitlikleri gorebiliriz.
(I - C) S, =1-C"™"  ve S, (I - C) =1-C"" Bu esitliklerin her yanindan n — o
igin limit ahrsak; (I-C)S=I ve  S(I-C)=I olur. Lemma 2.6.’ya gore

S=(-C)" oldugunu buluruz. Dolayisiyla siirekli doniistiiriilebilendir.

n+l

1-|C
1-|c]

n

[, =1+ ]+ + . +]c

n — oo i¢in limit alirsak (2.39) esitsizligini buluruz. Ayn1 sekilde,

n+l

»_ld=|c
1=|c]

[1-s, ] <[c]+Icf + . +]c

n — oo i¢in limit alirsak (2.40) esitsizligini buluruz.
2.19.5. (A- C)'1 Operatériiniin Varhg

Simdi biz burada daha genel hali ele alacagiz. AeL(X)Y) olsun. Burada

gosterecegiz ki, A operatorii slirekli doniistiiriilebilen oldugunda A operatoriiniin
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3S,(A)c L(X,Y) komsulugu oldugunu bulacagiz ki, bu komsuluktan alian

VB €S8, (A) operatdriiniin de siirekli dontistiiriilebilen oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2.30. Varsayalim ki A,Be L(X,Y) ve A operatorii siirekli doniistiiriilebilen

operatordiir.
”(A - B)A"H <1 (2.43)

sartt1 saglansin. B operatorii de siirekli doniistiiriilebilendir ve B’nin tersi i¢in

asagidaki degerlendirme dogrudur.

s L o4t
1 H(A—B)A H

L AT la-B)AT

HAI_B IHS 1—H(A—B)A*‘H (2.45)

Ispat: Bu teoremi ispatlamadan 6nce asagidaki lemmay1 yazip ispatlayalim.

Lemma 2.7. A, e L(X,Y) ve A, e L(Y,Z) olduklarmi ve her ikisinin de siirekli
doniistiiriilebilen operatorler olduklarmni varsayalim. O zaman ; A,A, € L(X,Z) olur.
Bu operator siirekli doniistiriilebilendir ve (A,A,)" =A,"A," e L(Z,X) olur. Bu
lemmay1 ispatlamak i¢in A, "'A,” operatdriiniin A,A, operatdriiniin tersi oldugunu

ispatlamak yeterlidir. A "'A,"A,A, =ATA, =A'A, =1

Simdi teoremin ispatma gegelim. Teoremin ispati i¢cin B operatoriinii asagidaki

sekilde yazalim.

B=A-(A-B)=(I-(A-B)A")A
Lemma 2.7.yi uygularsak,
-1

B'=A"(I-(A-B)A™)
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olur. Norm alirsak,

bulunur.
Al _Bl= A" —A’I(I—(A—B)Afl)il =A" [I—(I—(A—B)Al)l}

norm alirsak,

[a”[l(a-B)A7
1-|(A-B)A"|

SEAE

bulunur. Teorem ispatlandi.

Sonug 2.4. Varsayalim ki A ve B operatorleri igin
|a-B|<|a”[" (2.46)

esitsizligi saglansin. O zaman B™' operatdrii vardir ( B siirekli doniistiiriilebilen) ve

37 i (2.47)
1 ||A—B||HA"H '
L 1A la-B)
HA]_ IH 1 ||A_B||HA*1H (2.48)

esitsizlikleri saglanir.
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3. SINIRLI TERS OPERATORLU OPERATOR
DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUM METODLARI
UZERINE

Onceki kisimda biz ters operatdrler hakkinda 2 tane ¢cok dnemli teorem ispatladik.

Bunlardan birincisi (I - C)f1 operatOriiniin varligi hakkindaki teorem idi. O teoremde

denildi ki CeL(X) oldugunda ve |C|<1 esitsizligi saglandiginda I-C operatrii

stirekli doniistiirtilebilendir ve bu operatoriin tersi i¢in;

< 1

< (3.1)
1-|c|

H(I—C)’l

veE

<l
1]

1-(1-c)’

(3.2)

esitsizlikleri saglanir. 2. teoremde denildi ki A,BeL(X,Y) operatorlerinden A

stirekli doniistiiriilebilen operator ve
[(B-A)A™|<1 (3.3)

sart1 saglandiginda B operatorii de siirekli doniistiiriilebilendir ve

B < A (3.4)
1 H(B—A)A"H '

L ATl -a)AT
[a-B|< l(B-A)AT] (3.5)

esitsizlikleri dogrudur. Bunlar1 ispatladik. Bu sonuncu teoremden bir 6nemli 6zellik

elde ettik. Bu ozellikte (3.3) esitsizligi yerine

[B-A <A™ (3.6)



esitsizligi saglandiginda dikkat edelim ki (3.3) esitsizligi de saglanir. (3.4) ve (3.5)
esitsizlikleri uygun olarak asagidaki sekilde yazilir.

= a7 . (3.7)
1-[B-Afa
ve
_1?
A< [a"[IB-4] (3.8)
H H 1 ”B_A”HA%H

Ileride bu degerlendirmeleri defalarca hem teorik hem pratik problemlerin
coziimiinde uygulayarak yeni yeni sonuglar elde etmenin yontemini gosterecegiz.
Simdi biz burada dnce birka¢ drnekte bu degerlendirmelerin nasil uygulanabildigini
gosterecegiz. Sonra ise bu iki teoremin bagka iki seklini yazip ispatlayacagiz. Bu
yeni yazacagimiz modifikasyon degisimi bazi problemlerde daha kolay uygulanabilir.
Bununla bu teoremlerin baska bagka sekillerde verilmesinin yontemini gdstermis

olacagiz.
Varsayalim ki bize

Bx=y (3.9)

denklemi verilsin. Bu denklem belli bir problemin denklemidir. Bu problem
matematiksel olarak yazildiginda B operatorii yaklasik olarak bulunmus (belli bir

hata ile verilmig) olabilir veya (3.9) denklemini ¢6zmek istedigimizde B

operatoriinin B™' tersini bulamayabiliriz veya zor bulunabilir. Bu yiizden (3.9)
denkleminde B operatoriinii, bu operatore yakin ve tersi kolaylikla hesaplanabilen A

operatorii ile degistiririz. Bu durumda,
AA=B-A
operatoriiniin asagidaki sart1 sagladigini varsayariz:
|aa]=]B- A <[a”[" (3.10)
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Bu durumda biz (3.9) denkleminin yerine
Ax=y (3.11)
denklemini aliriz. (3.9) denklemi ve (3.11) denkleminin ¢6ziimleri uygun olarak
x=Bly , x=A"y

dir.

(3.9) Denklemini (3.11) denklemi ile degistirdigimizde yaptigimiz hatay1

degerlendirelim.
h=x-x :(B’1 —A’l)y

Bunu incelersek asagidaki degerlendirmeyi buluruz.

ot g <JANE=A] A A
A R LI B ey S v B
Ornek 3.1.
Bx=Db (3.13)
burada ,
b11 b12 1n X b1
B— bzl bzz bZn e X, b= b2
b, by b, 1, b,

lineer cebirsel sistemidir. Varsayalim ki bu (3.13) denklemi i¢in

IB-1|<1
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dir. Boylece bu 6rnekte A=I aldik.
B=1+AA
dir. I birim matrisin dogurdugu operatordiir. Boylece uygun operator denklemi,
Ix=b (3.14)
olur. Bu durumda hata i¢in,

[B-1]

x-b|<—"=
A e

[ol

seklinde degerlendirme buluruz.

Ornek 3.2. Varsayalim ki (3.13) esitligi ile verilen bu sistemde B matrisinin
elemanlarmm yuvarlama hatast ile verildigini varsayalim. Varsayalim ki
yuvarlamanin her bir elemandaki hatas1 & sayisindan kiiciiktliir ve varsayalim ki

(3.13) sistemi yerine

Ax=> (3.15)
denklemi ¢oziiliir ve bu durumda yaklasik ¢6ziim

x=A"

dir. Matrisin normu
n
[A]=v, = max ) |a,]
1<i<n =

formiilii ile hesaplansin. Bu durumda
Ja] <[] <ne

seklinde degerlendirilir. Bu degerlendirme ele alindiginda hata i¢in,
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1A e
1A e

=<

degerlendirmesini elde ederiz.

Ornek 3.3.

Bx = x(¢) + j K(t,5)x(s)ds (3.16)

integral denklemini ele alalim. Bu denklemde K(z,s) ¢ekirdegi [O,I]X[O,l]

karesinde tanimlanmis siirekli fonksiyondur. O zaman buradaki B operatorii

B:C[0,1] > C[0,1] e doniistiiren bir operatdr olur. $imdi
Bx=y (3.17)

denklemini ¢6zmeliyiz. y(¢) e C [O,l] dir. K(¢,s) c¢ekirdegi

K,(t,s)= z c;h(0)h ()

i,j=1

seklinde oldugunda (3.17) integral denkleminin ¢6ziimii cebirsel denklemler

sisteminin ¢oziimiine doniistiiriiliir. Boylece biz
1
Ax=x(t)+ j K, (t,5)x(s)ds
0

integral operatoriinii aliriz ve (3.17) denklemi yerine
Ax=y (3.18)

denklemini ¢Ozeriz.

w=max |K(t,s)—K,(¢, S)|

0<t,s<1

alalim. O zaman kolaylikla gosterebiliriz ki,
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Jaa] =B~ Al< v

olur. Soyledigimiz gibi (3.18) denklemini ¢ozdiigiimiizde biz (3.18) denklemini bir

cebirsel denkleme doniistiiriiriz. Bu cebirsel denklemi ¢ozdiigiimiizde

esitligini buluruz. R cebirsel denklemin matrisinin tersinin dogurdugu operatordiir.

Eger;
we[R]”

olursa o zaman (3.17) denkleminin ¢6zlimii ile (3.18) denkleminin ¢dziimlerinin

farki

Hx —;H < ?W”R””R”2 (%

gibi degerlendirilir.
3.1. Denklemin “Yaklasik” Denklemle Degistirilmesinin Bir Baska Yontemi
(I-U)x=y (3.19)

denkleminin verildigini varsayalim ve U:X — X doniistiiren lineer operator olsun. X
Banach uzay1 ve I, X uzayinda birim operatordiir. Simdi biz (3.19) denklemi ile

beraber
(I-V)x=y (3.20)
denklemini de ele alalim. Bu denklemde de V:X — X ddniistiiren lineer operatordiir.

(3.20) denklemindeki V operatoriinii (3.19) denklemindeki U operatoriine “yaklasik”

olarak aliriz. O zaman V-U farkinin

[av]=|v-U]<s
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gibi degerlendirildigini varsayalim.

Teorem 3.1. I-U nun stirekli doniistiiriilebilen oldugunu varsayalim ve

s|(1-v)”

<1 (3.21)

olsun. (3.21) esitsizligi saglandiginda I-V operatorii de siirekli doniistiiriilebilendir.

yeX igin (3.19) ve (3.20) denklemlerinin

x:(I—U)f1 v, x:(I—V)f1 ¥
¢oziimleri i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.

= E 5”(1—\/)*1

] (3.22)

Ispat: (3.21) esitsizliginin dogrulugunu gostermek igin;

x=(1-V) ' y=(1-V) (I-U)x=(1-V) ' [(I-V)+(V-U)]«x
=x+(I-V) ' (V-U)x

olur,

x—x=(1-V)" (V-U)x

norm alirsak,

- < 5”(1—\/)*‘

|~

bulunur. Bu teorem V operatorii U operatdriine yeterince yakin oldugunda (3.19)
denkleminin ¢Ozliimiiniin varligint her bir y i¢in garanti eder. Ama (3.22)
esitsizliginin sag yaninda x ’in normu oldugundan (3.22) esitsizligine dayanarak biz
hatay1 degerlendiremiyoruz. Bunun i¢in asagidaki teoremi ispatlayalim. Asagida

verecegimiz teoremin ispati (3.22) esitsizligine dayanacaktur.

79



Teorem 3.2. Teorem 3.1.°in tiim sartlarinin saglandigini varsayalim. Varsayalim ki

s|1-v)'|<qa<1

dir. O zaman

Ff<r 52
esitsizligi dogrudur.
Ispat: (3.22) esitsizligini kullanarak asagidaki degerlendirmeyi yapalim.

=l < gl <alfx—+[]) = g~ +

buradan,

(=)= <ql|
bulunur. Her tarafi 1-¢ ya bdlersek,

=+l H

esitsizligini buluruz.

Ornek 3.4.
x(t) = j K(t,5)x(s)ds + f(£) (3.24)

integral denklemini ele alalim. Bu denklemde K(z,s) ¢ekirdeginin [a,b]x[a,b]

dikdértgeninde siirekli fonksiyon oldugunu ve f(¢) nin [a,b] de siirekli fonksiyon

oldugunu varsayalim. (3.24) denklemi ile birlikte biz
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Ki(t.5)= Y 0,(0%,(5) (3.29)
cekirdekli ,
x(0) = [ K, (t.5)x(s)ds + £ (1) (3.26)

denklemini de ele alalim. Dikkate alalim ki (3.25) cekirdekli (3.26) integral
denkleminin ¢6ziimii cebirsel lineer denklemler sisteminin ¢oziimiine doniistiiriiliir.

(3.24) ve (3.26) integral denklemlerini operator seklinde asagidaki gibi yazabiliriz.
x—Kx=f; (I-Kx=f
x-Kx=f 1 (I-K)x=f

Burada

max |K(t,s5)—- K, (t, s)| <6,

a<t,s<b
dir. O zaman kolaylikla gosterebiliriz ki

|K,-K|<5 , 6=6,(b-a) (3.27)

(3.27) esitsizliginden gorliyoruz ki o, sayist yeterince kiiciik oldugunda (3.24)
denklemini yaklasik olarak (3.26) denkleminin yardimi ile ¢dzmek i¢in burada

yazdigimiz Teorem 3.1. ve Teorem 3.2.’yi kullanabiliriz.
3.2. Sade Halde Kiig¢iik Parametreler Metodu

Ax—ACx=y (3.28)

denklemi ele alalim. Burada A,CeL(X,Y) ve A" eL(Y,X) ve yeY oldugunu
varsayalim. (3.28) denkleminde A skaler parametredir. |A|< o , x bu denklemde

aranan vektordir ve x € X. Burada
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|aca™| <1
sarti saglandiginda, yani
A <|lea|” (3.29)
sartin1 saglayan her bir A parametresi igin
A-AC=(I-1CA")A

operatorii siirekli doniistiiriilebilen operator olur. O zaman (3.29) sart1 saglandiginda

(3.28) denkleminin ¢éziimil var ve tektir. Ayrica
x(1)=(A-AC)"y (3.30)
formiilii ile bulunur. Burada

refer |

olmak iizere (3.29) esitsizligi ile tanimlanan S, (0) dairesinde (3.30) formiilii ile

bulunan x(A) ¢oziimii A parametresinin analitik fonksiyonu olur. Bu ylizden de

(3.29) sart1 saglandiginda (3.28) denkleminin ¢éziimiinii
x(A)=) x 2 (3.31)
k=0
serisi seklinde arayabiliriz. (3.28) denkleminin ¢dzlimiiniin (3.31) serisi seklinde
aranmast (3.28) denkleminin ¢Oziimiiniin kiiclik parametreler metodu ile

bulunmasinin esasini olusturur. (3.31) serisini (3.28) denkleminde yerine yazalim. O

zaman

iAxkik =y+ i Cx, A
k=0 k=0
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olarak buluruz. Bu esitlikte 4 parametresinin ayn1 dereceli terimlerinin katsayilarini

bir birine esitleyerek x,,x,,x,, ... ,x,, ... katsayilarmimn bulunmasi i¢in Rekiirans

lineer denklem sistemini buluruz.
Ax,=y , Ax, =Cx, , .., Ax,=Cx_,, ..

A operatorii sarta gore siirekli doniistiiriilebilen operatdr oldugundan sirasiyla

asagidaki gibi buluruz:
%n=A"y , x=A"(CA)y, .. x=A"(CA") y, ..

Boylece

x(2)=3 A7 (CAT) pat (332)
k=0
Biz burada (3.28) denkleminin kuvvet serisine agilmis (3.30) ¢oziimiinii bulduk.

(3.32) serisinin kismi toplami olan

x,(2)=Y A" (cA™) ya* (3.33)

k=0
ifadesi (3.28) denkleminin yaklasik ¢6zlimii olur. (3.32) serisinden bu serinin (3.33)
kismi toplamimi ¢ikararak buldugumuz farkin normunu degerlendirerek asagidaki

ifadeyi buluruz.

(1), (1)) 3 A (ca") 5| < 3 | lea Il
= HA%H(HCAAHM )’Hl ” ”
—Aea ] ™

Bu esitsizlikle yaklasik ¢oziimde yapilan hata degerlendirilir.

83



3.3. Genel Halde Kii¢iik Parametreler Metodu

Simdi daha genel olan
A(A)x=y(2) (3.34)

denklemi ele alalim. Bu denklemdeki A(A) operatoriine |2,|< p dairesine dahil
olan her bir A i¢in verildigini, yani A(A) operator-fonksiyon oldugunu ve her bir
2€8,(0) igin  A(A)eL(X)Y) oldugunu varsayahm. A(A) operator-
fonksiyonunun A =0 noktasinda analitik oldugunu ve A(0) operatoriiniin siirekli

doniistiiriilebilen operator oldugunu varsayalim. y () fonksiyonu A parametresinin

verilmis A =0 noktasinda analitik olan degerleri Y uzayinda olan 6nceden verilmis

fonksiyondur. Aranan x vektdr fonksiyonu X uzayinda aranir.

A(A) operator-fonksiyonunun ve y(A) abstrakt fonksiyonunun A =0 noktasinda

analitik olmas1 o demektir ki, bu fonksiyonlar yakinsaklik yarigaplar1 uygun olarak

p' ve p olmakla sifirdan farkli olan asagidaki kuvvet serilerine agilirlar.
A(A)=X A2, y(A)=) yA* (3.35)
k=0 k=0

A(A) operator-fonksiyonunun A =0 noktasinda analitik olmasindan A(A)

operator-fonksiyonunun A =0 noktasinda siirekli oldugu elde edilir. Buna gore de

Oyle >0 sayis1 bulunur ki, A| <r dairesinde

[[A(2)-A(0)]Aa ™ (0)|<1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikten de [A|<r dairesinde ~ A(A) operatdr-

fonksiyonunun siirekli doniistiiriilebilen oldugu elde edilir. Bu ylizden de (3.34)

denkleminin tek bir tane
x(2)=A"(2)r(2)
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¢oziimii vardir. Bu formiille bulunan x(ﬂ,) ¢oziimii A =0 noktasinda analitiktir ve

x(ﬂ,) fonksiyonunun kuvvet serisinin yakisaklik yarigcapi olan R > 0 sayist
R =min(p,r)

formiilii ile bulunur. x(l) ¢coziimiinil insa etmek i¢in kiiclik parametreler yontemini

kullanalim. Bunun i¢in (3.34) denkleminin x(ﬂ,) ¢Ozimiini

x(ﬂ.)=ixkﬂ.k (3.36)

serisi seklinde arayalim. (3.36) agilimini (3.34) denkleminde yerine yazarak ve (3.35)

acilimlarmi kullanarak x,,x,,x,, ... ,x,, ... belirsiz katsayilarmm bulunmas: igin

asagidaki denklem sistemini buluruz.

AXo =1y AgX, +A X, =, A, +A X +AX =Y, 5 ... ,ZAka =y ,..(3.37)

k=0

Burada A, =A(0) sarta gore siirekli doniistiirilebilen operatordiir. (3.37)

denklemler sistemini ardisik olarak ¢ozerek,
X =AY » X =AY —AJAAY, , - (3.38)

buluruz. (3.36) serisinin yakisaklik yarigapt R =min(p,r) formiili ile bulunur. Bu
formiilden goriiyoruz ki, R sayisi A(A) operator-fonksiyonunun kuvvet serisinin

yakimsaklik yarigapt olan p’ sayisima bagl degildir. (3.36) serisinin yakinsaklik

yarigap1 R sayisi alttan degerlendirilebilir. Gergekten de, varsayalim ki, biz

[y <Ma",

AA|<MB™ (n21)

degerlendirmelerini yapmusiz. p > o~ dir, o zaman buna ilave olarak,

n—1 _ M |A|

[A(2)-(0)]a" (0)] = s

<1

iAnA;J%”
n=1

<M X (26)
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esitsizligi

1
M+ p

2 <
esitsizliginin saglanmasiyla saglanir. Sonugta biz R i¢in
R > min(a',M™) (3.39)
degerlendirmesini buluruz. Dikkate alalim ki,
A(A)=A,+ 1A,

seklinde oldugunda ve

yl<sMa" ve HAIAEIH <M
oldugunda R i¢in
R >min(a™',M™)

degerlendirmesi bulunur.

Bu metodun uygulanmasinda A(0) operatdriiniin tersinin hesaplanmasmm A (1)

operatOriiniin tersinin bulunmasmdan daha kolay oldugu halde kiigiik parametreler

metodunun uygulanmasi faydali olur.

3.4. Kii¢iik Parametreler Metodunun Uygulanmasina Ait Ornek

x(1) —i jf cos(t —s + Ats)x(s)ds = y(t) (3.40)

integral denklemini ele alalim. Bu integral denklemi C [—7[,7[] uzayint kendisine

doniistiiren operatorlii operator denklem seklinde yazabiliriz.

x(t)— A(A)x(t) = y(¢) (3.41)
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Once

k

oSt~ + Ais) = (ts)" cos(t —s+ Ats +k%)

esitligini yazalim. O zaman

cos(t—s+Ats) = > (ts)" cos(t—s+k%)ik
k=0

olur. Bu esitlikleri kullanarak A, operator katsayilar1 icin,

Ax=x(1) —2L .T cos(t —s)x(s)ds (3.42)
n -

T

Akxz—i.[r(ts)k cos(t—s+k%)x(s)ds k=12, ..

esitliklerini buluruz. y(r) fonksiyonu A parametresine bagli olmadigindan

Yo=Y, ¥, =0, k=1 olur.
Agxy =y

denklemini ele alalim. Bu bir II. ¢esit Fredholm integral denklemidir.
x,(2) L .[ cos(t —s)x,(s)ds = y(t) (343)
21 *

Bu integral denkleminin ¢ekirdegini

cos(t —s) =costcos s +sinzsins

seklinde yazalim. O zaman (3.43) denklemi asagidaki sekilde yazilir.

x,(£) = y(t)+i j X, (s) cos sds cost+— j x,(s)sin sdssin ¢ (3.44)
2 * 2 *
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Bu denklemde
A—L jf x,(s)cos sds B—L jf x,(s)sin sds (3.45)
2 * 0 ’ 2 * 0 '

alirsak o zaman (3.44) denklemi

X,(t)=y(t)+Acost+Bsint (3.406)

sekline doniisiir. (3.46) denkleminin her yan1 cost fonksiyonu ile carpip t degiskenine

gore —r den & ye integrallersek ve (3.45) esitligini kullanirsak
1 T
A=— .[ y(s)cossds
7[ =T

oldugunu buluruz.

Benzer sekilde (3.46) denkleminin her yanini sint fonksiyonu ile ¢arpip t degiskenine

gore — den 7 ye integrallersek
175 .
B=— .[ y(s)sin sds
7[ =T
esitligini buluruz. Boylece (3.46) esitligi
1 T
%,() = p(t)+= [ cos(t—s) y(s)ds (3.47)
7[ =T

seklinde yazilir. Boylece bu islemlerden

Axy=y

denkleminin C[-7, 7] uzaymda tek bir ¢dziimiiniin oldugunu ve bu ¢oziimiin (3.47)

formiilii ile bulundugunu goriiyoruz. Buradan da A;' operatdriiniin var ve C[-7,7]

uzaymin tiimiinde tanimlandig1 goriiliir.
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C[-7,z] wuzaymda A, :C[-7,7]—> C[-m,n] operatdri i¢in

degerlendirmeyi yapalim.

—TT, 7T

- 1 f 4
bl <[ <ol s leost s astol 1+ o]
Boylece
[aj <1+
T
Simdi
Apx,+Ax, =0

denklemini ele alalim. Bu denklemi agik sekilde yazalim.

x,(2) —i.[r cos(t —s)x,(s)ds = —i.[r tssin(t —s)ds

Bu denklemde x,(¢) fonksiyonu (3.47) formiilii ile bulunmustur.

asagidaki

Bu denklem (3.43) seklindeki denklemdir. Bu denklemin de ¢oziimii acik sekilde

bulunur. Boylece ardisik olarak

x(A) = x A"
k=0

serisinin tiim katsayilar1 bulunur. Bu serinin yakinsaklik yaricap1 R icin asagidaki

degerlendirme yapilabilir.

A =2 () ~2n ()"

|a,A|< (27 +8)(7*)
buradan da
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R>__ L
727 +8

esitsizligi bulunur.

3.5. Parametreye Gore Devam Metodu

Parametreye gore devam metodunu ve bu metodun esas teoremini inceleyelim.
3.5.1. Parametreye Gore Devam Metodu ve Esas Teorem

Ters operator hakkindaki teoremin bir uygulamasi olarak da biz burada parametreye

gore devam metodunu ele alalim. L(X,Y) uzayindan iki tane A ve B operatdrlerini
alalim. A,B € L(X,Y). A operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugunu varsayalim.

Yani A operatorii igin R(A)=Y ve A operatoriiniin R(A) da tersi var ve siireklidir.

A~ e L(Y,X) oldugunu varsayalim. A ve B operatorleri igin
-l
[B-a] <]

esitsizligi saglandiginda ters operatér hakkindaki teoreme goére B operatorii de

siirekli doniistiiriilebilen olur.

Demek ki, baz1 uygun sartlar saglandiginda B operatorii A operatoriinden ¢ok ¢ok
uzakta oldugu halde de B operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugunu

ispatlayabildik. Bu sonuca asagidaki yontemle ulasilir.

[O,l] araliginda siirekli olan Oyle A(A) operator-fonksiyonu ele alalim ki bu

operator-fonksiyon
A(0)=A ve B(1)=B

sartlarini saglasin. Bagka bir deyisle L(X,Y) uzayinda A ve B noktalarini birlestiren
siirekli A () egrisini ele alam. Burada A (1) operatdr-fonksiyonu igin asagidaki

sartin saglandigini da varsayalim:
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I. A(A) operatdr-fonksiyonu igin dyle y >0 sayisi vardir ki, tim A €[0,1] ve keyfi

almmus, her bir x € X elemani i¢in,
A (2)x] > 7 (3.5.1)

esitsizligi saglanir. Bu A(A) operator-fonksiyonu i¢in I sarti saglandiginda

asagidaki teorem ispatlanir.

Teorem 3.3. A(A) operatdr-fonksiyonunun [O,l] araliginda tanimlanmus, stirekli ve
her bir 2€[0,1] i¢in A(A)eL(X,Y) oldugunu ve A(0) operatdriiniin siirekli
dontistiiriilebilen operatdr oldugunu varsayalim. Eger A(A) icin I sart1 da saglanirsa,
o zaman A (1) operatdrii de siirekli doniistiiriilebilendir ve HA’1 (I)H <y esitsizligi

saglanir.

Bu teoremi ispatlamadan dnce asagidaki lemmayi ispatlayalim.

Lemma 3.1. A(A)eL(X,Y) operatorii i¢in I sart saglandigim ve 4 =4, €[0,1] igin
A(%)eL(X)Y) operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugunu varsayalim. O

zaman

|a™ (4,)] <7 (3.5.2)
esitsizligi saglantr.
Ispat: Keyfi xeX alalim ve
A(%)x=y
olsun. O zaman
x=A"(4)y

olur. Burada I sartim A (1) operatérii igin yazip,
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A (4)] 7]
sonra bu esitsizlikte A = 4, alirsak,

A (%)= 7 [
esitsizligini elde ederiz. Bu sonuncu esitsizlikte
y=A()x ve x=A"(4)
aldigimizda

A" @) <7

esitsizliginin her bir y €Y i¢in saglandigini buluruz. Bu sonuncu esitsizlikten de

(3.5.2) esitsizliginin saglandigin1 buluruz.

Simdi burada iistte yazdigimiz parametreye gére devam metodunun esas teoremini

iki hal i¢in ayr1 ayr1 ispatlayalim. Birinci halde varsayalim ki,
A(2)=(1-2)A+2B

yani, A(4) operatérii 0<A<1 oldugunda L(X,Y) uzaymda A ve B noktalarmni

birlestiren dogru pargasi oldugu hal icin ispatlayacagiz. Bir de genel halde

A(A) ,0< A <1 operatorii L(X,Y) uzayinda 0 <A <1 olmak {izere ve A noktasi ile

B noktasini birlestiren keyfi siirekli egri oldugu hal i¢in ispatlayacagiz.

3.5.2. Parametreye Gore Devam Metodundaki Esas Teoremin Ozel Hal icin
Ispati

Parametreye gore devam metodundaki esas teoremi 0<A<1 olmak {izere

A(A)eL(X,Y) operatoriiniin
A(A)=(1-1)A+1B

seklinde oldugu hal i¢in ispatlayalim. Teoremin sartna gore
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A e L(Y.,X)

oldugu, yani A operatdriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugu var sayilir. Ustte

ispatladigimiz Lemma 3.1.” de

aldigimizda

oldugundan ve
A" e L(Y.X)
oldugundan Lemma 3.1. deki (3.5.2) esitsizligine gore
a7 <
olur. Simdi asagidaki degerlendirmeyi yapalim.
[[A(2)-A(0)]a™ (0)|=|2(B-A)A"| <2y [B-A]
simdi biz burada

s—_ 7
2|B-A|

sayisini alalim. A e [0, o ] aldigimizda tstteki sonuncu esitsizlikten,

[A(2)-A(0)]a" (0)]=3

esitsizligini buluruz. O zaman ters operator hakkindaki teoreme gore A € [0,5 ] i¢in

A(A) operatoriiniin siirekli doniistiiriilebilen operator oldugunu buluruz. Burada &
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sayist 1’den biiyiik veya 1’e esit olursa, yani ¢ >1 esitsizligini sagladiginda, o zaman

teoremin ispat1 bitmis olur.

§<1 oldugunu varsayalm. A(S) operatorinii alahm. A(5)  siirekli

doniistiiriilebilendir. O zaman Lemma 3.1."e gore
a7 (&)<
degerlendirmesi dogrudur.

Ustte yaptigimiz islemleri A >¢ hali icin tekrar yaparsak, o zaman bu hal igin

asagidaki degerlendirmeyi buluruz.
_ _ _ 1
[A()-A@)]A" )< [AR)-A@)|=r" (2-0)B-A] <2
Biz burada,

O0<AL20

aldik ve bu degerlendirmeyi bulduk. Bu sonuncu degerlendirmeden ters operator

hakkindaki teoremin uygulanmasiyla
O0<AL28

arahiginda A(A) operatdriiniin siirekli doniistiiriilebilen oldugu bulunur. Burada

26 >1
olursa teorem ispatlanmistur.

26 <1
halinde Lemma 3.1.”in uygulanmasiyla

|a (28)| <7

oldugunu buluruz. Ustte yaptigimiz islemleri simdi
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[26,35]

aralig1 icin tekrarlariz. Sonlu sayida bu islemleri tekrarlayarak sonucta A(l)

operatOriiniin stirekli doniistiiriilebilen oldugunu ispatlariz ve
A" )<

degerlendirmesini Lemma 3.1.’in uygulanmasiyla elde ederiz. Burada A(l)zB

oldugundan teorem bu hal i¢in ispatlanmis olur.

Simdi biz burada,

A(d)x=y , (2€[0.1]) (3.5.3)
denklemini ele alalim. 4 e [O,l] olmak tizere bu (3.5.3) denkleminin tiim miimkiin
cozlimleri i¢in asagidaki 6n degerlendirmenin yapildigmi varsayalim.

<l (3:54)

(3.5.4) degerlendirmesindeki ¢’nin sabit bir say1 olup x,y ve A ’ya bagl olmadigmi

varsayalim. Bu sartlar saglandiginda (3.5.4) sekilli denkleminin ¢dziimlerine aprior

degerlendirme (6n degerlendirme) denir.

Lemma 3.2. Parametreye bagl (3.5.3) sekilli denklemlerin ¢oziimleri i¢in yazilmis

(3.5.4) sekilli aprior degerlendirme (6n degerlendirme) (3.5.3) denklemindeki A (A1)

operatdril i¢in yazilmis I sartinin baska sekilli yazilisidir.

Gergekten de (3.5.4) esitsizliginde
y=A(A)x
alirsak, A(A) operatorii igin I esitsizligini buluruz.
HA (ﬂ.) x” >c! ||x||
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Buradan

oldugu bulunur.

Ustte ispatladigimiz esas teorem aprior degerlendirmenin operatdr (3.5.3) sekilli
denklemlerin ¢dziimiiniin varligi ve tekligi hakkindaki teoremlerin ispatlanmasinda

cok dnemli oldugunu kanitlryor.

3.5.3. Parametreye Gore Devam Metodundaki Esas Teoremin Genel Halde
Ispat1

Parametreye gore devam metodundaki esas teoremin genel hal i¢in ispat1 agagidaki

lemmanin uygulanmasiyla ispatlanir.

Lemma 3.3. 9 kiimesi [O,l] araligindan alimmis, bos olmayan ve [O,l] araliginda

ayni zamanda hem a¢ik hem de kapali kiime olsun. O zaman 91 = [O, l] olur.
Hatirlatalim ki, keyfi x, € 9 aldigimizda dyle 6 >0 sayis1 bulunursa ki,

S5 (x,) (85 (x,) N [0,1]) = M ~[0,1]
saglandiginda 9t kiimesi [O,l] araliginda acik kiime olarak adlandirilir.

Ispat: 90t kiimesinin [0,1] arahfmna tiimleyenini 9N ile gdsterelim. Bdylece,
m=[0,1]\£m olsun. 91 = oldugunu ispatlamamiz gerekir. Aksini farz edelim.

N # J oldugunu varsayalim. 9 # & oldugundan ve istten sinirli oldugundan, dyle

b sayis1 bulunur ki,
b =supMN

olur. 91 kiimesi kapal1 kiime oldugundan b € 97t olur.
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b =1oldugunu gosterelim. b <1 oldugunu varsayalim. O zaman 9t kiimesinin [O,l]

de a¢ik kiime olmasindan dolay1 6yle x> b ve x € 9t sayisi bulunur. Bu ise sup I

sayisinin tanimina ¢eliski olusturur. Bu yiizden de b <1 olamaz. Boylece, 1€ 91 dir.

Simdi O kiimesini ele alalim. 91 kiimesi, 9t kiimesinin [O,l] araligina tiimleyeni

oldugundan, 9 kiimesi de [O,l] araliginda hem ag¢ik ve hem de kapalidir. 1 i¢in de

iistteki analizi uygulayabiliriz. Burada da 1€t oldugunu buluruz. Bu ise olamaz.

Clinkii 91 kiimesi, 91 kiimesinin [O,l] araligina tiimleyenidir. Bu ¢eligkiden dolay1

N # D olamaz. Yani 9= dir. Bu durumda 9 =[0,1] oldugu ispatlanr.

Simdi parametreye gore devam metodundaki esas teoremi ispatlayalim. 907 ile [0,1]
araliginm dyle A e [O,l] noktalar1 kiimesini gdsterelim ve bu A € [O,l] noktalarinda
A(A) operatorii siirekli doniistiiriilebilen olsun. 0 e 9 oldugundan 90t kiimesi bos

degildir. Her bir A€ i¢in A(A) siirekli doniistiriilebilen oldugundan Lemma

3.1.’e gore her bir 1 € 9N i¢in,
Ja* ()=

M kiimesinin [O,l] araligmda agik kiime oldugunu ispatlayalim. A4, € 9t alalim. O

zaman tim A € [O,l] icin,

[Aa()-a(x)]Aa" ()| <7 [a(2)-A4)]
esitsizligi saglanir.

A(A) operator-fonksiyonu A, noktasinda L(X,Y) metriginde siirekli fonksiyondur.

Bu yiizden keyfi ¢ > 0 sayisina kars1 dyle 6 > 0 sayis1 bulunur ki,

A— AO| <6 sartini

saglayan her bir 4 € [O,l] i¢in, A(ﬂ.) —A(io )H < ¢ esitsizligi saglanir.
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Simdi biz &€ =y alalim. O zaman & =y sayis1 i¢in 0yle o (7/) >0 sayst bulunur ki,

|ﬂ, - 2,0| <O sartmisaglayan her bir 4 € [O,l] i¢in,

[A(2)-A(x)]a" (2)] <1
esitsizligi saglanir.

Operatoriin tersi hakkindaki teoreme gore bu A sayilart icin A(A) stirekli

doniistiiriilebilendir. Boylece 9t kiimesi A, sayisi ile birlikte

S5 (%) N[0.1]
kiimesini de kendisinde sagliyor. Yani 9t kiimesi [O,l] araliginda agik kiimedir.
Simdi ise 2 kiimesinin [0,1] araliginda kapal oldugunu gésterelim.

M kiimesinden bir A, sayisina yakimsak olan keyfi {4,} < 90 dizisini alalim. Yani,

n—oo sartinda A — A, olsun. 4, €M oldugunu gostermemiz gerekir. 4 €M

oldugundan Lemma 3.1.’e gore

|a™(2,)| <7

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligi kullanarak asagidaki degerlendirmeyi yapalim.
[a()-a)]a™ ()] <7 |AG)-AG)

A(A) operatdr-fonksiyonunun A arglimentinin siirekli fonksiyonu oldugundan keyfi

alinmis ¢ > 0 sayisina kars1 dyle N sayis1 bulunursa ki her bir » > N i¢in,
la(4,)-A(%)|<e

esitsizligi saglanir. Burada € =y ve n=N+1 igin,
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<1

[A(2)-A(%)]A™(4)

esitsizligini yazmis oluruz. Bu sartin saglanmasidan ters operator hakkindaki

teoreme esasen A(AO) operatoriiniin  stirekli doniistiiriilebilen operatdr oldugu
bulunur. Yani 4, € M olur. Buradan da 9 kiimesinin [O,l] araliginda kapali kiime
oldugu ispatlanmus olur. Bu yiizden Lemma 3.3.’¢ gore 901 =[0,1] olur. (907 kiimesi
[O,l] araliginda hem kapali hem acik kiime olmasindan dolay1 9272:[0,1] olur.)

Demek ki 1€ 9. Yani A(1)=B siirekli doniistiiriilebilendir ve Lemma 3.1.’¢ gore

A )] <7
olup teorem ispatlandu.
3.5.4. Parametreye Gore Devam Metodunun Uygulanmasina Ait Ornekler
Ikinci mertebeli diferansiyel denklem i¢in asagidaki smir-deger problemini ele alalim.
X"+ b(t)x"+c(t)x = y(t) , 0<t<l1 (3.5.5)
x(0)=x(1)=0 (3.5.6)
Burada c(t) katsayisinin [O,l] araliginda siirekli (6nceden verilmis) fonksiyon

oldugunu, b(t) katsayisinin ise Onceden verilmis [O,l] araliginda stirekli

diferansiyellenen fonksiyon olduklarini varsayalim. Buna ilave olarak da [O,l]
araliginda asagidaki,
c(t) —%b'(z‘) >a > _2

T

esitsizliginin de saglandigmni varsayalim.
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(3.5.5)  denkleminin sag yanmdaki y=y(f) fonksiyonunun [O,l] araliginda
tanimlanmig stirekli fonksiyon oldugunu varsayalim. x(#) aranan fonksiyondur.

Boylece, ye Y =C[0,1] , xe X =C?[0,1] (3.5.5)-(3.5.6) smur-deger problemini,
Bx=y
operator denklem seklinde yazalim.

d? d
B=——+b()—+c(t
dt* ()dt c(f)

Burada biz X olarak [O,l] araliginda tanimlanmis ve iki kez siirekli diferansiyellenen

ve (3.5.6) siir sartlarini saglayan fonksiyonlarm lineer uzaym isaret edelim,
X ={xeC’[0,1]: x(0) = x(1) = 0}
X uzayinda norm,
ol =l gy + 1 gy +5legony+ Ty = maxl=)

formiilii ile tanimlayalim.

Boylece, B operatorii tim X uzaymda tanimlanmis, degerleri Y uzaymda olan
operatordiir.
2

A operatorii A = —% e L(X,Y) olsun.
t

Her bir y€Y i¢in,

sinir deger probleminin x € X ¢6ziimii var ve tektir. Boylece A operatorii siirekli

doniistiiriilebilendir.
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A ve B operatorlerini A e [O,l] olmak iizere (l - A)A + AB pargasi ile birlestirelim.

d? d
A(A)= —?wtib(t)gﬁ%,c(t) , te[0,1]

A(A) ‘nin [O,l] araliginda siirekli operator-fonksiyon oldugu aciktir. Bu A(A)

operatdr-fonksiyonunun I sartini sagladigi,
X"+ Ab(t)x"+ Ac(t)x = y(t) 0<t<l (3.5.7)
x(0)=x(1)=0 (3.5.8)

sinir deger probleminin Ae[O,l] olmak {izere tiim c¢oOziimleri i¢in aprior

degerlendirme (6n degerlendirme) yapmakla gosterilir.

Sonugta bu degerlendirmeden (3.5.7)-(3.5.8) smir deger probleminin ¢dziimiiniin

varlig1 ve tekligi parametreye gére devam metodunun esas teoreminden alinabilir.

Simdi biz (3.5.7)-(3.5.8) smir deger probleminin tiim c¢oziimleri i¢in aprior
degerlendirmeyi bulalim. Bu amagla (3.5.7) denkleminin her yanini x(¢) fonksiyonu

ile carpalim ve elde edilen esitligin her yanini ¢ degiskenine gore 0’dan 1’e

integralleyelim. (3.5.8) sartin1 kullanarak asagidaki esitlikleri de dikkate alalim.

1 1
—.[ x"xd =.[x'2dt
0 0

1 1
j b(t)x(£)x'(t)dt = —% j b'(£)x” (t)dt
0 0

bu ifadeleri de dikkate aldigimizda asagidaki esitligi buluruz.

j X (t)dt + A j [c(t) —%b’(r)}xz(t)dt = j V() x(t)dt (3.5.9)

1
0 0

Buldugumuz bu esitligin tiim terimlerinin degerlendirmelerini yapalim.
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Asagidaki esitsizlikleri ispatlayalim.

j ¥ (Ot =S j X2 (¢)dt (3.5.10)
0 T 0
j [c(t) —%b’(r)}xz(t)dt >q j X2 (¢)dt (3.5.11)
keyfi € > 0 i¢in,
j (O)x(t)dt < & j ()t +—— j V2 (t)dt (3.5.12)
0 0 48 0

Once (3.5.10) esitsizligini ispatlayalim. Bunun igin

N

x(s) = j X'(¢)dt

0

esitligini kullanalim. Bu esitsizligin her yanindan mutlak deger alip sonra Cauchy

esitsizligini kullanwrsak,
1 1

jz [jx'z(t)dtjz <fs Ux’z(t)altj2

0

x(s)| < [l ae < Udt

0 0

buluruz. Ayni yontemle

1

s 1 2
|x(s)| < j|x'(t)| dt <1-s Ux'z(t)dtj
0 0
bulunur. Bu iki esitligi taraf tarafa carparsak

xz(s)éﬂ/s(l—s)jx'z(t)dt (3.5.13)

sonuncu esitsizligin her yanini s degiskenine gore 0’dan 1’e integralleyelim ve
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;[Js(l—s)ds =%

oldugunu da kullanarak agagidaki esitligi buluruz.

j X (s)ds < =[x (t)dt (3.5.14)

0

0|y
O Sy —

wZa

c(t)— , te[O,l] icin alirsak (3.5.11) esitsizligi ispatlanir. Sarta gore

te [0,1] icin

c(t)—lb'(t) >a > _8
2 /4

esitsizliginin saglandigmi varsaymistik. (3.5.12) esitsizligini ispatlamak icin skaler

carpimi,

(u,v) = .[u(t)v(t)dt

0

esitligi ile tanimlayalim. O zaman,

[\/Ex—ﬁy , \/Ex—ﬁyjzo

esitsizligini kullanarak (3.5.12) esitsizligi ispatlanir. Sonuncu esitsizlige ¢ -esitsizlik

denir. ¢ -esitsizlikler aprior degerlendirme yapilirken sik sik kullanilir.
(3.5.9) esitligini ve (3.5.10), (3.5.11), (3.5.12) esitsizliklerini kullanarak asagidaki

esitsizligi buluruz.

[ o Lo
(%+a—ejjx (t)dtszj.;y (t)dt

0

Burada ¢ > 0 sayis1 yeterince kiigiik oldugunda

103



1

1
j X(t)dt < j V3 (t)dt
0 4 ( +a— 8) o
7T
Burada
o
E=¢g,=—+—
T 2
secersek o zaman asagidaki esitsizligi buluruz.
1 1
j ()t <c, j V2 (t)dt
0 0

Burada,

Simdi (3.5.9) esitligine donerek bu esitlikten asagidaki degerlendirmeyi buluruz.
1

.[x'z(t)dt < (clc2 +c, ).[y2 (t)dt

0

bu esitsizlikte

c(t) —%b’(r) —&,

¢, =

clo.1] 4¢,

(3.5.13) esitsizliginden,

1
1

x(s) < %Ux'z (z‘)dtj2

0

esitsizligini buluruz ve burada
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L 2
[J yzmdrj Dl
0

esitsizligini de kullanirsak asagidaki degerlendirmeyi buluruz.

cc, +cC
1¥2 3
e

||x||C[0,l] < 2 clo.] (3515)

Simdi ||x"|| oy Ve ||x'|| o] normlar1 i¢in degerlendirme yapalim. (3.5.7)

denkleminden asagidaki degerlendirmeyi buluruz.
”x"”c[o,q < ”b”c[(m] ||x’||C[0,1] +||c||c[0,1] ”x”c[o,l] +||y||c[0,1] (3'5'16)

Ama ||x'|| (oy) DOTMU ||x"|| | hormu vasitastyla degerlendirilir. x(0)=x(1)=0

clo.1
oldugundan Rolle teoremine gore oyle & e [O,l] noktast bulunur ki, x’(é‘) =0 olur.

O zaman (3.5.7) denklemini asagidaki sekilde yazarak,

!

l:x' exp(—ijb(s)dsj:l =[Ac(0)x(t) - y(1)] exp [—ﬂ.jb(s)dsj

bu esitligi & noktasindan s’ye kadar ¢ degiskenine gore integrallesek buluruz ki,

t

xX'(t) = jexp [—ijb(s)dsj[ic(@)x(@) —y(@)] do

5

bu esitsizlikten agsagidaki degerlendirme bulunur.

||x’||C[0,l] < m(”C”c[o,l] ||x||C[O,1] + ”y”C[O,l]) (3'5'17)

burada ,

l,s,@e[O,l]

m= max exp[—ljb(s)dsj
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Boylece (3.5.15), (3.5.16) ve (3.5.17) esitsizliklerinden aranan aprior degerlendirme

bulunur.
||x||C[0,l] +||x’||C[0,l] +||x”||C[0,1] < € ”y”c[o,l]

¢, lin ne oldugunu kolaylikla bulabiliriz.

106



SONUC

Bu calismada sinirli ters operatorlii operatdr denklemlerin yaklagik ¢6ziim metodlar1

ele almip 6grenildi.

Sade halde kiigiik parametreler metodu incelendi, genel halde kiigiik parametreler
metodu incelendi ve kiigiik parametreler metodunun uygulanmasma ait Ornekler

verildi.

Parametreye gore devam metodu incelendi. Parametreye gore devam metodu ve esas
teorem incelendi. Esas teoremin 0zel hali ve genel hali icin ayri ayri ispatlar1

incelendi. Parametreye goére devam metodunun uygulanmasina ait 6rnekler gosterildi.

Boylece bu yaklasik ¢6ziim metodlar1 bu tez ¢alismasinda incelenmis ve dgrenilmis

oldu.
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